Concursul de matematica ,,NICOLAE COCULESCU* 2009

Solutiile problemelor date la concurs
Clasa a V-a

1. Dacd n > 4, atunci 2"a + 3"b > 16a + 81b > 10a + b = ab, contradictie, deci n < 3.

e Pentru n = 0 obtinem ab = a + b, de unde 10a + b = a + b, adici a = 0, imposibil.

e Pentru n = 1 rezultd ab = 2a + 3b, de unde 10a + b = 2a + 3b. Obtinem b = 4a, cu solutiile a = 1, b = 4
sia=2b=8.

e Pentru n = 2 avem 10a + b = 4a + 9b, de unde 3a = 4b. Avem solutia a =4, b=3gi a =8, b = 6.

e Pentru n = 3 obtinem 10a + b = 8a + 27b, de unde a = 13b, care nu conduce la solutii.
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3. a) Dintre numerele 1,2, ...,100 sunt cate 20 de numere de forma 5k, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3 ¢i 5k + 4. Ca
urmare, S = (0+ 142+ 3 +4) - 20 = 200.

b) Este evident ca n < 100; in caz contrar, resturile obtinute sunt 1,2, ..., 100, a ciror sumi este mai mare
decat 100.

Fie ¢ ¢i r catul si restul impdrtirii lui 100 la n. Atunci numerele 1,2, ..., 100 pot fi grupate in ¢ grupe de cate
n numere consecutive care dau resturile 1,2, ...,m — 1, respectiv 0 la impértirea cu n si inca o grupad de r numere
consecutive, care dau resturile 1,2, ..., 7. Atunci

n(n—1) +7"(7"+1)'

S=q 0+1+42+. .+ -D+(1+2+.+r)=q —— 5

Dac& S = 100, atunci gn (n — 1) 4+ r (r + 1) = 200. Deoarece n < 100, avem ¢ > 1, de unde rezulta ci
nn—1)<gnn—1)<qgn(n—1)+r(r+1) = 200.

Ca urmare, n (n — 1) < 200, si cum 14 - 13 < 200 < 15 - 14, rezultd n < 14. Atunci g este cel putin egal cu catul
impartirii lui 100 la 14, deci ¢ > 7.
S4 observam cd dacd n > 6, atuncign(n —1)+r(r+1) > gn(n—1)>7-6-5 = 210, deci n < 5.
Studiind cazurile n € {1,2,3,4,5} se obtine o singurd solutie: n = 3.

4. a) Un exemplu este urmatorul: se coloreazd cu o culoare numerele pare si cu altd culoare numerele impare.

b) Deoarece restul impartirii lui a 4+ 3b 4+ 9¢ la 3 este acelasi cu restul impartirii lui a la 3, putem colora cu
o culoare multiplii de 3, cu o alta culoare numerele care dau restul 1 la impartirea cu 3 si cu a treia culoare
numerele care dau restul 2 la impértirea cu 3.

¢) Pornind de la faptul c& 1, 5 gi 9 au aceeasi culoare, si spunem rogu, vom crea noi numere rogii folosind
faptul ca dacd a, b i ¢ sunt rosii, atunci si a + 3b 4 9c¢ este rogu. Avem succesiv:

e 9, 5, lrogii=94+3-5+9:1=33 este rosu

e 5, 33, 9rosii =5+3-33+9-9 =185 este rogu

e 5.185,9 rogii =54+ 3-185+9-9 =641 este rogu

e 5.641,9 rogii = 543641 +9-9 = 2009 este rogu.

Observatie. De fapt, constructia acestor sume se face plecand de la 2009. Incercim si-1 scriem pe 2009
sub forma a + 3b + 9¢, unde a, b si ¢ sunt numere rosii. Cum 2009 este de forma 3k + 2, vom alege a = 5, atunci
3b+9c = 2009 — 5 = 2004, de unde b+ 3¢ = 668. Alegdnd acum spre exemplu ¢ = 9, am putea incerca sd aratam
cd b =668 — 3 -9 =641 este numér rogu. Rationamentul se continud in acelagi fel pentru 641 g.a.m.d.



