Concursul National de matematica “Arhimede”

Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008
Clasa a III-a
L.(4p) a) Scrie toate numerele de 3 cifre cu suma cifrelor 8.Cate numere ai gasit?
(3p) b) Gasiti numerele impare egale cu rasturnatul lor, cu suma cifrelor 14.
(2p) c) Gasiti cel mai mare si cel mai mic numar par de 3 ciftre, care sa aiba o cifra 5 si diferenta

celorlalte doua cifre sa fie 6.

I1.(3p) a) Suma unor numere consecutive este cuprinsa intre 8 si 13. Gasiti numerele.
(2p) b) 1) Cate numere pare sunt de la 3 la 81?

(2p) 1i) Cate perechi de numere pare cu suma cea mai mare se pot forma cu numere de la 3 la

81?7
(2p) Care este suma acestor perechi?
IIL.(4p) a) Calculati:2+4+6+--+54—-1—-3—-5—--—153

(5p) b) Am un numar, predecesorul sau si succesorul sau.Adunand dublul numarului cu

predecesorul sau, obtin dublul succesorului. Aflati numarul, predecesorul si succesorul.

IV.(2p) a) Impartiti 56 de bile in 10 cutii astfel incat in fiecare cutie sa fie cel putin o bila si sa
nu fie acelagi numar de bile in 2 cutii.

(7p) b) Doi frati impreuna cu parintii lor au suma varstelor 56 de ani. Cu 2 ani In urma, suma
varstelor lor era de 49 de ani. S$tiind ca diferenta de varsta dintre cei doi parinti este de 3 ani, ca
si diferenta dintre cei doi frati, aflati cati ani are fiecare membru al familiei.

Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare subiect se noteaza de la 1 la 10 p. Fiecare
subiect primeste 1 punct din oficiu. Timp de lucru:2 ore.



Concursul National de matematica “Arhimede”

Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008
ClasaalV-a

I. (3p) a) Un sir de 147 de cutii postale a fost inscriptionat cu numere consecutive. Cutia din
mijloc poarta numarul 500.

Ce numere sunt inscriptionate pe prima si pe ultima cutie?
(2p) b) Descifrati misterul literelor: ELIA + ELI + EL + E = 2008
(4p) c) Calculati: (7-2+7-4+7-64+-+7-200—7-1-7-3—--—=7-19

IL. 1. Fie sirul:
1;2;3;6;18;2;3:4;24;96;3;4; ......

(2p) a) Completati sirul cu inca 2 termeni.
(3p) b) Aflati termenul de pe locul 30.

(4p)2. Cate cuvinte folosim pentru a scrie cu litere toate numerele naturale pana la 101?

III. (4p)1.Suntem la curtea regelui Eduard in 5 tunie 1324 (5.6.1324 o data in care niciuna dintre
cifre nu se repeta)

Micul print Filip s-a ndscut la ultima data ce a respectat aceasta regula. Cati ani va aniversa
printul in anul 1324?

(5p) 2. Determinati catul unei Impartiri cu rest, daca marind deimpartitul cu 207 si
impartitorul cu 9, catul si restul nu se schimba.

IV. (4p) a) Un robotel numeroteaza becurile de la o nava spatiald cu numere de la 12 la 947
(astfel: 12, 13,...,947). Se defecteaza si in loc de cifra 3 inscriptioneaza cifra 5. Cate cifre de 5
apar scrise pe beculetele navei in total?

(5p) b) De Mos Nicolae 6 prieteni si-au impartit unul altuia bomboane. Fiecare a oferit cate
50 de bomboane celorlalti si s-a primit astfel: Horatiu si loana au primit impreuna cét a primit
Lucia. Jeni s1 Marius au primit impreuna cat a primit George. George a primit cate bomboane a
impartit . Marius si Horatiu au primit impreuna cat a primit loana. Jeni a primit un numar de
bomboane de 4 ori mai mic decat Marius.

Cate bomboane a primit fiecare?
Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare problema se noteaza de la 1 1a 10 p.
Fiecare subiect primeste 1 punct din oficiu. Timp de lucru:2 ore.



Concursul National de matematica “Arhimede”

Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008
Clasa a IX-a

I.(9p) Fie ABC un triunghi dreptunghic cu unghiul drept in varful 4. Sa se giseasca toate
punctele M de pe latura /BC] cu proprietatea MA*> = MB - MC.

1.V. Maftei, Cornel Berceanu

II.(3p) 1) Sd se rezolve ecuatia 2[x] = x + 1

(3p) 2) Sa se rezolve ecuatia % = 3x — %

(3p) 3) Sa se determine numerele reale a pentru care ecuatia [2x] = [x] + a are solutii si in
acest caz sa se rezolve.

I11. Sa se demonstreze cd dacd x,y, z € R sunt adevarate urméatoarele afirmatii:
(3p) 1) x% + y? + z* —xy—yz—sz%(x+y—22)2
(Bp)2) x2 +y2 422 —xy —yz—zx = 2[(x = y)2 + (y = ) + (z — )]
GBp)3)x2+y*+z2=>xy+yz+zx+ %min[(x — )% (y—2)%(z—x)?]

Marius Dragan
IV. (9p) Sa se determine toate tripletele (a,b,c) cu urmatoarele proprietati:

1) a,b,c€e{-1;1}
2) Pentru orice n € N ecuatia ax? + by? + cz? = n are solutii in multimea numerelor
intregi.

Sorin Radulescu, Mihai Piticari

Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare problema se noteaza de la 1 1a 10 p.
Fiecare subiect primeste 1 punct din oficiu. Timp de lucru:3 ore.



Concursul National de matematica “Arhimede”

Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008
Clasa a V-a

I. (3p) a) Impartim numarul 20 la toate numerele naturale nenule mai mici decat el. Aflati suma
caturilor obtinute.

(3p) b) Determinati produsul numerelor naturale n, care verifica relatia:
3+49+15+21<n<4+10+16+ 20

(3p) ¢) Calculati:
2008 - 3* — 52.2008 — 56 - 2007

II. 5p)a)Fiem=1+24+44+6+8+:-4+1000sin =5+ 10 + 15 + --- + 500. Sa se afle
restul impartirii lui m la n.

(4p)b) lonel construieste din cuburi un zid ca in figura aldturata. Daca

la baza sunt 19 cuburi, iar in varf un singur cub, aflati cate cuburi

a folosit Ionel.

Cristina Godeanu

II1. (4p)a) impartind numarul natural a la numérul natural b obtinem
catul 25 si restul 31. Sa se afle numarul natural n astfel incat n® = 24a — 600b — 15.

Ion Burca

(5p) b) Daca impartim numarul natural a la 6 obtinem restul 5, iar dacd-1 impartim la 4
obtinem restul 3. Sa se arate ca cel putin unul dintre caturi este impar.

IV. (4p) a) Doua persoane joaca urmatorul joc: pe o tabla se afla numarul 1. La o prima miscare
se poate adauga la numarul 1 orice numar de la 5 1a 9. Jocul continua 1n acelasi mod. Castiga
jucatorul care ajunge primul la 2008. Care din cei doi jucatori castiga?

N.M. Gosoniu

(5p) b) Sa se arate ca din n elevi, n € N*,n > 2 luati la intdmplare, participanti la concursul
Arhimede, cel putin doi au acelasi numar de prieteni printre ceilalti.(Se presupune cad daca x este
prieten cu y, atunci y este prieten cu z; presupunem de asemenea, ca nimeni nu este prieten cu el
insusi)

Liviu Oprisescu

Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare problema se noteaza de la 1 la 10 p. Fiecare
subiect primeste 1 punct din oficiu. Timp de lucru:2 ore si 30 minute.



Concursul National de matematica “Arhimede”

Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008

Clasa a VI-a

I .Fienumerele:a=1-2+2-3+3-4+ -+ 2008-2009
b=1+22+32+.-+2008?
(3p) a) Comparatia cu b
(3p) b) Calculati a-b
(3p) c) Aflati restul impartirii lui b la 10.
(Cristian Olteanu)

IL Fie dreapta d si punctele A,B € d,C € (AB si D € d. Stiind ca AC = 8,8cm, [BC] = [CD] si
AD = 1,1cm, determinati:

(4p) a) ordinea punctelor pe dreapta d;
(5p) b) lungimea segmentului [DM], unde M este mijlocul lui [AB].
Analizati toate cazurile posibile.
(Cristina Godeanu)
IIL.1) Fiea = 30" — 5™*1si b = 6"+1 — 30
(3p) a) Aratati ca pentru orice numar natural n > 1, numerele a si b nu sunt prime intre ele.
(3p) b) Aflatin € N astfel incat a — b = 589

(Diana Niculescu)

(3p)2) Fie3 <a <b <c, a,b,cnumere prime cu proprietatea cd 2b = a + c. Sa se arate ca 6|b — a si
6|c — b.

(Liviu Oprisescu)

IV. Sé se arate ca oricum am aseza numerele 1, 2, 3, ... 20 pe un cerc, gasim printre ele 5 consecutive ( in
ordinea de pe cerc) astfel incat suma lor sa fie cel putin 53?

(N.M. Gosoniu)

Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare problema se noteaza de la 1 la 10 p. Fiecare
subiect primeste 1 punct din oficiu. Timp de lucru:2 ore si 30 minute.



Concursul National de matematica “Arhimede”

Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008

Clasa a VII-a

I.(4p)a) Costul unui produs este 8,1 lei, iar T.V.A.-ul corespunzator este 0,9 lei. Producatorul
oferd 25% din costul produsului pentru reclama. Ce procent reprezinta reclama din pretul
intreg al produsului? (Pretul intreg = costul+T.V.A.)

(Georgeta Alexandrescu)
(5p)b) Fie a, b, ¢ € Z cu proprietatea cd 17a + 85b + 7¢ = 0. Demonstrati ca numarul
c(4a — b) - (3a + 8b) este divizibil cu 833.
(Diana Niculescu- Rev.Arhimede,5-6/2004)

I1.(3p) a) Comparati numerele a si %, stiind ca :
b = (31024, 3512, 3256, .32;31)50
(6p) b) Fie 0, aya; ... a, ... scrierea zecimald a numarului % + 31—5 Determinati a,gg9 $1
al + az + e + azoog.

III. Fie ABC un triunghi si M un punct pe latura /BCJ. Notam cu N simetricul lui M fata de
latura /AC]. Stiind ca patrulaterele ABMN si AMCN sunt romburi, se cere:

(4p) a) Aflati masura unghiurilor triunghiului ABC.
(5p) b) Daca P este punctul de intersectie al dreptelor AB si NC, aratati cd AMNP este romb.
(Marius Ghergu)

IV.(9p) Se considera paralelogramele ABCD si A’B’C’D’. Fie M,N,P,Q respectiv mijloacele
segmentelor

[AA’],[BB’],[CC’],[DD’]. Sa se arate ca MNPQ este paralelogram.

Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare problema se noteazd de la 1 la 10 p. Fiecare
subiect primeste 1 punct din oficiu. Timp de lucru:3 ore.



Concursul National de matematica “Arhimede”

Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008
Clasa a VIII-a

L.(4p) a) Aratati ca (20082 + 1)(2009% + 1) = (2008 - 2009 — 1)? + (2008 + 2009)?

(5p) b) Aritati ca numarul m = /6 — /35 (\/ﬁ — \/E)(6 + \/ﬁ) este natural.

Ion Burca

I1.(4p) a) Aratati ca numarul A = 2005™ + 2008™ + 2009™ nu este patrat perfect, pentru nici o
valoare a luin € N.

Liviu Oprigsescu

(5p) b) Determinati cel mai mare element din multimea M = {x € N|V4%7 + 41018 1 4% € Q}
Liviu Oprisescu

I11.(5p) a) Dintre toate paralelipipedele dreptunghice cu aceeasi diagonala, aflati pe acela care
are suma tuturor ariilor fetelor maxima.

Georgeta Alexandrescu

(4p) b) Fie M,N,P mijloacele a trei muchii ale unui cub de lungime a oricare doua dintre aceste
puncte negasindu-se pe o aceeasi fatd a cubului.

1)Determinati natura poligonului obtinut prin intersectia planului (MNP) cu fetele cubului.
i1)Aflati aria poligonului astfel determinat.
kskosk
IV.Fie a,b, c,d € (0,+x) numere reale. Aratati ca :

(5p) 1)Dacéa+b2%+bdatuncia+b£ac+g.

(4p) 2) Reciproca este adevarata?

Liviu Oprigsescu

Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare problema se noteazd de la 1 la 10 p. Fiecare
subiect primeste

1 punct din oficiu. Timp de lucru:3 ore.



Concursul National de matematica “Arhimede”
Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008
Clasa a X-a
I .Sa se rezolve urmatoarele ecuatii exponentiale:
Gp)1)2*=3*+1
(6p) 2) 6° + 20* + 2 =2 +3* +4* + 5%
II. Se considera functiile f: R — (0,), g: (0,0) - R,
f)=x+Vx2+1,x€ER
g() =2, x € (0,)
(4p) 1) Sasecalculeze fogsigo f
(5p) 2) Sa se demonstreze ca functiile f'si g sunt bijective. Sa se determine inversele

lor.

III. Se considerd inecuatia (1 + \/E) e > (1 + \/ﬁ)n cun € N*.
(4p) 1) Sa se demonstreze ca n=1 satisface inecuatia de mai sus.
(5p) 2) Sa se rezolve inecuatia.

IV. (9p) Fie x un numar pozitiv cu urmatoarele proprietati:

) x+Vx€EQ
2) x+Vx€Q

Sa se demonstreze cd Yx € Q

Sorin Radulescu

Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare problema se noteaza de la 1 la 10 p.
Fiecare subiect primeste 1 punct din oficiu. Timp de lucru:3 ore.



Concursul National de matematica “Arhimede”

Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008
Clasa a XI-a
I. Fie (x;)ns1 1 (V) ns1 doud siruri de numere reale.
(3p) 1 ) Daca x,,41 = 2x,,n =1 six; = 1sasecalculeze x, ,n >1
(3p) 2) Dacay, 41 =1+ 2y, ,n > 1siy; = 1sasecalculezey, ,n>1
(3p) 3) Sa se arate ca sirurile (X, )ps1 $i (¥n)ns1 Sunt strict crescatoare.
II. Fie A o matrice patratd 2 X 2 cu elemente numere complexe. Sa se arate ca:
(4p) 1) Daci A% = 0, atunci tr(4) = 0
(5p) 2) Dacd A2 — 2A + I, = 0, atunci pentru orice n = 1 avem tr (A™) = 2
III. Se considera sirul x,, = % + ﬁ + -+ n—12,n >1
(4p) 1) Sa se demonstreze ca sirul (x,),>; este strict crescator.
(5p) 2) Sa se arate ca sirul (x,),>1 €ste nemarginit.
Laurentiu Panaitopol, Maria Elena Panaitopol

IV.(9p) Fie M o multime nevida de numere reale si f, g, h: M — M functii bijective cu

proprietateaca f + g = 2h .

Sa se arate ca dacd M este multime finita atunci f = g = h.

Réamane proprietatea de mai sus adevarata pentru M = [0, 1] ?

Sorin Radulescu

Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare problema se noteaza de la 1 la 10 p.
Fiecare subiect primeste 1 punct din oficiu. Timp de lucru:3 ore.



Concursul National de matematica “Arhimede”

Editia a VI-a, etapa I — 15 noiembrie 2008
Clasa a XII-a

1.4 se calculeze integralele:
3cos?x-1 i
(4p)1)J-cosxfos3x dx,x € (O'E)

1+x4+x2
1-x+x2

(5p)2) [ dx,x €R

L.V. Maftei
I1. (3p) a) Sa se determine toate numerele naturale n = 2 cu proprietatea ca functia f:Z, = Z,, f(x) =
x? este bijectiva.

(3p) b) Si se determine toate numerele naturale n > 2 cu proprietatea ci x* € {6, i}, Vx € Z,

(3p) c) Fie A € M,(Z) si m € N*(m = 2) fixat. Daca det A este prim cu m atunci exista k € N* cu
proprietatea ci matricea B = A¥ — I, are elementele divizibile cu m.

Costel Chites

II1. Fie A o submultime nevidd de numere reale. Vom spune ca A4 are proprietatea P; daca oricare ar fi
x € A avem x™ € A pentru orice n € N*.

Vom spune cd A are proprietatea P, daca pentru orice x,y € Aavem x - y € A.
(3p) 1) Sa se determine toate intervalele cu cel putin doud puncte care sunt incluse in
(0,0) , care au proprietatea P;.
(2p) 2) Sa se gaseasca toate multimile finite care au proprietatea Py .
(2p) 3) Sa se gaseasca toate multimile finite care au proprietatea P, .
(2p) 4) Sa se dea exemplu de multime A care are proprietatea P; dar nu are proprietatea P, .
IV. 9p) Fien € N*si f: R = R o functie care admite primitive . Sa notdm

f = fofo..of. Daci sunt satisficute urmatoarele conditii:
h,'_/
norit

1) f™ este strict descrescitoare
2) f™ este marginitd inferior
3) limy, ., fP(x) = 0

Atunci limy_,_, f(x) = ©

Sorin Radulescu

Nota: Toate problemele sunt obligatorii. Fiecare problema se noteaza de la 1 la 10 p. Fiecare
subiect primeste 1 punct din oficiu. Timp de lucru:3 ore.



