Concursul ,,Matematica de drag”, 15.11.2025
Clasa a V-a

1. Fie n un numir natural si r — 22025 4 92027

y = 2" + 21 doud numere naturale, astfel incit y > .

Determinati cea mai micd valoare a lui n pentru care
diferenta numeretor y gi & este cub perfect.

Cristina Costen, Gazeta Matematica nr. 5/2025

2. Un numdr natural n de 6 cifre are proprietatea ci
fiecare cifra a sa este mai micé decit cifra care urmeaza
{de exemplu, n = 135789). Ardtati ca suma cifrelor
numarului 72 - 99 este 18.

3. Fie n = 3 un numéar natural.

a) Aritatica 1 +2+22423+ . yon-l=2n |

b) Aritati cd existd numerele naturale a1, ag, as,
..+, @y, distincte dous cite doui, astfel incit numarul
A=ay+as+a;+az+ ...+ a, se imparte exact la
fecare dintre numerele a1, as. as, ..., Gy.

Solutie. a) Fie § suma din membrul sting. Avem
1+8=24+2422425 4 42v 1 =22 422423
20 A N A 2p

Solujie. Avem r = 22025 1 92027 . 5. 92035 jap
y=2"+2"t1=3.2"=6.2"}. Cum y > z obtinem

n—122025 adicAn 22026............... .., 3p
Pentru n = 2026 rezulti y — x = 29025 = (26793,
cub perfect. Decin =2026....................... 4p

Solutie. Dacd n = abedef, atunci n-99 = abcde fOO—

DCAES .. o e« o e v e e e s 4p
Reiese ca n- 99 are cifrele g, b, ¢ —a, d — b, ¢ — ¢,
f—d-1,9—¢, 10— f, de unde concluzia........ 3p

Grupénd In continuare primii doi termeni obtinem,
mfinal, 1l +5=2"deunde S =2"—-1_......... 2p

Varionta. Avem 2-8 = § 42" — 1 (2p}, de unde
§=2"-1(2p)

b) Din a) avem 14+2-+(3+3-24. . .43-2% 3) = 3.2% 2,
iar 3 - 22 ge fmparte exact la fiecare din numerele
ag=1,a=20a3=23,0a4=3-2,a5 =322 ...,
Gn =32 3p



Concursul ,Matematica de drag”, 15.11.2025
Clasa a VI-a

1. Dintre numerele naturale de trei cifre, care sunt
mai multe: cele impare carc au suma, cifrclor pard,
sau cele pare care au suma cifrelor impara! Justificati
raspunsul!

Solutie. Fie A multimea numerelor de primul tip
si B multimea numerelor de cel de al doilea tip. Nu-
merele din A au ultima cifrd 1,3,5,7,9, iar numerele
din B au ultima cifra 0,2,4,6,8 ............. ..., 2p

2. Fie a,b, ¢ numere naturale astfel incit (a,b) =
{(a,¢) - (b,c). Ardtati ci (a,b) este pitrat perfect.
Am notat cu (z,y) cel mai mare divizor comun al
numerelor naturale x si y.
Ruluea Balilescu, GM nr. 572025

3. Se considerd mn plan 161 de semidrepte avand
aceeasl origine si astfel inciat misura unghiului oriciror
doud este un numér intreg de grade. Aratati ¢, prin-
tre semidreptele date, existd doud care fac un unghi
de 40,

Solutie. Fie O originea comunéd a semidreptelor si
[0OA una dinire semidrepte. Considerdm toate serni-
dreptele din plan care fac cu [OA un wnghi a cirui
masuré in grade este un numir intreg, le numerotim
in sensul miscarii acelor de ceasornic [OA;, [OAg. ...,
[OAssg si impértim aceste semidrepte 1n 40 de grupe
de cate 9 semidrepte, punand:

- In prima grupd semidreptele (OA;, [OAy, [OAg,
ooy [OAso;

Dacs marim cu 1 un numér din multimea B obtinem
un numar din mulfimea /1, deci A are ccl putin tot
atitea elemente cite are B ......... ... 0l 2p

Daca micsoram cu 1 un numir din multimea A
obtinem un numér din multimea B, deci B are cel
putin tot atiiea elemente citeare A.............. 2p

Asadar, A si B au acelagi numar de clemente...1p

Observatie. Avein |A| = | B! = 225.

Solutie. Fie A = (a,c¢), B = (b.c). Atunci A | a,
A | ¢ i, din ipotezii, A | (a,b), deci A | b. Deducem
{

A B i iR 3p
Analogreiese B | A...............oi 2p
Rezulta A = B, iar (a,b) = A%, cetud. ..ol 2p
- in a doua grupi semidreptele [OAg, [O A4, [OAg,
« [OAsz0;

- in a 40-a grupa semidreptele [OA, [OAy, [OAsp.

[OAlg(), ey [OAE,Q[) .............................. 3p

Deoarece avem 161 de semidrepte si 40 de grupe,
existd o grupd in care apar cel putin 5 dintre semi-
dreptele initiale — fie acestea, in sensul miscarii acelor
de ceasornic, [OM, [ON, [OP, [0Q, [OR. Atunci:

- fie unul dintre unghiurile ZMON, ZNOP,
LPOGQ, ZQOR are 407,

- fie aceste unghiuri au cel putin 80°, caz in care
ZROM = 40°.

In ambele cazuri, concluzia este demonstrata ... dp



Concursul de Matematica ,Matematica de drag”, 15.11.2025
Clasa a ViI-a

1. Determinati numerele naturale n pentru care
numarul A = /27 + 2024 + vn? + 2025 este natural.
George Florin Serban, GM 6-7-8/2025

Solutie. Folosim proprietatea: ,,dacd a, bsi v/a+vb
sunt numere naturale, atunci @ gi b sunt patrate per-
FeCtE L 3p

2. in patrulaterul convex 4BCD, mediatoarele seg-
mentelor AB, BC, ('D taie latura AD in punctele A7,
N, respectiv P, care impart latura AD In patru parti
egale. Aritati ca AD || BC.

B 92 =
\ ¥ Py
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3. In interiorul rombului ABCD se considers pune-
tele E ¢i F astfel incdt FA = ED = FB = F(. Per-
pendiculara din F pe BD intersecteazi perpendiculara
din F pe AC in punctul (7. Demonstrati ca GC = GD.

Avem 2024 = 23 .9253. Astfel, daca n > 4, atunci
nurndrul 27 + 2024 cste divizibil cu 8 dar nu si cu 16,
deci nu poate fi patrat perfect. Rezuita n < 3.....2p

Pentru n = 0 obtinem A = 90, pentru n = 1
obtinern A = 2+/2026, pentru n = 2 obtinem A4 =
V2028 + /2029, iar pentru n = 3 obtinem A =
/2032 + /2034, deci raspunsul esten = 0........ 2p

Solutie. Avem BM = AM = MN=NP=PD =
PC'. Rezulta ca medianele M B si PC din triunghiu-
rile AN B, respectiv NC' I} sunt jumétate din latura pe

carc cad, dedd ZABN = ADON =90 ..., ... 3p
Din AN = ND si NB = NC reiese NANB =
ADNG (TCY oo s g e 2p

Astfel ZANB = ZDNC si, cum /BNE = JCNE
(in triunghiul isoscel BN('), deducem ZANE =
ZDNE. Obtinem AD | EN 1 B(', de unde con-
ClUZIa « e e 2p

Solutie. Triunghiurile ABD si CDB sunt simetrice
fatd de O, iar ipoteza aratd cd si punctele E, F' sunt
simetrice fatd de O.

Argument olternativ. Avem AF = CF & rezulta
imediat AE || CF, deci AECF este paralelogram iar

centrul sneste O ... .. .... et LBy 3p
Din AC 1 BD, OF = OF si ipoteza rezulta ca E
si G sunt simetrice fata de BD ... ... ... 2p

Obtinem GD = DFE si GC = FA, de unde rejese
concluzia ... i i 2p




Concursul de Matematici ,Matematica de drag”, 15.11.2025
Clasa a VIII-a

1. Numerele reale pozitive z, y si a indeplinesc con-
a9

difile * — @~y y? = at i o+ % — 2023.
Determinati a.

Daniel Salabind, GM nr. 6-7-8/2025

Solufie. Din a = 22 +y = y? — 2 rezultd (z +

y)(z —y+ 1) = 0 deci, cum numerele sunt pozitive,

r—y+l=0,adicay=uw+1......ccoiiiiii.. 2p

2. Aratati ca intersectia multimilor

A:{M'nEN},B:{MImEN}

n—n+7!

este vida.

3(m?2—m)+5

n—n+3 3(m? —m) + 1
nd-n+7 3md-m)+5

Solutie. Fie x = , cu

3. Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped drep-
tunghic, cu muchiile laterale 4A', BB', C'(", 532)
Aratati ca planul care trece prin A si este perpendi-
cular pe A’C, planul care trece prin B si este perpen-
dicular pe 5’0, planul care trece prin ¢ si este per-
pendicular pe YA si planul carc trece prin I2 si este
perpendicular pe £'8 au un punct comun.

i . . (T Yy
Din a treia relatie rezultd (; + I) =2025....

242 1
M_)M :45, deci Y= —...... 1p

Ty ‘ 43
Obtinema=z>+y=22+zc+1=z(z+1)}+1=

zy+1

o
b
o

Reiese

S _n42=83m%2-m).............. 1p

Atunci n

Egalitatea precedent este imposibili decarece n® —
n=mn{n—1)(n + 1) este divizibil cu 6, deci n® —n+2
di rest 2 la impértirea cu 6, pe cand 3(m? —m) =
3m(m — 1) este divizibil cu 6, oricare ar fi numerele
naturale m si n. Aceasta arata cad multimile A si B nu

au elemente COMUNE ......ovetvnreneinarennennnns 4p

Solutie. Aratidm ca toate cele patru plane taie
dreapta OO’ (unde Q,(0' sunt centrele hazelor) in
acelagi punct . ......ooiiiiiiii e 2p

Fie a planul care trece prin A si este perpendicular
pe A’C si A proiectia lui A pe dreapta A’C’. Atunci
AAy C o, Dreptele O si AA; sunt cuprinse In planul
ACC' A’ si nu sunt paralele, deci se taie intr-un punct
M, care este chiar intersectia planului a cu OO .. 2p

O‘E =tgLCAA = tg /AAC = AG

OA-AC  AC? i

f !
OM = v~ JAA Deoarece AA" = BB’ =
CC" = DI si AC' = BD, pozitia Ini M nu depinde de
varful analizat (am analizat situatis planului dus prin
A), deci celelalte trei plane taie dreapta OO’ in acelasi
PURCE o e 3p

deci

Avem




