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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 14 februarie 2025
Solutii

ClasaaV-a

Aritati cd numerele de forma 5*4-2" —625 se impart exact la 5625, pentru orice numar
natural n.

Gazeta Matematica
Solutie.
Fie neN.
Daci n = 0, atunci 5°74-2°-625 = 0, iar 0 se imparte exact la orice numar natural nenul.
.......................................................................................... 1p
Daci n.€ N*, atunci 574+ 27 =625 = 625(10" — 1) ..o ouveeeiee e, 3p
107 —1=99...9 =9- 11, 0 oottt it e e e 1p
de n ori de n ori
Obtinem 5*4.2" — 625 =5625- 11...1 . Rezultd ca numarul 5"*4.2" — 625 se imparte
de n ori
EXACE 1A 5825 . . it 2p
(@) Scrieti numarul 2025 ca suma a doua patrate perfecte nenule.
(b) Scrieti numarul a = 2025%°?° ca suma a doui patrate perfecte nenule.
George Chetreanu
Solutie.
(@) 2025=81-25=81-(9+16)=81-9+81-16=2724+36 ......cc0vreriirrreennn .. 3p
(b) a=2025%024.2025 = 20252924 (272 +36%) ... iuiiii i 2p
a=(2025"12.27)% + (202512 36) ... 2p
Observatie.

272 + 362 este unica scriere a numarului 2025 ca suma a doud patrate perfecte nenule.



3. Impartind un numar de 4 cifre la rasturnatul siu, obtinem catul 6 si restul 139. Aflati
numarul, stiind ca diferenta dintre cifra miilor si cea a unitatilor este 6, iar diferenta
dintre cifra sutelor si cea a zecilor este 7.

kkk

Solutie.

Fie n = abcd numarul ciutat. Rasturnatul si este dcba.

Conform ipotezei, abcd =6-dcha+139.......oooiiiiii i 2p
Daca d = 2, atunci n > 12000; fals. Decid =1. Rezulta a=1+6=7.................. 2p
Obtinem 7001 +10- bc = 6042 + 60 - cb + 139, de unde 82 + bc = 6 - cb.

REZUIA B2 4 4D = 59C . . oottt e e e 1p
Cumb=c+7,avem82+4(c+7)=59c.Obtinem c=2..........ccvviiiiiiininininn.n 1p
Atunci b=2+7=9. Numadrul cdutateste 7 =7921 ........c.ciiiiiiiiiiiininnenn.n 1p

4. La un concurs, la care au participat 3 elevi, s-au formulat 10 intrebari. Pentru fiecare
raspuns corect se acorda 10 puncte, iar pentru un raspuns gresit se scad 5 puncte.
Concurentii au obtinut in total 240 de puncte. Stiind cd al doilea a radspuns la un numar
de intrebari mai mare cu 3 fatd de primul concurent, aflati la cate intrebari a raspuns
corect fiecare concurent.

Adriana Cataron

Solutie.

Punctajul maxim care poate fi obtinut de un concurent este 100 puncte. Pentru fiecare
raspuns incorect, un concurent pierde 10+5=15puncte................ccooeeiiennn 2p
Cei trei concurenti au pierdut in total 3-100 — 240 = 60 puncte. Atunci concurentii au
datin total 60: 15 =4 raspunsuri iNCOTECtE .. .......ouviiinirii e enennen 2p
Primul concurent a gesit cel putin 3 raspunsuri. Dacd primul concurent ar fi gresit cel
putin 4 raspunsuri, atunci al doilea concurent ar fi gresit cel putin un rapuns. Rezulta

cd in total concurentii ar fi gresit cel putin 5 raspunsuri. Fals......................... 2p
Rezulta ca primul concurent a raspuns corect la 7 intrebari, al doilea concurent la 10
intrebadri si al treilea concurentla9intrebari ....................o 1p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 14 februarie 2025
Solutii

ClasaaVIl-a

1. Fie numerele naturale nenule a, b, c, d, astfel incat a, b si ¢ sunt direct proportionale cu
5, 6 5i 8, iar ¢ si d sunt invers proportinale cu 0,25 si 0,1(6).

(a) Ce procent reprezinta b din d?

(b) Determinati numerele a, b, c si d stiind ca a+2b+2c+4d = 2025.

Mihaela Sintea
Solutie.
. .a b c .
(a) Conform ipotezei, = = s = 3 $10,25:¢c=0,1(6) - ..covvvviiiiniiniiiniinnnn 2p
Obtinem
c b ¢ d . ) .
—=—.Atunci—=—=—.Rezulta b=—,deci beste50% dind................. 2p
4 6 6 8 12 2
a b ¢ d a+2b+2c+4d 2025
(b) Avem —=—=—=—= = =2 2p
5 6 8 12 5+42:-6+2-8+4-12 81
Obtinem
a=125,b=150, c =200, d =300.......uuurintirim e 1p

2. Fiemultimile A={x| x=2"; neN; 10=sn<25}si B={y|l y=2"; meN; 19 < m < 30}.

(@) Determinati multimea AN B.

(b) Comparati suma elementelor multimii A cu suma elementelor multimii B.
Gazeta Matematicd, Supliment cu exercitii (enunt modificat)

Solutie.

(@) ANB={2"20<sn<24}=1{220221 224 2p

(b) Notam Sy4 si Sp sumele elementelor lui A si B.
Avem Sp— S = (22 +2%0 4. +2%) - (210421 + .. +2Y) >5.225-10-2"%.. .3p

~ J . /

5 te;lqleni 10 t;r:neni
Din5-2%°-10-2"=5.2%0(2°-1) > 0, rezultd Sg — S >0, deci S, < Sg........2p

Observatie. Se poate utiliza identitatea 2% + 28*1 + | 4 2k =2k (2n+1 _ 1)k neN.

3



3. Fie punctele S, O, P, coliniare, in aceasta ordine. Se considerda Q si R doud puncte
situate in acelasi semiplan determinat de dreapta SP. Numerele naturale prime a, b, ¢
verifica relatiile: (a) a- QOR =b-POQ, (b) b-ROS =c-QOR, (c) 2a+8b+12c =64.

(a) Determinati numerele prime a, b, c.

(b) Demonstrati ca semidreapta (OR este bisectoarea unghiului SOQ si OR este per-
pendiculard pe OE, unde semidreapta (OE este bisectoarea unghiului POQ.

Doina Paun
Solutie.

(@ a+4b+6¢c=32,cua, b, cnumere prime, implica a par,decia=2.............. 1p
Rezultd 2b+ 3¢ = 15. Cum 3c si 15 sunt divizibile cu 3, rezulta b divizibil cu 3, deci
b=3.0Dbtinem c=3 ...ttt e 2p

(b) Notam POQ = x, QOR = y, ROS = z. Conform ipotezei, 2y = 3x si 3z = 3.

Din y = zrezulta ca semidreapta (OR este bisectoarea unghiului SOQ.......... 1p
3

Avem x+ y+z =180° deci3-180° =3x+3y+3z=8y. Rezulta y = 3 180° =67°30'.

Atunci x =180° — (y+2) = 180° —135° =45 ...ttt 2p

— —_— —_— x

ROE:ROQ+EOQ:y+E:90°, deCiORLOE ......cooviiiiiiiiiiiiiiiiinn 1p

4. Punctele A;, Ay, ..., Ag sunt situate, in aceasta ordine, pe un cerc de centru O, astfel
incat masurile arcelor A; A, Ay As, ..., AgA; sunt direct proportionale cu 1,2,...,8.

(a) Determinati masurile arcelor A; A, A2 As, ..., AgA;.
(b) Demonstrati ca punctele As si A7 sunt diametral opuse.

(c) Daca punctul M este mijlocul lui A4As5 si N este simetricul punctului A, fata de
punctul O, calculati masura unghiului MON.

Rodica Cocalea

Solutie.
A1Ay  ArAj AgAq A1Ay+ A Az + ...+ AgA; 360° °
(a) Avem = =..= = = =10 .....2p
2 8 1+2+...+8 36
Rezulta AlAg = 100 A2A3 = 200 A3A1 B0 lp
(b) A3A7 = A3Ay+ Ay As + A5 Ag + AgA7 = 30° +40° +50° + 60° = 180°, deci punctele
Az §i A7 sunt diametral OPUSE . .....vuent it 1p
.. — —  A4As o
(¢) Cum M mijlocul A4As, avem AsM = 5 =20 1p
AZN dlametru deci AZN 180 1p
MON = MN = 180° — A2M =180° — (A2A3 + A3A4 + A4M) =110°.......cooute 1p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
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Solutii

ClasaaVII-a

1. Se considera numerele:

A

\/ 1 1 N \/ 1 1 - \/ 1 1
2.2 1-22 22.3 2.32 77 202522026 2025-2026%°
1 1 1

[V1-2]-[v3-4] i [v3-4]-[V5-6] et [V2023-2024] - [/2025-2026]

unde, [a] reprezinta partea intreaga a numarului real a.

(a) Aratati ca A este numar rational.

(b) Calculati partea fractionara a numarului 2025 - A- B.

Lucica Ghise
Solutie.
@ 1 1l _ fG+D-k_ 1 11 y
kK2(k+1) k(k+D2 | K2(k+1D2  k(k+1) k k+1 7T P
1 1 1 1 1 1 2025
A:(l—— +(___)+...+(___):1__:_6@. .............. 1p
2 2 3 2025 2026 2026 2026
(b) Fie n e N*. Din inegalitatile n” < n-(n+1) < (n+1)?rezulta n< vnn+1) <n+1,
AeCi [V (T4 1) = et e e e e 1p
) 1 1 1 1 1 2024
AtunciB=—+—+—+...+  lyrome A 1p
1-3 3-5 5-7 2023-2025 2 2025
506 .
S OIE e p
{2025-A-B} = o07 1
SIE s p



2. Fie neN, n = 2. Demonstrati ca daca x;, x», ..., X, € Z* au proprietatea ca
[ X1+ X2+ ...+ Xl = X1+ X2+ ... + X5 =2,

atunci cel putin unul dintre numerele xi, x», ..., X, este egal cu 1 sau -1.

Romeo Ilie
Solutie.
Fie S; suma numerelor pozitive si S, suma numerelor negative.
AtUNCT S1 4 18] = 181 = 182l = 2 et 3p
Cazul 1. S; = |S2| = |S2| =1 = S = —1. Unicul numar negativeste-1.............. 2p
Cazul 2. S; <|S2| = S; = 1. Unicul este numar pozitiveste 1...................ooouue 2p

3. Fie ABCD unromb si O punctul de intersetie a diagonalelor acestuia. Considera punctele
E € (CD)si M € (AE), astfel incat DM L AE. Fie F simetricul punctului A fata de M si P
mijlocul segmentului FC.

(a) Aratatica OMLPD.
(b) Daca (AF este bisectoarea unghiului OAD, demonstrati ci PO = PD.

Gazeta Matematica

Solutie.

(@) OM linie mijlocie INn AACF => OM|[FC (1) «.uvniiniiiiii it o 1p
AD=DF=DC = ADFCis0SCel ......coiuiiiii i, 1p
DP1FC (2)

Din (1) 5i (2) obtinem OMLPD ....c..ooniii e 1p

(b) Cum ADAF isoscel, avem DFA = DAF.

(AF bisectoarea OAD implicd DFA= OAF,deunde DF[|AO ................... 1p
OCLOD, DF||OC, deci DOCF trapez dreptunghicC.............c..ccoveiiienn. . 1p

Fie S mijlocul segmentului OD. PS linie mijlocie in trapezul dreptunghic DOCF.
Atunci PS1 DO, deci PS este mediatoarea segmentului DO. Rezulta PO = PD.

e e 2p



4. ABCD este un paralelogram cu BAD = 30° si ABD = 105°. Fie un punct E pe latura
AD, astfel incat AE = BE. Perpendiculara din D pe BC intersecteaza dreapta EB in F.

(a)

Demonstrati ca BDCF este trapez isoscel.

(b) Aratati cd raportul dintre aria paralelogramului ABCD si aria trapezului BDCF

AB
este egal cu —.
AD

Dorina Rapcea

Solutie.

(a)

(b)

In AABD, BAD =30° si ABD = 105°. Rezultd DBC = ADB = 45°

Fie DFNBC = {M}. AtUNCi BDM = 45° . ... ..o, 1p
Din AE = BE rezulta ABE = BAE = 30°, de unde DBE = 105° —30° = 75°.
Obtinem FBD = 180° — 75° = 105° = ABD. Rezulti AFBD = AABD (U.L.U.).
Prinurmare, FB=AB =CD ...ttt o 1p
ADMC = ABMF (1.C.) implica MC = MF

ACMF dreptunghic isoscel, deci MCF = 45°.

MCF = MBD = 45° —> BDI||CF (unghiuri alterne interne congruente).

Rezultd BDCF trapezisoscel .........oouiiiiiiiii i, 2p
AB-AD
tQ{ABCD = T ................................................................. lp
BC-DF AD?
dBDCF = 2 e S T lp
=7 AB
Rezultd 280 1p
ppcr  AD
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Solutii

Clasa a VIII-a

1. Fie x,y € R, astfel incat x*(y + z) = y*(z+ x) = 2024 si x # y. Calculati z?(x + y).

Gazeta Matematica
Solutie.
XY +2) =YX +2) S (X— P XY+ YZ+HZX) =0 oo, 3p
Cumx#y,1ezultd XY+ Yz 4+ 2X =0 e 1p
zz(x+y)—x2(y+z):(z—x)(xy+yz+zx):0 ........................................ 2p
Rezultd Z2(X+ ) = X2(Y+2) = 2024 ..o onri i e 1p
2. Determinati numerele reale nenule a, b, ¢ stiind ca
1 1 1
a+—=2b, b+ —=2csic+—=2a.
bc ac ab
Romeo Ilie
Solutie.
+b+
Adunand relatiile, obtinem a+ b+ c = a—bc ....................................... 2p
abc
1 1 1
Daca abc=1,atuncibc=—, ac=—, ab=—-.Rezultaa=b=c=1................... 3p

a c

Presupunem, prin absurd, abc # 1. Rezultaca a+ b+ c=0.

Din relatiile abc+1 = 2b%c = 2c¢%a = 2a®b deducem ci a, b, c au acelasi semn, deci
a+b+c<0saua+b+c>0.Contradictie ...........cooviiiiiiiiiiiiii e o 2p



3. O furnica se deplaseaza pe suprafata lateralda a unui con de la punctul A la punctul B,
unde AB este un diametru al bazei conului, parcurgand drumul cel mai scurt.
Determinati lungimea drumului parcurs de furnica, stiind ca generatoarea conului are
o lungime de 50 cm, iar prin desfasurarea suprafetei laterale a conului se obtine un
sector circular care are masura unghiului la centru egala cu 120°.

Ioana Masca

Solutie.

Fie VAA' sectorul circular sub care se desfasoara suprafata laterala a conului.

Punctul B este mijlocul arcului AA". Rezultd AVB=BVA =60°...................... 3p
Atunci AVAB este triunghi echilateral ................ . 2p
Lungimea drumului (minim) parcurs de furnica este AB=VA=50cm.............. 2p

4. Consideram piramida triunghiulara VABC avand VALVB, VB1VC si VCLVA. Fie
VD1BC,cuDeBCsiVH1AD, cu He AD. Demonstrati ca:

(@ (VAD)L(ABCQ).
(b) H este ortocentrul triungiului ABC.

2 _ 2 2 2
©) Aipc=Ayap+HyvpctHyvca

Marinela Canu

Solutie.

VALVB
1. VALVC } = VAL(VBC)= VALBC.
BCL1lVA

BCLVD } = BCL(VAD) = (ABC)L(VAD) «.ceeiiiiiii e 2p

2. (ABC)L(VAD),(ABC)N(VAD)=AD,VH1AD=VHL(ABC).....cccccviiiiiienn.n 1p

BCL1(VAD) ~ ACLlVB
AHc (VAD) } = BCLAH; ACLVEH } = ACL(VBH)= ACLBH.

Rezulta ca H este ortocentrul triungiului ABC..............coiiiiiiiiiiiiiiiiinenn 2p

3. Notam VA=a,VB=b, VC = c. Avem

VDo P e a’b? + b*c* + c*a? .
= = e ST P TP TR PP E PRI EPPIEPPEPPEPP PP p
212 2.2 2.2
» _ab® b°c" ca 9 9 5
dABC - 4 + 4 + 4 - thAB +€dVBC + dVCA ---------------------------------- lp



