Solutii si repere de corectare — Matematica - de drag, 2024
Clasa a V-a

1. Cate numere se citesc identic de la stanga la dreapta si de la dreapta la stanga,
daca au:
a) 6 cifre?
b) 7 cifre?
Marian Ciuperceanu, Craiova (Gazeta Matematica)
Solutie. a) Numerele de forma abecba sunt tot atatea ca numerele de forma abe, adici
000 . 4p
b) Numerele de la b) se obtin din cele de la a) adaugand o cifra ,,la mijloc”. Deoarece
aceasta se poate face in zece moduri iar numerele astfel obtinute sunt diferite doua cate
doud, obtinem 9000 de numere .............. ... 3p

2. a) Aritati cd numarul 920 are 20 de cifre.

b) Exists un numar natural A astfel incat A%%° s3 aiba 200 de cifre?

Solutie. a) Aratam ca 10Y < 920 < 10%°; a doua inegalitate este evidenta. . ...... 2p
920 = 8110 > (8.10)10 = 230. 1010 = (2193 . 1010 > 10?2 - 101 = 10Y............. 2p
b) Daca A > 10, atunci A200 > 10200 deci A290 are cel putin 201 cifre........... 1p
Daci A < 9, atunci A200 < 3400 = (35)80 < (27)80 = 2560 gj arstam ca 2500 < 10199,
adica 2361 < 5199 gau 4180 .2 < 5180519 _ gyident. Asadar, raspunsul este nu .. ... 2p

3. Vom spune ca numarul natural X domind numarul natural nenul Y daca restul
impartirii numarului 2- X la Y este 1. De exemplu, 8 domina numerele 3, 5 si 15.

a) Determinati perechile (A, B) de numere naturale nenule cu proprietatea ca A il
domina pe B si B il domina pe A.

b) Dati exemplu de sir de 2024 de numere naturale nenule ay, ag, .. ., a4, distincte
doua cate doua, cu proprietatea ca fiecare termen al sirului il domina pe pe urmatorul,
iar ultimul termen il domina pe primul.

Solutie. a) O posibilitate este A =3, B =5 1iar altaeste A=5B=3........... 1p

Aratam ca acestea sunt singurele posibilitati. Fie 24 = mB + 1, 2B = nA + 1, unde
m si n sunt numere naturale.

Dacam >2sin > 2, atunci A< Bsi B<A - imposibil.................... ... 1p

Cum nu se poate ca m = 0 sau n = 0, deducem ca m sau n este 1 — de exemplu,
m = 1. In acest caz B = 2A — 1, iar 2B = 4A — 2 trebuie si dea restul 1 la impirtirea
cu A. Deoarece 44 > 4A —2, catul acestei impartiri poate fi 1, 2 sau 3. Rezulta cazurile
4A—-2=3A+1,4A-2=2A+1si4A-2=A+1. inprimul caz reiese A = 3, de
unde B = 5, iar in celelalte cazuri nu obtinem valori convenabile ale lui A ......... 2p

Analog, situatia n =1 duce la A =5, B = 3.

b) Cautam numere astfel incat fiecare sa fie cu o unitate mai mic decat dublul
numarului precedent, de exemplu numerele 2" + 1, cu n = 1,2,...,2024 — se verifica
imediat ca ele CoreSpUd .. ...ttt e 2p

In sfarsit, restul impértirii lui 2(220244-1) = 22025 1 2 1a 3 este 1, deoarece 22 = M3+1,
deci 22024 = Mg 4 L. 1p



Clasa a VI-a

1. Determinati perechile de numere naturale (a,b), cu a < b, care verifica relatia

(a,b) + [a,b] = 77. Notatiile (a,b) si [a,b] reprezintd cel mai mare divizor comun,
respectiv cel mai mic multiplu comun al numerelor a si b.
Solutie. Fie d = (a,b). Atunci d | [a,b], decid | 7T7....... ... . ........oo... 2p
Deoarece d < 77, sunt posibile cazurile I: d =1, Il d =7 silll: d=11.......... 2p
In I rezulti [a,b] =76 =4-19 cu solutiile a = 1,b=T6sia=4,0=19.......... 1p
In II rezulti [a,b] = 70 = 7- 10 cu solutiile a = 7,b =70 si a = 14,b=35........ 1p
In II1I rezult’ [a,b] =66 = 11-6 cu solutiile a = 11,b =66 sia =22,b=33...... 1p

2. a) Fie n un numir natural nenul. Ariitati cd 2 + (2 + 22 + 23 + ... +2") = 2nf!
sica2-n<2".
b) Aratati cd multimea numerelor naturale care au produsul cifrelor lor egal cu suma
cifrelor lor este infinita.
*** (Gazeta Matematica)
Solutie. a) Adunand, de fiecare dat&, primii doi termeni obtinem 2 + 2 + 2% + 23 +
A2 =22 422423 4 =23 423 4 v = =2nqon=2ntl | 2p
Pentru n = 1 avem egalitate, iar dacan > 2 avem 2n =2+ (24 ... +2) <2+ (2 +
22 ...+ 2"1) = 27 deci relatia este adevirata in toate cazurile ................. 2p
b) Multimea contine toate numerele de forma 22...211...1 cu n > 1 cifre de 2 si
2" —2n cifre de 1. Deoarece 2" > 2n, numerele sunt corect definite iar suma si produsul

cifrelor sunt egale cu 2™ ... . 3p

3. Fie n > 3 un numar natural. Vom numi stea de marime n orice multime M de n
semidrepte cu aceeasi origine O, cu proprietatea:
oricum am lua o semidreapta OA din M, existd in M doud semi-
drepte OB, OC' astfel incat OA este bisectoarea unghiului ZBOC.
Determinati cel mai mic numar natural n pentru care exista o stea de marime n.
Solutie. Aratam ca valoarea ceruta este n =15............ ... ... 1p
Pentru o stea de marime 5 luam 5 unghiuri in jurul unui punct avand céte 72° .. 3p
Daca ar exista o stea de marime 4 {OA,OB,0C,OD} si, de exemplu, OA este
bisectoarea /BOC, atunci:
- daca OD este in interiorul ZBOC, atunci OA este in exteriorul unghiurilor ZBOC,
ZBOD si ZCOD, deci nu poate fi bisectoarea niciunuia dintre aceste unghiuri;
- daca OD este in exteriorul ZBOC, atunci OD este si in exteriorul unghiurilor
LAOB si ZAOC, deci nu poate fi bisectoarea niciunuia dintre aceste unghiuri.
Cum in toate situatiile obtinem o contradictie, nu exista stele de marime 4...... 2p
Daca ar exista o stea de marime 3 {OA,OB,0C} si OA este bisectoarea ZBOC,
atunci OB este in exteriorul ZAOC, deci nu poate bisectoarea acestui unghi — contra-
dictie. Astfel, nu exista nici stele de marime 3............... ... .. ... 1p



Clasa a VII-a

1. Determinati numarul prim p pentru care suma cifrelor numarului A = (p? — 7)% +
33(p? — 7) + 630 este minima.
Mihaela Berindeanu, Bucuresti (Gazeta Matematicd)
Solutie. Pentru p =3, A =700, cu suma cifrelor egala cu 7...................... 2p
Suma cifrelor lui A si A dau acelasi rest la impartirea cu 9...................... 1p
Pentru orice numar prim diferit de 3, restul impartirii lui p? la 3 este 1, deci p?> — 7
este divizibil cu 3. Atunci (p? — 7)? si 33(p? — 7) sunt divizibile cu 9, prin urmare A
este divizibil cu 9 si suma cifrelor lui A este cel putin 9. Numarul cerut este 3..... 4p

2. Un paralelogram ABCD are proprietatea: bisectoarea unghiului ZBAD trece
prin mijlocul E al laturii CD. Determinati masura unghiului ZAEB.

Solutie. Din /BAE = ZAED (alterne in-
terne) si ZBAE = ZDAEF (ipoteza) obtinem
LDAE = ZAED, deci AD =DFE........ 3p

Continuarea I. Fie F' mijlocul segmentului
AB. Atunci AFED este paralelogram (AF si

A F B DE sunt paralele si congruente), deci EF =

AD. Rezultda EF = DE = AF = FB, deci in
ANAEB mediana EF este jumatate din latura AB, de unde ZAEB =90°.......... 4p

Continuarea II - schitd. Avem ZAED = $(180° — ZADE) si ZBEC = $(180° —
ZBCE), de unde ZAEB = 180° — 1(180° — ZADE) — 1(180° — ZBCE) = £(LADE +
LZBOE) = 900 . 4p

D E C

3. Fie ABCD un patrat si E mijlocul laturii BC'. Perpendiculara in E pe DFE taie
segmentul AB in F, iar perpendiculara in F' pe EF taie segmentul AC in I. Aratati
ca IF = EF.

Solutie. Cum IF 1 EF, trebuie sa aratam ca
JIEF =45° adica /IED = /ZIEF ........... 2p

Fie {G} = FENCD. Atunci AFEB = AGCE
(CU: BE = EC, ZFEB = ZGEC), deci FE =
EG. Reiese ca DFE este bisectoarea ZFDG ....1p

Cum DC || FA si DE || F1I, reiese ca F1I este
bisectoarea ZAFD. Deoarece Al este bisectoarea
/FAD, I este centrul cercului inscris in AAFD,
deci ZADI = /ZFDI............c..coiiiii .. 2p

Deducem ZIDJ = ZIDF + /FDE = 4(LADF + ZFDC) = 45°, (*). Construim
IJ L DE, Je DEsi JK 1L CD, K € CD. Atunci DJ = JI (din (*)) si JI = EF
(din dreptunghiul EFIJ). Reiese ADJK = AEFB (IU: DJ = EF, ZJDK = 90° —
/DEC = /FEB), deci DK = EB = 1BC = $DC. Aceasta arati ca JK este linie
mijlocie In ADEC, de unde DJ = JE, apoi ZIED =45° = /ZIEF, cct.d.........2p




Clasa a VIII-a

1. a) Aritati cd, pentru orice & numar real, x4 — 423 + 422 + 3 > 0.

—224 4+ 823 — 822 — 9
x4 — 423 + 4224+ 3

Gheorghe Boroica, Baia Mare (Gazeta Matematica)

b) Aflati minimul expresiei E(x) = , unde x este numar real.

Solutie. a) x* —4x3 4+ 422 + 3 = (22 — 22)? 4+ 3 > 3, deoarece patratul oricirui numar

real este NeNegativ ... ... 2p
, 224 4 82% — 822 -9  —2(z* — 423 + 422 4+3) -3

b) Avem ege;htatea E(x) = por S Sy R 15 427 1 3 =

D o e e 2p

x4 — 43 + 422 4+ 3
Din z* — 423 4+ 422 + 3 > 3 reiese ci

zt —4x3 + 422 + 3
Cum E(0) = —3, minimul cerut este —3......... ... ... i i 1p

2. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub, M mijlocul muchiei AB si N, P centrele fetelor
BCC'B’, respectiv ADD'A’.
a) Aratati ca dreapta M N este perpendiculara pe planul (B'C'D’).
b) Aratati ca dreapta BP este paralela cu planul (B'C'D’) si calculati distanta de la
dreapta BP la (B'C'D’) daca AB = 6 cm.
Solutie. a) Avem MN || AC’ (linie mijlocie in
ABAC!) oo 1p
Deoarece AB' = AC = AD' = B'C = B'D' =
CD’ (diagonale mici) si C'B' = C'C' = C'D’ (mu-
chii), piramidele AB'CD’ si C'B'CD’ sunt regu-
C late, deci inaltimile lor din A, respectiv C’ cad
in acelasi punct — centrul bazei B'CD’. Rezulta
AC" L (B'CD’), de unde MN L (B'CD')..... 2p
b) Cum ABC'D’ este paralelogram si BN =
PD' = 1BC’, patrulaterul BPD'N este paralelogram, de unde BP | ND' C (B'CD’),
deci BP || (B'COD') o e 2p
Distanta ceruta d este cea de la B la planul (B'C'D’), egala cu distanta de C’ la
planul (B'CD’) (deoarece BN = NC'). Astfel d este egala cu indltimea piramidei

triunghiulare regulate C'B'CD’, adica d = \/0’02 —(B'CV/3/3)2 =23cm....... 2p

C/

3. Determinati numerele naturale n pentru care exista numerele reale a si b care
verifica simultan conditiile a + b = 14" si a® 4 b? = 100™.
Solutie. Pentrun =0 avem a =1, b= 0, iar pentrun =1avema =8,b=6....2p

2n
Pe de alta parte, avem (a+b)? < 2(a? +b?), de unde 14?" < 2-100", sau (;) < 2.

o\t 2401
Pentru n > 2, avem (5> > <5> = o5 > 2, deci nu mai avem alte solutii..5p



