Solutii si repere de corectare — Matematica - de drag, 2023
Clasa a V-a

1. La o impartire de numere naturale se obtine catul 4 si restul 1. Daca marim
deimpartitul cu 10 si refacem Impartirea, catul devine 5. Determinati numerele initiale.
Nicolae Ivaschescu, Canada

Solutie. Fie D deimpartitul initial. Atunci D — 1 este de 4 ori mai mare decét

Impartitorul I........ 2p
Deoarece prin marirea lui D — 1 cu 11 catul creste cu 1, I se cuprinde in 11 exact o
data, deci I poate i 6, 7,8, 9, 10sau 11.. ... e 3p
Obtinem solutiile (25, 6), (29,7), (33,8), (37,9), (41,10) si (45,11) .............. 2p

2. a) Cate numere de trei cifre au in scrierea lor zecimala doar cifrele 5 si 67

b) Care numar este mai mare: suma A a numerelor de trei cifre, care in scrierea lor
zecimala au doar cifrele 7, 8 si 9, sau suma B a numerelor de patru cifre, care in scrierea
lor zecimala au doar cifrele 1 si 27

Solutie. a) Prima cifra poate fi aleasa in doua feluri; pentru fiecare alegere a primei
cifre exista doua alegeri ale celei de-a doua cifre; pentru fiecare posibilitate de alegere a
primelor doua cifre exista doua posibilitati de alegere a celei de-a treia cifre, deci avem
22 2 =8 NUIMIETE . .« ettt e 2p

b) Cu un rationament ca mai sus, suma A are 27 de termeni.................... 1p

In termenii sumei A, pe pozitia sutelor apare de cite 9 ori fiecare dintre cifrele 7, 8, 9;
analog pentru zeci si unitati. Reiese cd A = 9-(7+8+9)100+9-(7+8+9)1049-(7+8+9) =

0 2 L1l et e 2p
Analog, B = 8(1 + 2)1000 + 8(1 + 2)100 + 8(1 + 2)10 + 8(1 + 2) = 24 - 1111, deci
B > A 2p

3. Determinati cel mai mic numar natural n > 2 cu proprietatea: putem aseza nu-
merele 1,2,3,...,25 pe un cerc, astfel incat suma oricarui grup de n numere consecutive
de pe cerc se Tmparte exact la n.

Solutie. Pentru n = 5, daca asezam numerele In ordine crescatoare, atunci suma
oricaror 5 numere consecutive se Tmparte exact la 5, deci n =5 convine............ 3p

Aratam ca pentru 2 < n < 4 nu exista o astfel de asezare. Suma numerelor de pe
cerceste 14 24 ... 4 20 = 320 i 1p

Daca o astfel de asezare ar fi posibila, dandu-l la o parte pe 6, cele 24 de numere
ramase ar trebui sa se poata asocia in grupe care sa se Imparta exact la n. Dar, suma
numerelor ramase este 319 si nu se Imparte exact la niciun n, cu 2 < n < 4. Astfel, nu
exista nicio agezare posibila pentru 2 <n <4 ... 3p



Clasa a VI-a

1. Calculati media aritmetica a numerelor naturale de forma abcd, care verifica relatia
abed — dabe = 2025.

Gheorghe Radu, Ramnicu Valcea

Solutie. Avem abc) — abc=9-abcsi d000 —d=ddd ............................ 2p

Relatia datd este echivalentd cu abc =225 +ddd .............oooiiiiiiiiiioiii. 1p

Pentru d > 6, 225 + ddd > 999, deci in aceste cazuri nu avem solutii. Pentru d €

{1,2,3,4,5,6}, inlocuind in relatia anterioara gisim solutiile abed € {3361, 4472, 5583,

6694, 7805, 8916} . ..ot 3p
3361 + 4472 + 5583 + 6694 + 7805 + 8916

6

Media aritmetica a acestor valori este
6138,5.

2. Determinati cifra a astfel incat numarul 111...1a sa fie divizibil cu 13.
; —_—

2023 cifre 1
Solutie. Fie N numarul dat.
Observam ca 111111 se imparte exact la 13 ... 2p
Rezultd cd numéarul 111...100 = N — 1a se imparte exact la 13................. 2p
—

2022 cifre 1
Astfel, pentru ca N sa fie divizibil cu 13, este necesar si suficient ca a sa fie 3 ... 3p

3. In jurul punctului O se formeaza unghiurile A@g, A@g, s AQ?;O\AQALO si
Aml, avand masurile numere Intregi de grade.

a) Aratati ca cel putin 180 dintre aceste unghiuri au masuri de cel mult 2°.

b) Aratati ca exista numerele 1 < i < j < k < 200 astfel incat OA; este bisectoarea
unghiului Wk.

Solutie. a) Avem 360 = (3+3+...+3)+ (1 +1+...4+1). ...l 1p

v

~
60 de termeni 180 de termeni
Daca marim numarul de termeni ai primei sume, micsordnd corepunzator numarul

termenilor celei de-a doua sume, valoarea sumei va depasi 360, in contradictie cu faptul
ca suma masurilor unghiurilor in jurul lui O este 360°. Astfel, numéarul unghiurilor cu
masuri = 3° este cel mult 60....... . e 2p

b) Daca existd 60 de unghiuri > 3°, atunci celelalte 180 de unghiuri au 1°. In acest
caz exista doua unghiuri consecutive AﬁA\iH = Ai@i+g = 1°, deci OA;y1 este
bisectoarea unghiului A;OA; 19 . oot 1p

Daca exista cel mult 59 de unghiuri > 3°, atunci exista cel putin 181 > 3-59 unghiuri
< 2°. In acest caz existd patru unghiuri ,,consecutive” cu masuri < 2°. Cum miésurile
lor succesive pot fi doar (1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,1,2,1), (1,1,2,2), (1,2,1,1), (1,2, 1,2),
(1,2,2,1), (1,2,2,2) si ,rasturnatele” acestora, in fiecare caz gasim trei semidrepte care
TNdeplinesc CONCIUZIA . . ...ttt et et e 3p



Clasa a VII-a
1. Fie numerele naturale p, ¢ si » mai mari ca 2. Aratati ca printre numerele
-2 T —2 rp — 2
\/ pq3 ) \/ a 3 si P se afla cel putin unul irational.

3
Cristina si Mihai Vijdeluc, Baia Mare
Solutie. Presupunem ca toate numerele sunt rationale. Atunci exista a,b,c € N astfel

incat pg—2=3a, qgr —2 =302 sirp— 2 =3c%. ... 2p
Obtinem pq = 3a® + 2, qr = 3b? + 2 respectiv rp =3c> + 2., ... 1p
Prin inmultirea relatiilor se obtine (pgr)* = (3a% +2)- (3b? +2)- (3c* + 2) = M3z+2.
Aceasta relatie este falsa, deoarece un patrat perfect are doar una din formele M3 sau
M3 + 1, astfel ca se verifica cerinta problemei............. ... .. ... o L 4p

2. Un patrulater convex ABC'D are ZBAD = 50° si ZBCD = 80°. Dreapta BC
taie mediatoarea m a segmentului AB in F, iar dreapta CD taie mediatoarea n a
segmentului AD in F.

a) Aratati ca punctele E, A, F' sunt coliniare.

b) Aratati ca dreptele m, n si bisectoarea unghiului BC'D sunt concurente.

Solutie. a) Triunghiurile AEB si AFD
sunt isoscele, deci ZEAB = /EBA si
JFAD =/FDA ........................ 2p

Rezulta ZBAD + /ZFEAB 4+ ZDAF =
/BAD+ /EBA+ /FDA =50°+ (£LBAC +
/BCA)+(LDAC+/ZDCA) =50°+/BAD+
/BCD = 180°, ceea ce arata ca punctele F,
A, F sunt coliniare....................... 2p

b) In triunghiurile isoscele EAB si FAD, dreptele m si n sunt bisectoarele unghiurilor
AEB, respectiv AFD. Cum (A, E, F), (C,B, E) si (C, D, F) sunt coliniare, reiese ca m,
n si bisectoarea unghiului BC'D sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului CEF, deci

SUNL CONMCUTENTE . . ..t e e e e e et 3p

3. Fie A’, B’, C' mijloacele laturilor BC, C'A, respectiv AB ale unui triunghi ABC
si A1, By, Cy simetricele unui punct P fata de A’, B’, respectiv C’. Aratati ca dreptele
AA,, BBy, CC; sunt concurente.

Solutie. Patrulaterul PAB,C este parale-
logram, deoarece diagonalele PB; si AC' au

acelasi mijloc B'......... ... .o o 2p
Rezulta PC' || AB; si PC = AB;y ...... 1p
Analog PC || BA; si PC = BA;, deci
BAB1 A este paralelogram .............. 2p

Reiese ca segmentele AA; si BB; au acelasi
mijloc M. Analog, segmentele AA; si CCy au
acelasi mijloc M, deci dreptele AA;, BB, C'Cy sunt concurente In M ............. 2p

Rezerva. Aritati ca, daca triunghiurile ABC' si A’B'C’ au perimetre egale, BC =
B'C’" si ZABC = LA'B'C’, atunci ele sunt congruente.



Clasa a VIII-a

1. Vom spune ca o piramida se numeste olimpica daca putem numerota varfurile sale
si mijloacele muchiilor cu numerele consecutive 1,2, 3, ..., astfel incat fiecare numar din
mijlocul unei muchii sa fie media aritmetica a numerelor pozitionate in capetele sale.
Aratati ca nu existd piramide olimpice ce au ca baza un poligon convex cu 2023 de
laturi.

Stefan Gobej, elev, Curtea de Arges

Solutie. Presupunem ca exista. Deoarece piramida are baza cu 2023 varfuri, 2023
muchii ale bazei, 2023 muchii laterale si un varf rezulta ca vom folosi 3-2023 41 = 6070
numere, adica toate numerele naturale de la 11a 6070 ............................. 2p

Numerele 1 si 6070 nu pot fi pe laturi, deoarece nu pot fi medie aritmetica a unor
numere din aceasta lista. Astfel, ele sunt asezate In doua varfuri ale piramidei ... .. 2p

Mai mult, pentru ca numerele de pe muchii sunt naturale, varfurile de pe muchii
comune cu varful numerotat cu 1 contin numere impare si astfel, succesiv, toate varfurile
piramidei vor fi numerotate cu numere impare. Acest lucru este in contradictie cu faptul
ca unul din varfuri are numarul 6070 ..... ... 3p

2. Determinati numerele reale a pentru care multimea solutiilor ecuatiei [z]+[z+a] =
2023 este un interval nevid.
Solutie. Daca a este un numar intreg par 2n, atunci ecuatia devine 2([x] +n) = 2023

sinuare solutii....... ..o 1p
Daca a este un numar intreg impar 2n + 1, atunci ecuatia devine [z] = 1011 — n si
are ca multime S a solutiilor intervalul nevid [1011 —n,1012 —n).................. 1p
Daca @ nu este numar intreg, ecuatia devine [z] + [ + A] = 2023 — [a], unde A =
() € (0, 1) . 1p

Daca 2023 — [a] este un numar par 2n, atunci: pentru x € [n,n + 1 — A) avem
[z] + [z + a] = 2n; pentru x > n+1— A avem [z] + [z +a] > n+n+ 1> 2n; pentru
x <navem [z]+ [z +a] <n—1+n < 2n, deci S este intervalul [n,n+ 1 — A)

Daca 2023 — [a] este un numar impar 2n + 1, atunci: pentru z € [n+1— A,n+ 1)
avem [x]+ [z +a] = 2n+1; pentru x > n+1 avem [z]+ [z +a] >n+1+n+1>2n+1;
pentru x < n+1— A avem [z + [z +a] < n+n < 2n+ 1, deci S este intervalul

e e 7 3p
Valorile cerute sunt toate numerele reale, in afara de numerele Intregi pare....... 1p
_ 2
20 =1 + ﬁ

3. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul ¢ 2y =1 + Z%H

2z =1+ 5.

Solutie. Avem solutia (1,1,1) ... .. .o 1p
Presupunem ca avem solutia (a,b,c). Atunci a,b,c>0.......................... 1p
Daca presupunem a < 1, atunci, cum a > 0, 2c =1+ a22+1 >1+4 % = 2, deci ¢ > 1,

iar 2b =1+ ﬁ <2,deunde b <1si2a=1+ ﬁ > 2 — contradictie.
Daca presupunem a > 1, atunci toate inegalitatile precedente se inverseaza si obtinem
o alta contradictie......... ... 4p

Reiesea=1,deunde c =1, b0 =1 ... oiiimiiiii e 1p



