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Proba scrisa

MATEMATICA
Varianta 3
* Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
*  Timpul de lucru efectiv este de patru ore.
IECTUL I (30 de puncte)
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1. Se considera functia f:R—R, f (x) =x +mx— 2 ,unde m este numar real.

a) Aratati cd ecuatia f (x) =( are doud solutii reale distincte, pentru orice numar real m .
b) Pentru m =2, parabola asociata functiei f are varful V si intersecteazd axa Ox 1n punctele A
si B . Aratati ca triunghiul VAB este echilateral.

¢) Aratati ca, pentru orice numar real m , multimea f -l ({xl,xQ}) are 4 elemente, unde x; si x,
sunt solutiile ecuatiei f(x)=0si f7'(A) ={x€]R | f(x)EA}, ACR.

2. Se considera triunghiul ABC, cu AB < BC, punctele D si E sunt mijloacele segmentelor AB,
respectiv. AC, iar M este un punct situat pe segmentul DE, diferit de punctele D si E . Punctele
N si P sunt simetricele lui M fatd de punctele D si respectiv E, iar Q este punctul de

intersectie a dreptelor BM si CP si T este punctul de intersectie a dreptelor CM si BN .

a) Aratati ca dreptele BN si CP sunt paralele.

b) Demonstrati ca AM 2= PQO-NT.

¢) Aratati cd, daca semidreapta BM este bisectoarea unghiului ABC , atunci 2EQ = BC - AB.
IECTUL al II-lea (30 de puncte)

5p
5p

5p

1. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x * y = xy + |xy| - |x| - | y| +1.
a) Aratati cd e =1 este elementul neutru al legii de compozitie ,, * .

b) Aratati ca x = yE[O,l], pentru orice x, yE[O,l].
¢) Se considerda multimea A= {(a,b)ERx R |a * X =a, pentru orice xE[b,+00)} . Determinati

valoarea minima a lui a + b, unde (a,b)EA .

2. Se considera functia f:R —=R, f(x) =x-V4x* +1.

Sp | a) Aratati ca functia f este concava.
R (1 (2 (3 [ n
Sp | b) Demonstraticd lim |n—-| f - +f - +f - +...+f — =2.
n—>+00 n n n n
V2
5p | ¢) Demonstrati ca I x—3(x)dx=2+ln2.
8
2 X
3
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SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

Urmadtoarea secventa face parte din programa scolard de matematica pentru clasa a VIII-a.

Competente specifice si exemple de activitati de invitare

Clasa a VIII-a

1.4. Identificarea unor figuri plane sau a unor elemente caracteristice acestora in configuratii
spatiale date

- Identificarea, constructia, notarea si citirea unor drepte concurente/paralele/necoplanare in
configuratii spatiale, cu exemplificare si in realitatea inconjurdtoare

- Identificarea, in configuratii spatiale simple si in realitate, a pozitiilor relative ale unei drepte fata de
un plan

- Identificarea pozitiilor relative a doua plane in configuratii spatiale simple si in realitatea
Inconjuratoare

- Recunoasterea figurilor geometrice obtinute in urma sectiondrii unei piramide sau a unei prisme cu
un plan paralel cu baza

2.4. Reprezentarea, prin desen sau prin modele, a unor configuratii spatiale date

- Reprezentarea prin desen sau prin modele a unor configuratii spatiale in/din contexte reale

- Utilizarea instrumentelor geometrice si a softurilor matematice pentru a desena diferite configuratii
spatiale

- Utilizarea diferitelor mijloace didactice pentru a modela rezultate asociate relatiilor de paralelism si
perpendicularitate in spatiu

- Utilizarea conventiilor de notare si citire a configuratiilor spatiale

- Reprezentarea, prin desen, a proiectiilor si a unghiurilor

- Clasificarea prismelor/piramidelor dupa forma bazei

- Construirea inaltimii unei prisme sau a unei piramide

3.4. Folosirea unor proprietati de paralelism sau perpendicularitate pentru analizarea pozitiilor
relative ale dreptelor si planelor

- Utilizarea masurilor unghiurilor si a distantelor pentru stabilirea pozitiilor relative intre drepte si/sau
plane

- Determinarea paralelismului in spatiu, intre drepte si/sau plane cu ajutorul proprietdtilor relatiilor de
paralelism si de perpendicularitate in configuratii simple

- Determinarea perpendicularitatii in spatiu, intre drepte gsi/sau plane cu ajutorul proprietdtilor
relatiilor de paralelism si de perpendicularitate in configuratii simple

4.4. Descrierea in limbaj matematic a elementelor unei configuratii geometrice

- Construirea unor configuratii geometrice cu drepte si plane aflate in relatii de paralelism sau
perpendicularitate

- Verificarea validitatii unor afirmatii legate de pozitiile relative ale dreptelor si/sau ale planelor prin
exemple si contraexemple

- Identificarea si utilizarea axiomelor, teoremelor directe/reciproce pentru rezolvarea de probleme in
configuratii spatiale simple

- FEvidentierea unor aspecte particulare sau a unor aspecte ce pot fi generalizate, referitoare la
configuratii spatiale

5.4. Alegerea reprezentirilor geometrice adecvate in vederea descrierii unor configuratii spatiale si
a calculirii unor elemente metrice

- Argumentarea demersului de rezolvare a unei probleme de geometrie in spatiu

- Adecvarea reprezentarilor configuratiilor spatiale la cerintele problemelor, in vederea optimizarii
rezolvarii problemei

- Optimizarea rezolvarii de probleme prin utilizarea instrumentelor interactive de realizare a
reprezentarilor geometrice (softuri matematice)

- Analizarea/interpretarea unor situatii din realitatea inconjurdtoare §i transpunerea lor in probleme
de geometrie in spatiu
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6.4. Modelarea unor situatii practice in limbaj geometric, utilizind configuratii spatiale

- Formularea de ipoteze si de concluzii in probleme cu continut practic legate de proiectii pe plan a
unor puncte, drepte, segmente

- Verificarea validitatii unor rezultate, in cazul inlocuirii unor parti din ipoteza cu parti din concluzie

- Transpunerea unor situatii date in limbajul specific geometriei, interpretarea rezultatelor obtinute si
corelarea raspunsului geometric cu restrictiile impuse de realitatea inconjuratoare

[

Domeniu de
continut

Continuturi

Geometrie

4. ELEMENTE ALE GEOMETRIEI iN SPATIU

* Puncte, drepte, plane: conventii de notare, reprezentdri, determinarea dreptei, determinarea
planului, relatii intre puncte, drepte si plane

® Corpuri geometrice: piramida, piramida regulata, tetraedrul regulat; prisma dreapta,
paralelipiped dreptunghic, cub; cilindru circular drept; con circular drept; reprezentare,
elemente caracteristice, desfasurari

¢ Paralelism: drepte paralele, unghiul a doud drepte, dreaptd paraleld cu un plan, plane
paralele, aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate; trunchiul de
piramida si trunchiul de con circular drept (descriere si reprezentare)

® Perpendicularitate: drepte perpendiculare, dreaptad perpendiculard pe un plan, aplicatii:
indltimea unei piramide, inaltimea unui con circular drept, distanta dintre doud plane
paralele, inaltimea prismei drepte, a paralelipipedului dreptunghic, a cilindrului circular
drept, a trunchiului de piramidé/con circular drept; plane perpendiculare, aplicatii: sectiuni
diagonale, sectiuni axiale in corpurile studiate

® Proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un plan; unghiul dintre o dreapta si un
plan, aplicatie: lungimea proiectiei unui segment; unghi diedru, unghi plan corespunzator
diedrului; unghiul a doud plane; plane perpendiculare

* Teorema celor trei perpendiculare; calculul distantei de la un punct la o dreapta; calculul
distantei de la un punct la un plan; calculul distantei dintre doua plane paralele

Nota: Continuturile vor fi abordate din perspectiva competentelor specifice. Activitatile de invatare sugerate
ofera o imagine posibila privind contextele de formare/dezvoltare a acestor competente.

(Programa scolara pentru disciplina Matematica, OMEN nr. 3393/28.02.2017)

Folosind informatiile din secventa de mai sus, in vederea evaludrii formarii/dezvoltarii competentelor
specifice precizate, elaborati o proba de evaluare la finalul unitatii de invatare ,,Elemente ale geometriei in

spatiu. Perpendicularitate”, care sd cuprinda cinci itemi: un item de completare, un item cu raspuns scurt,

un item de tip alegere multipld, un item de tip intrebare structurata si un item de tip rezolvare de probleme.

Pentru fiecare item propus:

mentionati competenta specifica evaluata;

mentionati activitatea de Invatare in cadrul careia itemul poate fi utilizat;
precizati un avantaj al utilizarii acestui tip de item;

precizati un dezavantaj al utilizarii acestui tip de item;

respectati formatul tipului de item;

respectati corectitudinea stiintifica, inclusiv a raspunsului asteptat.
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Proba scrisa
MATEMATICA
Varianta 3

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Se puncteazi orice modalitate de rezolvare corecti a cerintelor, in limita punctajului maxim corespunziitor.
Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)
Lo a) 2 +mx-2=0, A=m® +8 2p
A >0, pentru orice numar real m, deci ecuatia f (x) =0 are doua solutii reale distincte 3p
b) A(-1-+/3.0). B(~1++/3.0). deci AB=2\3 2p
Cum V(—l, —3), obtinem VA=VB = 2\/5 , deci triunghiul VAB este echilateral 3p
c) f(x) =x;,cu A =A+4x;, i=12; x +xy, =-m, xx, =-2, pentru orice numdr real m 2p
2

A+ =2(m=1)° +14>0, AA, =m?(m=-2)" +4(3m? ~8m+8)>0, de unde obtinem
A >0 si A, >0, deci ecuatiile f (x) =X, i= 1,_2, au cate doua solutii reale distincte si, cum | 3p

X| # Xx,, obtinem ca multimea f -l ({xl,xZ}) are 4 elemente, pentru orice numar real m

2. | a) Segmentele AB si MN au acelasi mijloc, de unde obtinem ca patrulaterul ANBM este 5
paralelogram, deci BN || AM P
Segmentele AC si MP au acelasi mijloc, de unde obtinem ca patrulaterul AMCP este 3
paralelogram, deci CP || AM , de unde obtinem BN || CP P
b) AMTN ~ AMCP , de unde obtinem N _MN 2p

CP MP
AMBN ~ AMQP , de unde obtinem ﬂ=w, deci @=ﬂ si, cum BN =CP =AM ,
QP MP CP QP 3p
obtinem AM? = PQ-NT
¢) XCBM =<MBD si DE| BC, deci BD=MD, de unde obtinem cd ANBM este
dreptunghi si, cum QF este mediana corespunzdtoare ipotenuzei in triunghiul dreptunghic 3
p
. MP
MPQ , obtinem EQ =T
EQ =w si, cum BCPN este paralelogram si NM = AB, obtinem EQ =#, 5
p
adica 2EQ = BC - AB
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
L. |a) x#l=x+ |x| —|x| —1+1=x, pentru orice numar real x 2p
lxx= x+|x| —1—|x| +1=x, pentru orice numar real x, deci e=1 este elementul neutru al 3
p
legii de compozitie ,, *”
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1| 1 1
b) x,yE[O,l]:> X——|=—si |y ——|=—, de unde obtinem (x—lj(y —lj sl, pentru orice
2| 2 2 2 2) 4 3p
X, yE[O,l]
1 1) 1 . .
0=2{x-— || y——= |+—==1,deunde obtinem O0<2xy—x-y+1=<1, deci x*yE[O,l], pentru
2 2) 2 2p
orice x, yE[O,l}
c¢) Pentru (a,b)EA , existd  xg E[b, +00) cu xp>1 si, cum a*x;=a, obtinem
2p
(xo —1)(a+|a| —1) =0, deci a +|a| -1=0, de unde rezultd a=—
1 X - |x| +1 1 . L .
E* X= 5 = T = 5 = xE[O,+00) , deci, pentru (a,b)EA , valoarea minima a lui b este
1 3
0, de unde obtinem ca valoarea minima a lui a +b este egald cu 5
2. 4x
a) f'(x)= — T xER 2p
Vax© +1
f'(x)=- 4 <0, pentru orice xER, de unde obtinem ca functia f este
(4 +1)Vax? 41 3p
concava
b) n—(f’(ij+f'[lj+f'[ij+ ( D i pentru orice n€N”
n? n? n? N ak? +nt
3p
2n(n+1) L 4k 2n(n+1) . .
=3 , pentru orice n€N
\/4112+n4 k=1 \/4k2+n \/4+n
. 2n(n+1) i 2n(n+1) _ 2. de unde obj i [z”: } 5 s
im = lim e unde obtinem lim p
n—>+oo\/4n2+n4 n—+0 \/4+I’l n—+0 14[4k2+n
NG v L2 2
x—f(x 1y 1 )¢ 2
c) I#d)ﬁ j[——zj 4x2+1a’x=[——2j 4x% +1 + I 2
2 2\ 2% 2x 2 2wt +l p
3 3 3 3
NN Np)
=-§+§-2j[1)- L =2 om|d i _2 2
4 8 o \x 1 x )2 8 3p
d 4+ — =
3 X 3
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
Itemul de completare elaborat:
- mentionarea competentei specifice evaluate 1p
- mentionarea activitdtii de Invatare in cadrul céreia itemul poate fi utilizat 1p
- precizarea unui avantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- precizarea unui dezavantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- respectarea formatului itemului 1p
- respectarea corectitudinii stiintifice, inclusiv a raspunsului asteptat 1p
Proba scrisd la matematica Varianta 3

Barem de evaluare si de notare

Pagina 2 din 3



Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Itemul cu raspuns scurt elaborat:
- mentionarea competentei specifice evaluate 1p
- mentionarea activitdtii de Invatare in cadrul céreia itemul poate fi utilizat 1p
- precizarea unui avantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- precizarea unui dezavantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- respectarea formatului itemului 1p
- respectarea corectitudinii stiintifice, inclusiv a raspunsului asteptat 1p
Itemul de tip alegere multipla elaborat:
- mentionarea competentei specifice evaluate 1p
- mentionarea activitatii de Invatare 1n cadrul careia itemul poate fi utilizat 1p
- precizarea unui avantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- precizarea unui dezavantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- respectarea formatului itemului 1p
- respectarea corectitudinii stiintifice, inclusiv a raspunsului asteptat 1p
Itemul de tip intrebare structuratd elaborat:
- mentionarea competentei/competentelor specifice evaluate 1p
- mentionarea activitdtii de Invatare in cadrul céreia itemul poate fi utilizat 1p
- precizarea unui avantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- precizarea unui dezavantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- respectarea formatului itemului 1p
- respectarea corectitudinii stiintifice, inclusiv a raspunsului asteptat 1p
Itemul de tip rezolvare de probleme elaborat
- mentionarea competentei specifice evaluate 1p
- mentionarea activitatii de Invatare 1n cadrul careia itemul poate fi utilizat 1p
- precizarea unui avantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- precizarea unui dezavantaj al utilizarii acestui tip de item 1p
- respectarea formatului itemului 1p
- respectarea corectitudinii stiintifice, inclusiv a raspunsului asteptat 1p
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