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Problema 1. Fie (an)n≥0 o progresie aritmetică de raţie r.

a) Demonstraţi că şirul (bn)n≥0 definit prin bn = 2an + 3 pentru orice n ≥ 0, este tot o progresie

aritmetică.

b) Presupunem r 6= 0. Fie P (X) un polinom cu coeficienţi reali astfel ı̂ncât (P (an))n≥0 este progresie

aritmetică. Arătaţi că grad(P ) ≤ 1.

c) Unei progresii aritmetice (an)n≥0 cu toţi termenii numere naturale ı̂i asociem mulţimea M =

{cos(an) + i sin(an)|n ∈ N}. Determinaţi toate progresiile (an)n≥0 pentru care (M, ·) este subgrup al

lui (C∗, ·).
d) Demonstraţi că, dacă toţi termenii progresiei (an)n≥0 sunt numere naturale şi nu conţin ı̂n scrierea

lor ı̂n baza 10 cifra 9, atunci r = 0.

Problema 2. Fie f, g : (0,+∞)→ R, f(x) = arctg(x) + 1
x

şi g(x) = f(x)− x. Fie (xn)n≥0 şirul de

numere reale definit astfel: x0 = 1 şi xn+1 = arctg(xn) + 1
xn

, pentru orice n ≥ 0.

a) Să se arate că g este strict descrescătoare şi că ecuaţia f(x) = x are o soluţie unică x ∈ (0,+∞).

b) Ştiind că f(2) < 1, 7 < f(1) arătaţi că x ∈ (1, 2).

c) Demonstraţi că pentru orice 1 < a < b avem |f(a)− f(b)| < 1
2
|a− b|.

d) Demonstraţi că şirurile (x2n)n≥0 şi (x2n+1)n≥0 sunt monotone şi arătaţi că x2n < x < x2n+1

pentru orice n ≥ 0. Studiaţi convergenţa şirului (xn)n≥0.

Problema 3. Fie t un număr real pozitiv. Pe laturile AB,AC,BC ale triunghiului ABC con-

siderăm punctele Ct, Bt respectiv At, astfel ca

ACt

CtB
=

BAt

AtC
=

CBt

BtA
= t.

a) Demonstraţi că, pentru t = 1, triunghiurile ABC şi A1B1C1 sunt asemenea.

b) Demonstraţi că pentru orice t triunghiurile ABC şi AtBtCt au acelaşi centru de greutate.

c) Pentru t = 3, calculaţi raportul ariilor triunghiurilor ABC şi A3B3C3.

d) Să presupunem t = 2. Desenăm figura, apoi ştergem triunghiul ABC, dar lăsăm triunghiul

A2B2C2. Indicaţi o modalitate de reconstruire a triunghiului ABC.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.


