Clasa a VIII -a

VIII 1. Aflati cea mai mica valoare a expresiei E(z,y,z) = « + 2y + 3z
atunci cand numerele intregi x, y, z verifica relatia:

203z — 1)+ y(y — 4z) + 42(z —z) = 1.
Dorel I. Duca
Solutie
Egalitatea din enunt poate fi scrisd sub forma:

(x—1)2+ 22 —y)* + (z —22)? = 2.

........................................................................... 2p
Deoarece z,y, z intregi, doua dintre patrate sunt 1, iar celalalt 0. ...... 1p
Daci (z —1)? =0 atunci z = 1 i (y — 2)? = (22 — 1)2 =1, deci y € {1,3}

S 2 € {0, L 1p

Daci (z — 1)2 = 1, atunci z € {0,2}. = = 0 implicad y? + 422 = 1, deci
z = 0,y = £1, iar z = 2 implicd (4 — y)? +4(1 — 2)?> = 1, deci z = 1 si
(y —4)? = 1. Agadar
(

z,y,2) € {(1,1,0),(1,1,1),(1,3,0),(1,3,1),(0,1,0), (0, -1.,0), (2,5,1), (2,3, 1)}

........................................................................... 2p
De aici deducem ci cea mai micd valoare a expresiei E(z,y, z) este —2 si se
atinge pentru (z,y,2) = (0, —=1,0). oot 1p

VIII 2. a) Fie a,b,a, 8 € (0,00). Demonstrati c&

(oa + 55)(% + %) > (a+B)°.

b) Demonstrati ca pentru orice numere negative x,y, z are loc inegalitatea:

1 + 1 n 1 1/ x Y n z
T+2 y+2z z4+2x 3 \yz 2z ay)’
Camelia Maria Chindris

Solutie

S Q
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b) Fie x = —a,y = —b,z = —¢, cu a,b,¢c > 0. Inegalitatea de demonstrat

devine
(v N e b e
a+2b b+2¢c c+2a) 3\bc ca ab

sau, prin inmultire cu —1:

1,1t 1 _lfa b, c
a+2b b+2c c+2a " 3\bc ca ab)’

........................................................................... 1p
Deoarece numerel a, b, ¢ sunt pozitive,
1 . 1 . 1 < 1/a . b L c N
a+2b b+2c c+2a 3\bc ca ab
1 1 1 1 a*+b* 42
+ + <5
a+2b b+2¢c c+2a " 3 abe
; LS S <&+ﬁ+§
abc .
a+2b b+2c c+2a) " 3
........................................................................... 1p
Ne propunem si demonstram aceasta din urma inegalitate.
1/1 2
Din inegalitatea de la a) rezulta ca PR TARE (a + b>’ deci
abc 1
< —(be + 2ac).
ot = glhet2ac)
1p

Scriind si celelalte doua inegalitati analoage si apoi adunand, obtinem
1 1 1 ab+ bc+ ca
b < .
“C(a+2b+b+2c+c+aa)— 3

Inegalitatea pe care ne-am propus s-o demonstram rezulta acum folosind

inegalitatea cunoscuts ab + be + ca < a? + b% + 2

Observatie. Deoarece coeficientii lui a si b din a + 2b sunt numere naturale,

1 2
inegalitatea (a + 2b) - | — + b> > 9 poate fi demonstrata folosind inegalitatea
a

dintre media aritmetica si media armonica astfel:
a+2b a+b+d 3 3
= > - 1 2 .

3 3 L1
+5+ +2
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VIII 3. Piramida patrulatera VABCD are proprietatea ca planele (VAB)
si (VCD) sunt perpendiculare pe planul (ABC).

a) Demonstrati ca dreptele AB gi DC sunt concurente.

b) Fie S punctul de intersectie a dreptelor AB si DC. Demonstrati ca
VS 1 (ABC).

¢) Descrieti modalitatea prin care se obtine o piramida patrulaterda cu doua
fete opuse perpendiculare pe planul bazei.

Maria Mihet si Dorel Mihet
Solutie
v

Folosim o teoreméa de perpendicularitate cunoscuta: daca doua plane con-
curente sunt perpendiculare pe un al al treilea plan, atunci dreapta lor de
intersectie este perpendiculara pe acel plan. ............... ... i 1p

a) Fiind coplanare, dreptele AB si C'D sunt concurente sau paralele. .. 1p

Dacd AB || CD atunci dreapta de intersectie a planelor (VAB) si (VCD)
este paraleld cu planul (ABC') (teorema acoperisului), deci nu este perpendicu-
lara pe planul (ABC), in contradictie cu teorema enuntati. Asadar AB si CD

SUNE CONCUTENEE. . .ttt e e e e e e e 2p
b) Observam ca dreapta VS este dreapta comuna a planelor (VAB) si
(VCD), deci VS L (ABC) ..ot e 2p

¢) Din subpunctul b) rezulta c& o piramidd patrulaterd cu doua fete opuse
perpendiculare pe planul bazei se obtine detagand dintr-o piramida triunghiulara
cu o muchie lateralda perpendiculara pe planul bazei o piramida triunghiulara
care are una dintre muchii muchia perpendiculara pe baz& (vezi figura). ...1p

VIII 4. O multime M de 31 de numere naturale contine numarul 226, iar
cel mai mare element al sau este 2023. Se mai stie ca suma oricaror 16 elemente
ale multimii este mai mare decat suma celorlalte elemente ramase.

Aflati celelalte elemente ale multimii M.

Vasile Serdean

Solutie
Fie 1 < 29 < ... < 231 = 2023 cele 31 de elemente ale multimii.
Din ipoteza x1 + x2 + ... + T16 > 17 + 18 + ... + 31, deci

x| > (1‘31 — 3316) + (I30 — 3315) + ...+ (l‘17 — l‘g).
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........................................................................... 1p
Fiecare paranteza din membrul drept reprezinta un numar natural mai mare

sau egal cu 15, deci x7 > 152 = 225 si cum 226 € M, deducem c& z; = 226. 2p
Rezulta ca

226 > (.1331 - xlﬁ) + (x30 — 1‘15) + ...+ (l‘17 — 1,‘2) > 225
deci (z31 — x16) + (x30 — T15) + ... + (T17 — x2) = 225, ceea ce implica
31 — L16 = T30 — L15 = ... = T17 — T2 = 15.
Prin urmare x16 = 2023 — 15 = 2008.
Numarul zi7 este cel putin 2009 si nu se poate ca z17 > 2009 pentru ca
atunci x3; > 2009 + 14 = 2023. Deci z17 = 2009.

La fel deducem ca z15 = 2010, ..., 230 = 2022 si apoi xo = x17 — 15 = 1994,
23 = 1995, ..., @15 = 2007, o 2p
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