Clasa a VII -a

VII 1. a) Aflati numerele naturale n pentru care v/n + v/n + 2023 este un
numar rational.
b) Demonstrati cid nu existd niciun numéar natural n astfel incit numéarul

Vi +v/n+ 2022 s3 fie rational.
Ovidiu Pop

Solutie

a) Se stie ci dacd a, b sunt numere rationale pozitive si v/a +v/b € Q, atunci
Vva € Qsi Vb e Q. Asadar dacd v/n + v/n + 2023 € Q atunci /n =r; € Q si
V42023 =19 € Q. o 1p

Dinn=r?sin€Nrezulta ry € N,silafel ro €EN..........ooooiiiiin, 1p
Scriind egalitatea r3 —r? = 2023 sub forma (ro—71)(ro+71) = 2023 deducem
ca numerele 7o — 71 §i 9 + r1 sunt divizori naturali ai lui 2023. ............ 1p

Cum divizorii lui 2023 = 7- 172 sunt 1, 7, 17, 119, 289 si 2023, avem doar
trei posibilitati: 7y —ro = 1,71 + 19 = 2023,71 — 79 = 7,71 + 12 = 289 sau

re—ro =177+ 70 = 119 1p
Obtinem astfel trei numere n pentru care v/n ++/n + 2023 € Q: 10122, 1482
S B8, e 1p

b) Rationand ca la a) deducem ca daci n este un numar natural astfel incét
Vi + v/n+2022 € Q atunci 2022 = (r; — r2)(r1 + r2) pentru anumite numere
naturale r, 5. Aceasta egalitate este insd imposibila, deoarece 1 —rg si 1 + 79
au aceeagi paritate, deci (11 — r2)(r1 + r2) este multiplu de 4, iar 2022 nu este
multiplu de 4. ... 2p

VII 2. Pe ipotenuza BC a triunghiului dreptunghic ABC se considera
punctul P astfel incit PC' = AB. Demonstrati ca mediana din A, bisectoarea
unghiului B si inaltimea din P ale triunghiului ABP sunt concurente.

Olimpiada Tugoslavia

Solutie
4

B P c

& & Ly *

Bisectoarea unghiului B intersecteaza mediana AM a triunghiului ABP in

punctul S.
Ni se cere sd aratam cd PS 1 AB sau, echivalent, cd PS || AC.......... 2p
Din t bisect iin tri hiul ABM Ita SM _ BM 2
in teorema bi rei in triunghi rez —_— = ...
eorema bisectoare ung uSM ]V[ePu a7 1B P
Insit BM = MP gi AB=PC,deci —— = ——. ...................... 1
nsi si , deci == PO P



Din reciproca teoremei lui Thales in triunghiul AMC deducem c& PS || AC
si astfel problema este rezolvata. ........... ... 2p

Solutie alternativa

Solutia este asemanatoare: aratdm ca punctul de intersectie dintre mediana
din A gi inaltimea din P ale triunghiului ABP se afld pe bisectoarea din B.

Fie M mijlocul laturii BP si S punctul de intersectie dintre AM si perpen-
diculara din P pe AB.

Pentru a demonstra ci [BS este bisectoarea unghiului B este suficient sa

. _MS BM
demonstram cd —— = TG e 2p
Dreptele PSS si AC sunt paralele, fiind perpendiculare pe AB. Din teorema
lui Thal 1ta ca MP M5 2
i Thales rezulta & —— = ——. ...
' o Pe 54 MS BM i
Cum MP = BM si PC' = AB, are loc egalitatea SA T AR 1p

AB
Din reciproca teoremei bisectoarei in triunghiul ABM deducem ca [BS este
bisectoarea unghiului ABM si astfel am demonstrat ca cele trei linii importante
ale triunghiului ABP sunt concurente in punctul S'........................ 2p

VII 3. Se da multimea A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

a) Cate submultimi ale multimii A au cel mai mare element egal cu 57

b) Pentru fiecare submultime nevidd M a lui A consideram numarul x,; care
este suma dintre cel mai mare gi cel mai mic element al multimii M. Demonstrati
ca media aritmetica a acestor numere este egala cu 11.

Solutie

a) Stim cd o multime cu n elemente are 2" submultimi. Submultimile lui
A care au pe 5 ca cel mai mare element se obtin dintr-o submutime arbitrara
a multimii {1,2,3,4}, la care se adauga elementul 5. Numarul lor este agadar
egal cu numarul submultimilor multimii {1,2,3,4}, adicd 2%................ 2p

b) Multimea M are 2! — 1 = 1023 submultimi nevide.

Cu un rationament similar celui de la a) deducem c& un numar k € A este cel
mai mare in 2! dintre aceste submutimi, deci suma celor mai mari elemente
este 1.2042.2 +3.22+ ... 410-2°.

La fel, numarul 1 este cel mai mic in 2° submul{imi (numé&rul submultimilor
multimii {2,3, ..., 10}) si in general k € A este cel mai mic in 2'°~* submultimi,
deci suma elementelor minime este 1-2% +2-28 + ... +10-2% ............ 3p

Suma celor 1023 numere xz,; este agadar

(1-2042-2' +..4+9-28+10-2”) +(1-2°+2-2° + .. +9-2" +10-2%) =

(14+10)-2°4+(24+9)- 2 + ...+ (104+1) -2 = 11(2° + 2" + ... +2%) = 11 (2'0— 1),

1-(20-1)

iar media lor aritmetica este 510 — 1



Observatie. Daca A este multimea primelor n numere naturale nenule, atunci
media aritmetica a numerelor x; este n + 1.

VII 4. Pe laturile AB si BC ale patratului ABCD se considera punctele
E si F astfel incat BE = BF. Notam cu N piciorul perpendicularei din B pe
CE. Demonstrati ca DN 1L NF.

Revista Tangenta

Solutie
D c
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Observam ca /DCN = /NEB = /NBF.

Daca concluzia este adevarata atunci ZBNF = ZCND (au acelasi comple-
ment, ZCNF), deci triunghiurile CN D gi BN F sunt asemenea. Reciproc, daci
ACND ~ ABNF, atunci ZCND = /BN F gi atunci ZDNF = ZCNB = 90°.

Va fi deci suficient s& demonstram ca ACND ~ ABNF. .................. 2p

Pentru a demonstra asemanarea acestor triunghiuri folosim crieriul de asemanare

LUL. Deoarece unghiurile DCN si NBF sunt egale, raméane sa aratam ca
N BN
g—c = 5B sau cd (tindnd seama de egalititile BC' = CD gi BE = BF)

CN BN
BC  BE’
Aceasta proportionalitate rezulta insa din asemanarea ABNFE ~ ACNB,
si astfel problema este rezolvata



