Clasaa V -a
V 1. Aflati numerele naturale p si ¢ din egalitatea:
5P +3=2(57-5").

Ovidiu Pop si Dorel Mihet

Solutie
Deoarece 5+ 3 = 2(5 — 1), numerele p = 1, = 1,r = 0 verifica egalitatea
din enunt. ..o 1p

Aratam ca acestea sunt singurele numere care verifica aceasta egalitate.
Observam c& r trebuie si fie 0, pentru ca altfel 2(57 — 5”) s-ar termina in 0,
pe cand 5P 4+ 3 se termina In 8. .. ... .. 2p
Inlocuind pe 7 cu 0 egalitatea devine 57 + 3 = 2(57—1) adica 57 +5 = 2-59.
Deoarece 57 + 5 nu este multiplu de 25, nu se poate ca ¢ > 2. Cum nici
q=0nueste bun, n modnecesar g =1 ..... ... i, 3p
Rezulta ca 5P +5 = 10, de unde obtinemi p=1. ....................... 1p

Solutie alternativa

Ca in prima solutie se aratd cd r =0, deci 5 +3 =2(59 —1). ......... 2p

Daca numarul ¢ ar fi mai mare sau egal cu 2 atunci ultimele doua cifre ale
numarului 2(57—1) ar fi 48 si nu ar coincide cu ultimele dou cifre ale numarului
P B 3p

Deducem astfel ca numarul q este neaparat 1 siapoicagip=1........ 2p

V 2. Construim un gir de numere in felul urmator: primul termen este 8, al
doilea este 9, iar incepand cu al treilea fiecare termen este ultima cifrd a sumei
precedentilor doi (al treilea termen este 7, al patrulea este 6, g.a m.d.).

a) Aflati suma primilor 100 de termeni ai girului.

b) Care este cel mai mic numar natural n cu proprietatea cd suma primilor
n termeni ai girului este mai mare decat 20237

Folclor
Solutie
a) Scriem termenii girului pana intdlnim din nou succesiunea 8,9, pentru ca
de acolo ei incep sa se repete: 8,9,7,6,3,9,2,1,3,4,7,1,8/ 9, ................ 1p

Constatam astfel ca termenii sirului se repeta din 12 in 12.

Grupand primii 100 de termenii cate 12 incepand cu primul termen, obtinem
8 grupe intregi gi incd 4 numere (primele 4 din gir).

Suma numerelor dintr-o grupa este 84+9+7+6+3+9+2+1+3+4+7+1 = 60,
deci suma primilor 100 de termeni este 8- 60 +30 =510.................... 2p

b) Deoarece 2023 = 60-33+ 43, pentru a obtine o suma mai mare decat 2023
trebuie sa adunam numerele din primele 33 de grupe si inca cateva din primele
numere din gir, care au suma mai mare decat 43.



Trebuie agadar sa adunam primele 33 - 12 numere, la care sa adaugam nu-
merele 8,9,7,6,3,9,2, deci in total 33-12 + 7 =403 numere. .............. 4p

V 3. Pe o listd sunt scrise 80 de numere diferite de cate 4 cifre. Aratati ca
cel putin unul dintre ele nu este nici patrat perfect, nici cub perfect.

Maria Mihet

Solutie
Aflam care este numarul de patrate si cuburi perfecte de 4 cifre.
Cel mai mare patrat perfect de 4 cifre este 992 = 9801, iar cel mai mic este

1024 = 322, deci patratele de 4 cifre sunt in numir de 99-32+1=68......... 2p
La fel, deoarece cel mai mic cub perfect de 4 cifre este 1000, iar cel mai mare
este 213 = 9261, numsirul cuburilor perfecte de 4 cifre este 12. ............. 2p

Am obtinut astfel 80 de numere, nsa nu toate sunt diferite pentru ca de
exemplu numarul 2'2 = 4. 1024 = 4096 este si patrat perfect si cub perfect:
212 = (26)2 = (2%)3. Asadar numirul total de patrate si cuburi perfecte de 4
cifre este mai mic de 80 (de fapt, 4098 este singurul patrat si cub perfect de 4

cifre, deci numarul de patrate gi cuburi perfecte de 4 cifre este 79) ........ 2p
Deoarece lista contine 80 de numere diferite, cel putin un numar din lista nu
este nici patrat perfect, nici cub perfect. ........... ... ...l 1p

V 4. Notam cu p produsul cifrelor si cu s suma cifrelor numarului natural
n. Spunem ca n este un numar clu daca p-s = 112.

a) Cate numere clu au suma cifrelor egala cu 287

b) Aflati cel mai mare numar clu.

c¢) Aflati cel mai mic numar clu.

Dorel Mihet

Solutie

a) Un numdr clu cu suma cifrelor 28 are produsul cifrelor egal cu 4, deci are
sau o cifra egala cu 4 si 24 cifre de 1, sau doua cifre de 2 gi 24 cifre de 1.

In primul caz numerele au 25 de cifre, iar cifra 4 poate ocupa oricare pozitie,
deci sunt 25 de astfel de numere. ........ ... . i i 1p

In al doilea caz numerele au 26 de cifre. 25 dintre ele au primul 2 pe prima
pozitie (al doilea 2 poate fi situat pe oricare dintre urmatoarele 25 de pozitii),
24 au primul 2 pe a doua pozitie, s.a.m.d., unul are primul doi pe penultima
pozitie. Exista asadar 14 2 + ... +25 = 25 13 = 325 numere clu de acest tip,
deci numarul numerelor clu cu suma cifrelor 28 este 350.................... 1p

b), ¢) Vom cerceta cat de mari sunt numerele clu in functie de s.

Din egalitatea p - s = 112 rezulta ca s este un divizor al lui 112, deci este
unul dintre numerele 1,2,4,8,16,7, 14, 28,56, 112.

Singurul numar clu cu suma cifrelor 112 are 112 cifre de 1 (pentru ca p=1),
iar numerele cu s < 112 au mai putin de 112 cifre, deci sunt mai mici. Prin
urmare cel mai mare numar clu este M = &) ........................... 2p

112 de 1



Un numar clu cu s = 56 are produsul cifrelor 2, deci are o cifra egala cu 2 si
54 cifre de 1. La fel, daca s = 16 atunci p = 7, deci numerele clu cu s = 16 au
o cifra 7 si 9 cifre de 1 si stim ca numerele cu s = 28 au 25 sau 26 de cifre.. 1p

Daca s = 14 atunci p = 8, deci numerele au fie o cifra de 8 si 6 cifre de 1,
fie o cifra 2, o cifra 4 si 8 cifre de 1, fie trei cifre 2 si 8 cifre de 1. Cel mai mic
dintre ele este numarul de 7 cifre 1111118, ....... ... oo, 1p

Aratam cd un numar clu nu poate avea s < 14. intr—adevér, daca n este un
numar clu cu s < 14 gi s # 7 atunci 7 este o cifra a lui n i cum p > 16, n mai
are cel putin o cifrd mai mare decat 1 deci s ar trebui sa fie cel putin 742=9,
ceea ce nu se poate, iar s = 7 implica p = 16, ceea ce din nou nu se poate pentru
ca cifrele cu produsul 16 au suma cel putin 8.

Agadar cel mai mic numar clu este m = 1111118, ...... ... .. ... 1p

Solutie alternativd pentru b) si ¢)

b) Pentru a fi cel mai mare, un numar trebuie s& aiba cat mai multe cifre.
Vom arata mai intai cad un numar clu nu poate avea mai mult de 112 cifre.
Intr-adevir, observim ci un clu nu contine cifra 0 (pentru cd atunci p - s ar fi
0), deci fiecare cifra a sa este cel putin 1. Asadar un numar clu cu mai mult de
112 cifre are suma cifrelor mai mare decat 112 si atunci p-s > 112, ceea ce nu

S PO . o 1p
Cum numadrul 11...1 format din 112 cifre de 1 este un clu (pentru ca p-s =
1-112 = 112), deducem ci cel mai mare numar clu este M = 11..1. ..... 1p
——
112 de 1

¢) Un numar clu mai mic decat M are una sau mai multe cifre diferite de 1.
Deoarece 112 = 24 - 7, cifrele diferite de 1 pot fi 2,4,7 sau 8.

Cautam la Inceput numerele clu care au o singura cifra diferita de 1. Daca
aceasta cifra este a iar numarul cifrelor de 1 este x, atunci p = a, s = a+ x deci
a(a + x) = 112. Cel mai mic x se obtine cand a este cea mai mare cifra, deci
pentru a = 8 gi este 112 : 8 — 8 = 6. Asadar cel mai mic numaér clu cu o singura
cifra diferitd de 1 este 1111118, ... i e 1p

Daca doar doua cifre a,b ale unui numaéar clu sunt diferite de 1, atunci pro-
dusul cifrelor este ab iar suma cifrelor este a+b+x, unde = este numarul cifrelor
de 1. Niciuna dintre cifrele a,b nu poate fi 7 sau 8 pentru ca atunci a-b > 14
sia+b+x>9,decip-s>14-9 = 126 si din acelagi motiv nu se poate nici
ca cele doud cifre sa fie 4,4. Asadar cele doua cifre diferite de 1 pot fi doar 2,
2 sau 2, 4. Cel mai mic x se obtine in ultima situatie: din 2-4- (6 + z) = 112
rezulta x = 14 — 8 = 6, deci cel mai mic numar clu cu doua cifre diferite de 1
este numarul de 8 cifre 11111124, ... ..o e 1p

Pentru cd deja 2-2-4- (24 2+ 4) > 112, daca un numdr clu are trei cifre
diferite de 1 acestea sunt 2, 2, 2 (cel mai mic dintre ele este 111111222) si nu
exista numere clu cu mai mult de trei cifre diferite de 1.

Agadar cel mai mic numar clu este m = 1111118, ......... ... .. ... ..., 1p



