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Examenul national de bacalaureat 2023
Proba E. c)
Matematica M__tehnologic
Simulare

Filiera tehnologicd: profilul servicii, toate calificarile profesionale; profilul resurse, toate calificarile profesionale; profilul tehnic, toate

calificarile profesionale

o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

¢ Timpul de lucru efectiv este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Se considera numarul complex z =1+ 4, i’ =—1. Aratati ca 2t —2z=-2.
k—1, daca kest
5p | 2. Fie functia f:Z—7, data prin f(k:) =1 acrzm e Par Calculati
k® —3, daca k este impar

f(f(46)) —2022.

5p | 3. Rezolvati ecuatia In(4—z)=In4—Inw.

5p | 4. Un sofer are de efectuat o cursa pe o distanta de 250 de km cu o magina care consuma 8
litri de combustibil la 100 de km. Pretul unui litru de combustibil este de 7 lei. Aflati
cat l-a costat cursa in final, dacid firma i-a decontat 25% din contravaloarea
combustibilului consumat.

5p | 5. In sistemul cartezian de coordonate Oy se considera punctele A<3, 5) si B<5, 1).
Calculati distanta de la O la M, unde M este mijlocul segmentului [AB].

5p | 6. Aratati ca sin2x —cosx =0 stiind ca sinx = ;

SUBIECTUL al IlI-lea (30 de puncte)

o . 1 0 00 00| . .
1. Se considera matricele P = [_1 0 ], Q= [1 1], 0O, = [0 O] si, pentru orice n

numar natural, definim A,, = nP + (n+1)Q.

5p | a) Aratati ca det A, = 6.

5p | b)Aritati ci PQ=QP =0,, P’=P 5 Q> =Q.

. .. .. 5 . 3V +x
2. Pe multimea [0, oo) definim legea de compozitie ,,*” prin zxy = ———.
zy+3

5p | a) Aratati ca 123 =1.

5p | b) Rezolvati ecuatia 2% 0 = 3.

5p | c) Calculati ((((6 * 5) * 4) * 3) * 2) %1,
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(30 de puncte)

1. Se considera functia f: R— R, data prin f(a:) = (1 - a:)e”.

5p | a) Aratati ca f'(x) = —xe”, pentru orice = € R.

5p | b) Determinati punctul de extrem al functiei f.

5p | c) Aratati ca pentru orice k € (0, 1), ecuatia f (:13) = k are exact doua solutii reale.
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2. Pentru orice numar real a, definim functia f, : R—R prin f, (x) =z’ —az+a’.
3
5p | a) Aratati cé/ fo(z)dz = 9.
0
¢ 2e3 41
5p | b) Aratati cé/ (fo(z)-Inz)dz = —
1
2
5p | ¢) Determinati valoarea minim& pentru / falx)dz, a€R.
0
Simulare

Decembrie, 2022
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Examenul national de bacalaureat 2023
Proba E. c)
Matematica M__tehnologic
Solutii si barem de notare
Simulare

Filiera tehnologicd: profilul servicii, toate calificdrile profesionale; profilul resurse, toate calificdrile profesionale; profilul tehnic,

toate calificdrile profesionale
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.

eNu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.
e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la zece a punctajului total acordat pentru

lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. Calculam membrul stang (22 — 2z) :

=140 2" = (144) = 120407 = 14 26— 1= 20 ccoiierrreeeneessicensenns s 2p
22 =214+ 8) = 24 20 coooeeiee e 1p
28 —22= 20— (2420) =20 =220 = — 2o 2p
Solutie alternativd 1

2= 1402 21282 (21)7 = 62 S e 2p
=2t 224l = 1= 27 22 = 1 — 1= 27 — 22 = =2, 3p
Solutie alternativa 2

z=14+1=2z=1—1. Dar z si Z sunt solutiile ecuatiei z’ —(z—l—Z):v—i—zZ:O ....................... 2p
z+zZ=1+i+1-i=2dar 22=(1+i)(1—-1)=1" =" =1+1=2 e, 2p
Prin urmare, z verifici ecuatia #” — 2z +2 =10, deci 2% —22 = —2.cioiiiiieeeieeeeeeeeee, 1p
2. 46 fiind numar par, avem f(46>:46—1:>f(46>:45 ........................................................ 2p

Deoarece 45 = f (46) este numar impar, avem

£(45) = £(£(46)) = 45" —3 = f(£(46)) = 2025 — 3 = f (£ (46)) = 2022 e-oooorvrrrvvrrrrrrrriiirrerinns 2p
Finalizare: f(f(46))— 2022 = 2022 — 2022 = 0 .....cvvrrvrrmrmiennisnnrisnnsss s 1p

Solutie alternativa
f(k) -1, f(k) este par

Avem K ) ) = 3 0 e 1p
f<f( )> f2 (k:) -3, f(k:) este impar

f(k) este par pentru k impar gi f(k:) este impar pentru kK numar par..........ccoeeeeeeiiiiieiiiiineeeennn. 1p
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2 .
Cu acestea, avem f(f(k:)) _ P 4’2 NS AT e 1p
(k: — 1) — 3, k este par
Deci, f(f(4 )):(46—1) — 3 =457 =3 =2025—3=2022 e, 1p
Finalizare: f(f(46))— 2022 = 2022 — 2022 = 0 .....ovrrvvrrrrmirnnisnnrissnnsss s 1p

3. Impunem conditiile de existenta pentru cei doi logaritmi gi obtinem multimea admisibila a

solutiilor:
4—x>0 r<4
) ettt ettt aaae 1
{$>0 :>{ 0= €(0,4) p
Avem apoi
inj
ln(4—w>:1n4—1nw<:>ln<4—:c):lné<:>4—w:é<:> ............................................................ 2p
x x

S AT — B =4 BT AT A A =0 S oo 1p
<:>(m—2)2:0<:>m:2€<0,4> .................................................................................................... 1p

Observatia 1. Ecuatia poate fi rezolvata fara a impune conditiile de existenta pentru cei doi
logaritmi. In acest caz, prezumtivele solutii obtinute in urma rezolvarii ecuatiei date, trebuie
verificate obligatoriu in ecuatia initiala.
Observatia 2. Ecuatia In (4 — :1:) =In4 —Inx poate fi prelucrata si altfel. De exemplu:
inj
1n<4—m> =lnd—Inz & 1n<4—m) +Inzx=In4d < ln[m(él—ac)] =nd &

inj

sdz-—a'=dea’ dztd4=06(z-2) =0 z=2¢(0,4).

Observatia 3. Ecuatia 4—x = é, pentru x € (O, 4), se poate rescrie x4+ 4_ 4. Aplicand
T T

inegalitatea dintre mediile aritmetica si geometrica, avem

:):-I-—
,/x—@x—f— >2\f<:>x+ >4,

Deoarece avem egalitatea in inegalitatea mediilor, rezulta x= = i s’ =4 =2 deoarece
z €(0,4).

4. Pentru a parcurge cei 250 de km, magina consuma 20 de litri de combustibil......................... 1p
Cei 20 de litri de combustibil costa 207 =140 de lei......ccoiiiiiiiiiiiiiiiiii e 1p
Firma a decontat 12050 “140 =35 de L0 eiiiiniee e e 2p
In final, cursa l-a costat pe sofer 140 — 35 = 105 1€l ...ccvooviiieieieeeeeeeeeeeee e 1p
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5. Aflam intai coordonatele punctului M (utilizdnd formula pentru coordonatele mijlocului unui

segment) apoi aflam lungimea segmentului OM (utilizdnd formula distantei dintre douad puncte

in plan).
mMzméa:M:ﬂ#azM: ................................................................................... 1p
2 2
+ 541
yM:%in:%ij: ................................................................................... 1p
2 2
OM:\/(:BM—:BO) +<yM—yO) e PP PP SSPPPNt 1p
:>OM:\/(4—O)2+(3—0)2:>OM: A2 8% Do e 1p
S OM =16 4+9 = OM =1[25 = OM =5 ..oooooorooooooooeeeeeooeocceeeeeeeeeeeeee e 1p
6. sinw:%:>2sinw:1:>2sinm—1:0 ................................................................................. 1p
SIN 28 = 2 SIT1 @ COS T vttt ettt ettt ettt ettt e et et et et ettt ettt e it e e e et e et et e et e e e enee 1p
sin2m—cos:r:2sinmcosm—cosw:cosw<251nm—1> ................................................................. 2p
Cum 2sinxz —1 =0, rezulta ca avem cos:z:<281n:z:—1>: COST-0 =0 ettt 1p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
La) A, =nP+(n+1)Q = Ay =2P +3Q = .oivooirorieiieisiee 1p
10 00 2 0 00 20
Ay, =2 Ay = Ay = | e
R R R e A o
detA2:2 0:2.3_() L B 2p
13
1 0}{0 0 1-0+0-1 1-0+0-1 00
1.b) PQ= = = = Oy eeee e 1
) PQ [—1 O][l 1] [—1-0+0-1 —1-o+0-1] [0 o] 2 p
0 0)(1 0]_[0-14+0-(~1) 0-0+0-0] (0 0
P = = O e 1
QP=|, 1][—1 0] [1 1+1-(-1) 1.0+1-0] (0 0] 2 P
1 o)1 0] _(1-140-(=1) 1:040-0 10
P’=P-P= = = P o, 2
[—1 O][—l o] [ 1-140-(=1) —1-040-0] (-1 0 P
2 0 0)/0 O 0-0+0-1 0-040-1 00
= = = = S0 e 1
@ =QeQ [1 1][1 1] [1 0+1-1 1~0+1.1] [1 1] @ P
Lc) Ay Ay Ay Ayyy = (2P +3Q) (3P +4Q) (4P +5Q)...(2022P +2023Q) ....ovvvvvvvvn 1p
Produsele de forma P* QP k,pc {1, 2,3,..., 2020}, k 4+ p = 2021, sunt egale cu O,............... 1p

P’=pP=pPF= P, pentru orice k= 3,2021, Q° = Q = Q? = Q, pentru orice p = 3,2021...1p
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2023!

A2-A3-A4-...-A2022:(2-3-4-...-2022)P+(3-4-5-...-2O23)Q:2022!P+TQ: .......... 1p
(20220 0 . 0 ' 0 ' 2'022! 0 1 2022! 0 ' -
~1—20221 0 2023! 20;3. = 2023._2022! 2023 = 2021'2022! 20231 ceeeeereeein
3
2.a) 1248 = S s 2p
12-3+4+3
2l L e 2p
36+ 3
39
e =1 PO SRR 1
39 p
3" 27
2.b) 2°%0=3 & B S e, 2p
2°-0+3
1+2 I T = PSPPSR 1p
0+3
S 14+2% =330 1427 =06 2% =0 1 2% = 8 timiieeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 1p
0 2 = 2 o B B e, 1p
1
2.0) Observam ca ax1= 3 +a _3+a =1, pentru orice aG[O, oo) .................................... 3p
a-1+3 3+«
Apoi, ((((6*5)*4)*3)*2)*1:((((6*5)*4)*3)*2)*1261*121 ............................................... 2p
SUBIECTUL al IIl-lea (30 de puncte)

1.a) Functia f este derivabila pe R deoarece este un produs de doua functii derivabile

(polinomiala i exponentiala).

f'(xz)= 1—m~em/:1—ml-em+1—w-emlz .................................................................. 2p
(z) =|(1-=]

=(1'—2')e" +(1—z)e" =(0—1)e" +(1—z)e” =—e” +(1—x)e” = . i 2p
(' =a)e” +(1-z)e” =(0-1)e” +(1-2] (1-=)

= (—1+1—x)e$ = —xze”, pentri orice T € R ...ooiiiiiiiiiii e 1p

1.b) Stim ca pentru functiile derivabile, punctele de extrem local se afla printre zerourile

derivatei. Reciproca nu este insa adevarata.

f'(:z:):()(:)—asew:()@):zzzo (e” >0, pentru orice T € R ).cooeeviiiiiiiiiiiiie e 1p
f’(:z:) > (0 pentru orice x € (—oo, 0) si f’(:z:) < 0 pentru orice x € (0, oo) .................................... 2p

Deoarece f este strict crescatoare pe intervalul (—oo, O] si strict descrescatoare pe intervalul
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[O, oo), rezultd ca punctul x, =0 este punct de maxim (chiar global)..........ccccoooiiiiiiniiinninnnn 2p

1. c) Vom construi tabelul de variatie asociat functiei f utilizdnd si informatiile obtinute la

punctele anterioare.

> /
00-0 00 —
lim f(:c) = lim (1—£C>em — lim =% — fim <1 33) = lim L _ =l g 1p
T— — 00 T— —00 T— — 00 efz U'Hz— -0 ( m)/ 1‘—)—00_67m —0
f<0>=1; limf(:c)zlim(l—:z:>em:—oo-oo=—oo .................................................................. 2p

T—r 00 T—r 00

Tabelul de variatie asociat functiei f este:

r | —&O
Fla)|+ + + + + + + + +

fe) g ——

Fie k € (0, 1), arbitrar.
lim f(z)=0

T— —00
f strict crescatoare pe (—oo, 0]
f(0)=1

f continua pe (—oo, 0]

2~ |o|o
/
8

= exista gi este unic o € (—oo, 0) astfel incat f (a) =k oo 1p

7(0)=1
f strict descrescatoare pe [0, oo)
lim f(a:) — = exista si este unic f € (0, oo) astfel incat f(ﬂ) =k 1p

T— 00

f continua pe [O, oo)
Concluzia: pentru orice k€ (0,1), ecuatia f(:z:):k: are exact doua solutii reale, una strict

negativa, cealalta strict pozitiva.

2. a) Avem
3 3 3

fo(x)dxz/(m2—0 x+02)dx=/ B2 AL = e 2p

0 0 0
3
3 3 3

—x) 3 0 O e ettt 3p

3, 3 3
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2. b) Avem
e e e 3\ /
/ (fO(x) lnx) dr = / xz. Inzdx = / <_> N A = e 2p
1 1 1
3 e .3 3 e
T e T e 1
-~ lnx _/_ (lnx)'dx————/ 2 QU e eeeeeeeee ettt 2p
3 ), 3 3 3/,
e
_el 1@t et et 1|_e e 1_2"+1 1p
3 3 3 ) 3 313 3 3 9 9 9

2 2 :L'3 2 2
fa(x)d;z;:/ ( 2—a,3;—|—a2)dx: ——a—+a2m ‘ o eeteeeeeceseteeteettettestettettettetrnnnnrnnrnnnnne 2p
0 0 3 2
:§—2a+2a2— .......................................................................................................................... 1p
4 1) 13 1) 13 _ 13
:2[a2—a+]:2[a—] +:2[a—] 4+ —2>=—, pentruorice a € R .......ccc....cceiiii. 2p
3 2 12 2 6 6

Concluzie: minimul este egal cu 16? obtinut pentru a = ;
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