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Varianta 1 Qz/ profu’ de mate
mr+y—z=1 \
1. Fie sistemul ¢ x4+y—2=2 |, unde m este un parametru real. Pentru cate valori m € Z sistemul are
—r+y+z=0
solutie unica (xg, Yo, 20), cu componentele numere intregi? (9 pct.)
a) 4; b) 3; ¢) 1; d) o infinitate; e) 2; ) 5.
2. Fie f: R — R, f(z) = 2> + 2. Si se calculeze f'(1). (9 pct.)
a) 4;b) 3;¢) 0;d) 2;e) 5; 1) 7.
3. Ecuatia 2271 = 8 are solutia: (9 pct.)
a)z=—-1;b)z=2¢c)z=1d) 2=0;e) x =3;f) x = —2.
4. Determinantul matricei A = (71) este: (9 pct.)
a) 3; b) 6; ¢) 1;d) 5;e) 4; ) 0.
5. Fie f: R =R, f(z) = fol |z — t|dt. Sa se calculeze I = f_21 f(x)dz. (9 pct.)
a)IZ%;b)I:%;C)I:%;d)I:%;e)I:%;f)I:%.
6. Fie (an)n>1 0 progresie aritmetica astfel ca az = 3 §i az = 5. S& se calculeze a4. (9 pct.)
a) 8 b) 11; ¢) 9; d) 6; e) 7; f) 10.
7. Sa se afle valorile parametrului real m astfel incat ecuatia 241 = me™+ s4 aibd trei solutii reale distincte.
(9 pct.)
a) m > 2e; b) m € (1,e); ¢) m € (1,e2); d) m € (e, 2¢); e) m < 2¢; f) m € (0,1).
8. S& se rezolve ecuatia v + 142 =5. (9 pct.)
a)z=0;b)x=5;c)z=—-1;d)z=4e)x=7;1) z=3.
9. Multimea solutiilor reale ale ecuatiei % — 11z + 18 = 0 este: (9 pct.)
a) {1,4}; b) {3,6}; ¢) {2,9}; d) {1,3}; ) {0,1}; f) {2,7}.
10. Fie f: N* = R, f(n) = n + [2222], unde prin [z] notdm partea intreagd a numarului real z. Pentru cite

n

valori n € N*, functia f igi atinge cea mai mica valoare? (9 pct.)
a) 6; b) 2;¢) 4;d) 1;e) 3; f) 5.

1
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mr+y—z=1

1. Fiesistemul ¢ z+y—2=2

, unde m este un parametru real. Pentru cate valori m € Z sistemul are

—r+y+z=0
solutie unica (xg, Yo, 20), cu componentele numere intregi? (7 pct.)
a) 4; b) 3; ¢) 1; d) o infinitate; €) 2; f) 5

Solutie. Determinantul matricei coeficientilor este ( T

=

-1
) —11). Scazand linia a doua din linia intai si
dezvoltand apoi dupa linia intai, obtinem

m 1 —1 m100
A:‘11—1’f 1_1)7 m—1) 171|7 2=2-(m—1).
1101 )

Sistemul este compatibil determinat daca si numai daca determinantul este nenul, deci pentru m # 1.
Aplicand regula lui Cramer, obtinem:

go=Bs — 1 |31 =2 _ -1
0= A T 2m—D |57 1| 20m-1) ~ m-1°
_Ay 1 ml—1 o0

yO—T_z(mq)‘_llg]l _2(m*1)_1’
_ A, 1 m 11 . —2m _ —-m
0= "A _2(m—1)’_11%(2) 3(m—1) — m—1

Deci xg = m‘—_ll,yo =1€ Z,z = ;7. Pentru a avea z,z9 € Z este necesar si suficient sd avem doar
1

xo € Z, deoarece zgp = wo — 1. Remintim c&, din ipoteza, avem m € Z. Atunci o = . —7 este numar
intreg doar dacd (m —1)|(—=1), decim —1 € {-1,1} & m € {0, 2}. Deci existd doud valori m care produc
solutii cu componente intregi.

. Fie f: R = R, f(z) = 2® + 2%. Si se calculeze f’(1). (7 pct.)
a) 4;b) 3;¢) 0;d) 2;e) 5; 1) 7.

Solutie. Prin derivare termen cu termen a sumei f, obtinem f’(z) = 322 + 2x, deci f/(1) =3 +2 = 5.

©
3. Ecuatia 22?1 = 8 are solutia: (7 pct.)
a)zr=—-1;b)a=2c)z=1d)z=0;e) z=3;1) z = 2.

Ecuatia se rescrie 22*t! = 23, Logaritmand in baza 2, obtinem egalitatea exponentilor,

©

1) este: (7 pct.)

Solutie.

2z 4+ 1 = 3, de unde rezulta x = 1.
4. Determinantul matricei A = (?

a) 3;b) 6;¢) 1;d) 5;e) 4; 1) 0.
|=2-2-1-1=4-1=3.

Solutie. Folosind formula | ab | = ad — be, obtinem |73 @

5. Fie f:R =R, f(x fo |z — t|dt. Sa se calculeze I = f f(x)dz. (7 pct.)
a)I:%;b)I:g;C)I:%;d)fzi;e)fzé;f)fz?
Solutie. Examindnd domeniul de integrare al primei integrale i modulul |z — ¢|, distingem trei cazuri.
(i) Dacd « < 0, atunci  — ¢ < 0 pentru orice ¢ € [0, 1], deci pe acest interval avem |x — t| = ¢ — z, iar

_/01|x—t|dt—/01(t—x)dt— (i-m)

1

= - —z.
0
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x—t, tel0,x)

t—z, te[zl] » 8%

(ii) Dacd z € (0,1), atunci |z — ¢| = {

(iii) Daca « > 1, atunci  — t > 0 pentru orice t € [0, 1], deci pe acest interval avem |z — t| = z — ¢, iar

f(a:):/01|:c—t|dt:/01(a:—t)dt: (m-f)

Atunci I se descompune In suma de trei integrale, in acord cu descompunerea domeniului de integrare,
[—1,2] = [-1,0] U [0,1] U [1,2], deci avem

1
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_ (g_gi)‘:+ (7—7+5)\:+ (gi—g)fz[o-(—1)]+(§—0)+(1—0):§.@

. Fie (an)n>1 0 progresie aritmeticd astfel ca azs = 3 §i ag = 5. S& se calculeze a4. (7 pct.)

a) 8; b) 11; ¢) 9; d) 6; ¢) 7; f) 10.

Solutie. Conditia de progresie aritmetica implica 2 - a3 = ag + a4, deci 10 =34+ a4 = a3 =7. (o
Altfel. Ratia r a progresiei este r = a3 —ay =5—3=2. Atunciag =as+r=5+2=17.

. S se afle valorile parametrului real m astfel incat ecuatia 22 +1 = me™+ s4 aibd trei solutii reale distincte.
(7 pct.)

a) m > 2e; b) m € (1,¢e); ¢) m € (1,e2); d) m € (e,2¢); e) m < 2¢; f) m € (0,1).

Solutie. Ecuatia se rescrie m = (22 4 1)e!/®. Tabelul de variatie al functiei f : R\{0} — R, f(z) =
(22 + 1)e'/* este urmatorul:

x —00 0 1 +00
flx) | 400 ¢ O4]+o00 ¢ 2 S 40
fllx) | —o0o — 0_]—c0 — 0 4+ +oc0

Din tabel si grafic se observa ca o dreapta y = m paralela cu axa Oz intersecteaza graficul in trei puncte
distincte daca si numai daca m are valoarea mai mare decat ordonata punctului de minim (1,2e), deci
dacai m >2e. ()
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S& se rezolve ecuatia v + 142 =5. (7 pct.)
a)z=0b)z=5c)z=-1;d)z=4e)x="T,f) z=3.

Solutie. Din conditia de existentd a radicalului obtinem conditia = + 1 > 0, deci z € [-1,00). Ecuatia
se rescrie 5 —z = v/x + 1, deci din pozitivitatea radicalului obtinem 5 — x > 0, deci « € (—o0,5]. Din cele
doud conditii, rezultd = € [—1,5]. Reordonadnd termenii ecuatiei si ridicAnd la patrat, obtinem

Vetl+r=5aVatl=5-rert+tl=>0-2 s’ -1lz+24=0%2c {3,8}.

Observam ca ¢ = 8 ¢ [—1, 5], deci aceasta radacind nu convine. Dar 3 € [—1, 5] satisface ecuatia data,
deci x = 3 este singura solutie a acesteia.  (¥)
Altfel. Din conditia de existenta a radicalului obtinem conditia z + 1 > 0, deci € [—1, 00). Reordonand
termenii ecuatiei si ridicand la patrat, obtinem

Vetl+r=5eVe+tl=5-zca+l=056-2) 2’ -1lz+24=0szc {3,8}.

Ambele radacini satisfac conditia {3,8} C [—1,00). Se poate constata prin inlocuire ca radicina z = 8
nu satisface ecuatia data, deci nu convine. Radacina x = 3 satisface ecuatia data, deci © = 3 este singura
solutie a acesteia.

Multimea solutiilor reale ale ecuatiei 2% — 11z + 18 = 0 este: (7 pct.)
a) {1,4}; b) {3,6}; ) {2,9}; d) {1,3}; ¢) {0,1}; f) {2,7}.

Solutie. O ecuatie az? + br + ¢ = 0, unde a # 0, are doua riadAcini reale distincte xq o =
daci b? — dac > 0 si are o singurd radicing reald (dubld) z; = 29 = ;—f, daci b2 — 4ac = 0. In cazul
nostru, avem a = 1,b = —11,¢ = 18, deci b?> — 4ac = 25 > 0 si deci solutiile reale ale ecuatiei sunt
{wr, 2} = {H7} = {29}, ©

Fie f : N* = R, f(n) = n + [2%2], unde prin [z] notdm partea intreagd a numérului real z. Pentru cate

valori n € N*| functia f isi atinge cea mai mica valoare? (7 pct.)
a) 6; b) 2;¢) 4;d) 1;e) 3; 1) 5.

—b++v/b2—4ac
2a ’

Solutie. Se constata ugor ca n € N* C Z si proprietatile partii intregi
[n] =n,Yn€Zsim]+[n]=[m+n],Vm e Z,neR

justifica egalitatea f(n) = [n + 2222]. Dar functia f : (O~, o0) = R, f(z) = 4222 are un minim in punctul
Tw = V2022 ~ 44.9... € (44,45). Functia continud f este strict descresciitoare pe intervalul (0,x.,] si
strict crescitoare pe intervalul (z,,00). Atunci, folosind monotonia functiei parte intreaga, rezultd ca f
este descrescatoare pe {1,2,3,...,44} si crescitoare pe {45,46,47,...}. Comparam valorile minime ale

functiei f pe cele douad multimi, deci f(44) si f(45). Avem

f(44) = [44 + 2022] = 44 + [2022] = 44 + [45.9...] = 44 + 45 = 89,
f(45) = [45 + 2022] = 45 + [2022] = 45 4 [44.9...] = 45 + 44 = 89.

Se constata Insa ca avem:

£(43) = [90.02...] = 90 > f(44) = [89.9...] = 89,
f(45) = [89.9...] = 89,
£(46) = [89.9...] =89 < f£(47) =[90.02...] = 90,

deci, tinand cont de inegalitatile nestricte date de monotonie,

F) ... > f(42) > F(43) > F(44) = f(45) = F(46) < f(4T) < F(48) < ...

rezultd ci existd trei valori n € {44,45,46}, pentru care se atinge valoarea minima 89 a functiei f. (e
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Admitere * Universitatea Politehnica din Bucuresti 2022 .
Disciplina: Algebra si Elemente de Analiza Matematica ( te .]nfo .ro
Varianta 2 <o profu’ de inate

mr+y—z=1
1. Fie sistemul ¢ x4+y—2=2 |, unde m este un parametru real. Pentru cate valori m € Z sistemul are
—zrz4+y+2=0
solutie unica (xg, Yo, 20), cu componentele numere intregi? (9 pct.)

a) o infinitate; b) 5; ¢) 4; d) 1; e) 2; ) 3.
2. Sa se rezolve in R inecuatia 2z — 1 > z + 2. (9 pct.)
a)zel;b)xze(3,.5);c)ze(1,2);d) ze(3,1);e) xe(3,+00);f) ze(23).
3. Multimea solutiilor reale ale ecuatiei % — 11z + 18 = 0 este: (9 pct.)
a) {3,6}; b) {1,3}; ¢) {2,9}; d) {1,4}; ¢) {2,7}; £) {0,1}.
4. Ecuatia 22?1 = 8 are solutia: (9 pct.)
a)z=1;b)x=0;c)z=2;d)z=-1;e) z=3;f) z = 2.
5. Determinantul matricei A = (%1) este: (9 pct.)
a) 1; b) 6; ¢) 5;d) 0; e) 4; f) 3.
6. Sa se rezolve ecuatia vz + 1+ = 5. (9 pct.)
a)r=5b)rx=—-1c)r=0d) z=4e) xz=3f)x="T.
7. Fie (an)n>1 0 progresie aritmetica astfel ca as = 3 si ag = 5. S& se calculeze as. (9 pct.)
a) 7; b) 11; ¢) 9; d) 8; e) 10; f) 6.
8. Fie f: R = R, f(z) = 2® + 2. Si se calculeze f'(1). (9 pct.)
a) 3;b) 4;¢) 2;d) 0;e) 7; f) 5.
9. Sa se calculeze I = fol (32% + 2z)dz. (9 pct.)
a)I=2;b)I=0¢c)I=2d) [=1%e) [=3;f) [ =5
10. Fie f: N* = R, f(n) = n + [2222], unde prin [z] notdm partea intreagd a numarului real z. Pentru cite

n
valori n € N*, functia f isi atinge cea mai mica valoare? (9 pct.)

a) 2; b) 4; ¢) 6;d) 5;e) 3; f) 1.
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mr+y—z=1
. Fiesistemul ¢ z+y—2=2 , unde m este un parametru real. Pentru cate valori m € 7Z sistemul are
—r+y+z=0
solutie unica (xg, Yo, 20), cu componentele numere intregi? (7 pct.)
a) o infinitate; b) 5; ¢) 4;d) 1; e) 2; f) 3

Solutie. Determinantul matricei coeficientilor este ( T

=

-1
) —11). Scazand linia a doua din linia intai si
dezvoltand apoi dupa linia intai, obtinem

m 1 —1 m100
A:‘11—1’f 1_1)7 m—1) 171|7 2=2-(m—1).
1101 )

Sistemul este compatibil determinat daca si numai daca determinantul este nenul, deci pentru m # 1.
Aplicand regula lui Cramer, obtinem:

To = % = 2tm-1) )% i :1%‘ = 2(;31) = %’
Yo = % = 2(7n171) ‘i{z % :ﬁ‘ = 22(2:3) =1,
“0 = AAZ = 2(7n1—1) ’z%%‘ = 2(7712:n1) = et
Deci xg = m‘—_ll,yo =1€ Z,z = ;7. Pentru a avea z,z9 € Z este necesar si suficient sd avem doar

xo € Z, deoarece zg = xg — 1. Remintim ca, din ipotezd, avem m € Z. Atunci zg = m_—_ll este numar

intreg doar dacd (m —1)|(—=1), decim —1 € {-1,1} & m € {0, 2}. Deci existd doud valori m care produc
solutii cu componente intregi.

2. S se rezolve in R inecuatia 22 — 1 > x 4+ 2. (7 pct.)
yreib)ze(3,5);c)ze(,2);d) ze(5,1);e) z e (3,+00); f) z € (2,3).
Solutie. Inecuatia se poate rescrie 20 — 1>z +2 <z > 3, deci x € (3,00). (o)

3. Multimea solutiilor reale ale ecuatiei 2 — 11z + 18 = 0 este: (7 pct.)

a) {376}§ b) {1,3}; C) {279}3 d) {174}§ e) {277}3 f) {071}'

Solutie. O ecuatie ax? + bx + ¢ = 0, unde a # 0, are doua ridscini reale distincte =9 = = =bdybi-dac W7
daca b — 4ac > 0 si are o singurs radicing reald (dubld) z7 = 29 = 2@, daci b2 — dac = 0. In cazul
nostru, avem a = 1,b = —11,¢ = 18, deci b?> — 4ac = 25 > 0 si deci solutiile reale ale ecuatiei sunt

{z1,22} = {57} = {2,9}. @
4. Ecuatia 22?1 = 8 are solutia: (7 pct.)
a)z=Lb)ax=0c)z=2,d)z=-1;¢e) x=3;f) x =-2.

Solutie. Ecuatia se rescrie 22**! = 23, Logaritmand in baza 2, obtinem egalitatea exponentilor,
2z +1 =3, de unde rezulta x = 1. (¢

5. Determinantul matricei A = (%1) este: (7 pct.)

a) 1; b) 6;¢) 5;d) 0;e) 4; f) 3

Solutie. Folosind formula | a (lﬂ =ad —bc, obtinem |23 =2-2—-1-1=4-1=3. (®
6. Sa se rezolve ecuatia vz + 1+ 2 = 5. (7 pct.)

a)z=5b)ax=-1c)z=0d xz=4e) xz=3;f) x=T.

1Subicctc date la Admiterea UPB/Sesiunea iulie 2022 la facultatile: ETTI, AC, FILS.
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Solutie. Din conditia de existentd a radicalului obtinem conditia = + 1 > 0, deci = € [-1,00). Ecuatia
se rescrie 5 —x = v/ + 1, deci din pozitivitatea radicalului obtinem 5 — z > 0, deci « € (—o0, 5]. Din cele
doua conditii, rezultd « € [—1,5]. Reordonand termenii ecuatiei si ridicAnd la patrat, obtinem

Vetlt+r=5aVetl=5-zca+l=06-2)2c2?-1lz+24=0szc {38}

Observam ca © = 8 ¢ [—1, 5], deci aceasta radacind nu convine. Dar 3 € [—1, 5] satisface ecuatia data,
deci x = 3 este singura solutie a acesteia. ()
Altfel. Din conditia de existenta a radicalului obtinem conditia « + 1 > 0, deci « € [—1, 00). Reordonand
termenii ecuatiei si ridicand la patrat, obtinem

Vetl+r=5aVatl=5-arsert+tl=>06-2 cr’-1lz+24=0<2c {3,8}.

Ambele ridacini satisfac conditia {3,8} C [—1,00). Se poate constata prin inlocuire ci radicina x = 8
nu satisface ecuatia data, deci nu convine. Radacina x = 3 satisface ecuatia data, deci z = 3 este singura
solutie a acesteia.

Fie (an)n>1 0 progresie aritmetica astfel ca as = 3 si az = 5. S& se calculeze as. (7 pct.)

a) 7; b) 11; ¢) 9; d) 8; e) 10; f) 6.

Solutie. Conditia de progresie aritmetic implica 2 - a3 = as + a4, deci 10 =3 +ay = as =7. (o
Altfel. Ratia r a progresiei este r = a3 —ag =5—3=2. Atunciag =as+r=5+2=17.

Fie f: R = R, f(z) = 2® + 2. Sa se calculeze f'(1). (7 pct.)

a) 3;b) 4;¢) 2;d) 0;e) 7; f) 5.

Solutie. Prin derivare termen cu termen a sumei f, obtinem f’(z) = 322 + 2x, deci f/(1) =3 +2 = 5.

®
Sa se calculeze I = fol (3z% + 2x)dz. (7 pct.)
a)I=2;b)I=0¢c) [=2d) [=2%;e) [=3;f) [ =5
Solutie. Integrand termen cu termen, obtinem I = f01(3z2 +2r)dr = (®+2H)f=1+1=2. (©
Fie f :N* = R, f(n) =n+ [%], unde prin [z] notadm partea intreagd a numarului real z. Pentru céte
valori n € N*, functia f isi atinge cea mai mica valoare? (7 pct.)
a) 2; b) 4; ¢) 6;d) 5;e) 3; 1) 1.
Solutie. Se constata ugor ca n € N* C Z si proprietatile partii intregi

[ =n,YneZsml+n=[m+n],YmeZnelR
justifica egalitatea f(n) = [n + 2222]. Dar functia f:(0,00) > R, f(z) = 2+ 2922 are un minim in punctul
T = V2022 ~ 44.9... € (44,45). Functia continui f este strict descrescitoare pe intervalul (0,z,] si
strict crescitoare pe intervalul (z.,00). Atunci, folosind monotonia functiei parte intreagd, rezultd cd f

este descrescatoare pe {1,2,3,...,44} si crescitoare pe {45,46,47,...}. Compardm valorile minime ale
functiei f pe cele doud multimi, deci f(44) si f(45). Avem

f(44) = [44 + 2022] = 44 + [2022] — 44 + [45.9...] = 44 + 45 = 89,
f(45) = [45 + 2022] = 45 + [2022] = 45 4 [44.9...] = 45 + 44 = 89.

Se constata Insa ca avem:

£(43) =[90.02...] =90 > f(44) = [89.9...] = 89,
£(45) = [89.9...] = 89,
£(46) = [89.9...] = 89 < f(47) = [90.02...] = 90,

deci, tinand cont de inegalitatile nestricte date de monotonie,

FU) ... > f(42) > F(43) > F(44) = F(45) = F(46) < f(4T) < F(48) < ...

rezultd ci existd trei valori n € {44,45,46}, pentru care se atinge valoarea minima 89 a functiei f. (e

mal [
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