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Problema 1. Fie ¢ = —% + 2‘/7?: Definim multimea de numere complexe
A = {z € C|z are o scriere de forma z = x + ey, unde x,y € Z}.

(1) Demonstrati ca A este parte stabila fata de operatiile de adunare si de iInmultire a numerelor
complexe.

(2) Admitem faptul ca (A,+,-) este un inel comutativ. Notam cu U(A) multimea elementelor
inversabile fata de inmultirea din inelul A. Determinati U(A) si demonstrati ca exista numarul
natural n pentru care grupurile (U(A), ") si (Z,,+) sunt izomorfe.

(3) Determinati toate numerele p € A pentru care ecuatia 22+ pxr + 1 = 0 are (cel putin) o solutie
in multimea A.

Problema 2. Fie functia f : [1, +00) — R data prin

i) = YEI VT
N

unde [z] este partea intreaga a numarului real z, iar {x} = o — [z] este partea fractionara a numarului
real .

(1) Demonstrati ca f este crescatoare pe intervalul [k, k + 1) pentru orice k € N*.
(2) Determinati Im(f), adica multimea valorilor lui f. Determinati apoi valorile lui A € R pentru
care multimea A, are exact 2022 elemente, unde
Ay ={z eR| f(x) = A}

(3) Demonstrati ca functia f este integrabila pe orice interval de forma [n,n + 1] cu n € N*.
n+1

Aratati apoi ca sirul (1,,),>1 definit prin I,, = / f(x)dx este convergent i determinati limita

n
acestuia.

Subiectele continua si pe verso!
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Problema 3. Fie ABC'D un patrulater convex.

(1) Daca M, N, P, @ sunt mijloacele laturilor AB, BC, CD, respectiv DA, iar O este un punct
interior patrulaterului, demonstrati ca

Aomen + Aorpg = Aoncp + Aogam
i
Poupn + Porpg = Poncp + Pogawm,
unde Axyzw, Pxyzw reprezinta aria, respectiv perimetrul patrulaterului XY ZW.

(2) Fie punctele E, F,G si H situate pe laturile AB, BC, C'D, respectiv DA ale patrulaterului

astfel ca:
AE BF CG DH 1

EB  FC GD HA 2
Presupunem ca exista un punct Z in interiorul patrulaterului, astfel incat

Prepr + Pzapu = Pzrca + Pzuak.

Aratati ca exista un punct T in interiorul patrulaterului ABC D), astfel incat
(*) Presr + Prapa = Prrca + Praae

si
(o) Arppr + Arepn = Arrce + Arnae.
(3) Cu ipotezele si notatiile de la punctul (2) presupunem, in plus, ca patrulaterul ABC'D nu este
romb. Demonstrati ca nu exista trei puncte necoliniare T4, 75, T3, ce indeplinesc relatiile ()

si (o).

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.
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