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CLASA A VII-a, SOLUTII ST BAREMURI

Problema 1. Consideram triunghiurile ABC si A;B,C; cu AB = A By,
/BAC = /B1AC; =60° si ZABC + ZA,B;Cy = 180°. Sa se arate ca

L_1 1
AB~ AC " ACY

Solutie Alipim cele doua triunghiuri astfel incat laturile egale sa coincida
(A= A; si B= By) iar dreapta AB sa desparta punctele C' si C}.

Deoarece ZABC + ZAB,C7 = 180°, punctele B, C' si C; sunt coliniare.

............................................................... 1 punct

Fie D € (CA; astfel incat C;1D || AB. Din teorema fundamentala a
asemanarii avem

D, _co
AB  CA’

.............................................................. 2 puncte
Triunghiul ADC este echilateral, deoarece ZDAC, = ZACD = 60°.
.............................................................. 1 puncte
Atunci 1B = c de unde

11 1

AB  AC A C

............................................................... 1 punct

Problema 2. Un patrat de latura 5 se imparte in 25 de patrate de latura
1. In fiecare pitrat unitate se scrie cate un numér strict pozitiv si mai mic
decat 1, astfel incat:

e suma numerelor de pe fiecare linie este un numar natural;

e suma numerelor de pe fiecare coloana este un numar natural;

e suma celor 25 de numere este egala cu 11.



a) Sa se arate ca cel putin unul dintre cele 25 de numere este mai mare
sau egal decat %

b) Daca un singur numar dintre cele 25 de numere este mai mare decat %,
sa se arate ca sumele numerelor de pe linia si coloana ce il contin sunt egale.

>

Solutie. a) Presupunem ca toate numerele sunt mai mici strict decat
Atunci suma numerelor pe fiecare linie este strict mai mica decat 5 - % =
deci cel mult egala cu 2.

De aici rezulta ca suma tuturor numerelor este mai mica decat 5-2 = 10,
contradictie.

............................................................... 1 punct

b) Suma numerelor de pe linia, respectiv coloana ce contine numarul
maxim este mai mica decat 4-0,6 + 1 = 3,4, deci cel mult egala cu 3.

Pe celelalte 4 linii si pe celelalte 4 coloane suma este maxim 2, iar 11 > 2.5,
deci exista o linie si o coloana cu suma numerelor macar 3, anume chiar cele
ce contin numarul maxim.

Problema 3. a) Fie m,n numere naturale nenule, m > 1. Sa se arate
) )
ca numarul m?* + 4n* nu este prim.
v v v 5 6 ~ . .
b) Sa se arate ca numarul 3* +45" se descompune in produs de doi factori
)
fiecare mai mare decat 102009,

Solutie. a) Avem

m* 4+ 4n* = m* + 4n* + 4m*n® — 4m*n? = (m* + 2n?)? — (2mn)?

............................................................... 1 punct
Cum m? + 2n? 4+ 2mn > m? + 2n? — 2mn = n? + (m — n)? > 1, rezulta
cerinta

6
b) Pentru m = 3*' i n = 4”7 = 439 avem descompunerea
345 4 456 — [(3256 _ 43906)2 4 (43906)2“(3256 4 43906)2 4 (43906)2}_

.............................................................. 2 puncte
Cum 4396 > 43900 — 102470 > 10007 = 10?31° rezultd ca (439%%)2 >
102999 deci ambii factori ai descompunerii sunt mai mari decat 10209,



Problema 4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si fie D un punct in
interiorul triunghiului astfel incat ZADB — ZACB = 90° si AC - BD =
AD - BC.

a) Sa se calculeze suma masurilor unghiurilor ZDAC si ZDBC.
AB-CD

AC -BD’

b) Sa se calculeze
Solutie. a) Avem
£ZDAC + ZDBC = 180° — LADC — LACD + 180° — ZBDC — ZBCD =

............................................................... 1 punct
= [360° — (LADC + /BDC)| — LACB = ZADB — ZACB = 90°.

b) Consideram punctul £ in interiorul unghiului ZADB cu proprietatea
ca DE = BD si Z/ZBDE =90°. Atunci ZADE = ZACB.

Din inotess AC  AD ,AC_ADD . lta
in ipoteza avem = ; ceea ce se scrie o = = —o-. De aici rezulta
asemanarea triunghiurilor AC'B si ADE.
.............................................................. 2 puncte
AC  AB
Obtinem /EFAD = /ZBAC si 1D — Ap ceeace implica asemanarea
triunghiurilor ABE si ACD.
............................................................... 1 punct
Urmeaza
AB-CD BE OD_BE_BD\/i_ﬂ
AC-BD CD BD BD BD 7
............................................................... 1 punct
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CLASA a VIII-a, SOLUTII ST BAREMURI

Problema 1. Sa se determine numerele naturale n ce satisfac simultan
proprietatile:

a) catul impartirii lui n la 9 este un numar natural de trei cifre, toate cele
trei cifre fiind egale;

b) catul impartirii lui n 4+ 36 la 4 este un numar natural de patru cifre,
cifrele fiind 2, 0, 0, 9, nu neaparat in aceasta ordine.

Solutie Avem n = 9-111-a +r, unde a € {1,2,...,9} si r < 9 este
numar natural,

............................................................... 1 punct
36
decin < 9-999 + 8 = 8999 si apoi 2258,
............................................................... 1 punct
ceea ce arata ca [ 236} = 2009 sau 2090.
.............................................................. 2 puncte
. |n+36 .
Daca 1 = 2009, atunci n+ 36 = 4-2009+ ¢, unde ¢ € {0, 1,2, 3},

decin € {8000, 8001, 8002,8003}. Dintre acestea, doar 8000 convine, deoarece
catul impartirii numerelor 8001, 8002, 8003 la 9 este 889.

decin € {8324,8325,8326,8327}. Niciun un numar nu verifica prima cerinta,
deci n = 8000.

Problema 2. De o parte si de alta a planului triunghiului ABC' se con-
sidera punctele S si P astfel incat SA = SB = SC si PALPB1 PC1PA.
Stiind ca volumul piramidei PABC' este egal cu dublul volumului piramidei
SABC, sa se arate ca dreapta SP trece prin centrul de greutate al triunghi-
ului ABC.



Solutie. Notam cu O, respectiv H proiectiile punctelor S si P pe planul
(ABC). Fie G punctul de intersectie al dreptei SP cu planul triunghiului.

Din congruenta triunghiurilor SOA, SOB, SOC rezulta ca OA = OB =
OC, deci O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC'.

............................................................... 1 punct
Deoarece PA1(PBC) avem PALBC; inplus PH 1 BC, rezulta BCL(PAH)
de unde AH 1 BC. Analog BH 1 AC, deci H este ortocentrul triunghiului
ABC.

Daca O = H, atunci triunghiul ABC' este echilateral, punctele G, H, O coin-
cid si cerinta este demonstrata.

............................................................... 1 punct
Daca punctele O si H sunt distincte, atunci G, H, O sunt coliniare, deoarece
SO || PH si G € SP. Din conditia asupra volumelor rezulta 250 = PH, iar
din asemanarea triunghiurilor dreptunghice GOS si GH P obtinem

oG 1

................................................................. 2 puncte

Fie M mijlocul segmentului BC gi I" centrul de greutate al triunghiului
ABC'. Atunci triunghiurile AHT" §i OMT sunt asemenea, de unde % = %,
adica G =T, ceea ce trebuia aratat.

Problema 3. Pentru numerele reale a, b, ¢ notam x = |a| + |b| + |¢| si
y=la—2|+|b—2|+|c—2|

a) Sa se arate ca x +y > 6.

b) Stiind ca a, b, ¢ € [—1,3] si cad media aritmetica a numerelor a,b, ¢
este 1, sa se arate ca r +y < 10.

Solutie. a) Din inegalitatea modulului avem [t|+|t—2| > |[t—(t—2)| = 2
oricare ar fi numarul real .
............................................................... 1 punct

............................................................... 1 punct

L4+ (2—t) =2,

f)y=2—-2t <4.
............................................................... 1 punct
Vom arata ca daca a, b, ¢ € [—1,3] si a + b+ ¢ = 3, atunci unul dintre
cele trei numere este in intervalul [0,2]. Fie a < b < ¢. Este evident ca nu
putem avea a, b, c € [—1,0) sau a,b,c € (2,3].



Daca a,b,c ¢ [0,2], raman cazurile:

eabe[-1,0)¢ice (23

eac|[—1,0)sibce (23]

In primul caz avem a + b+ ¢ < 04 0+ 3 = 3, fals, iar in al doilea caz
avem a+b+c>—1+2+ 2 =3, fals.

Problema 4. Prin plane paralele la fetele sale, un cub se imparte in 27
de paralelipipede dreptunghice, dintre care exact doua sunt cuburi. Sa se
arate ca cele doua cuburi au muchii de lungimi egale.

Solutie. Fie A un varf al cubului. Muchiile din A sunt impartite de
planele paralele la fete in cate trei segmente. Intr-adevir, in caz contrar s-ar
folosi 26 de plane paralele la o fata sau 8 plane paralele la o fata si 2 plane la
o alta fata. Ambele cazuri produc 27 de paralelipipede cu o dimesiune egala
cu cea a cubului initial, deci niciun cub, fals.

............................................................... 1 punct

Notam cu xq, x2, x3; Y1, Y2, Y3 Si 21, 22, 23 lungimile segmentelor generate
pe muchiile din A. Observam ca

T1+To+x3=Y1 +Y2+ys =21+ 22+ 23, (1)

sumele reprezentand lungimea muchiei cubului.
............................................................... 1 punct
Daca cele doua cuburi au dimensiunile a # b, atunci a = z; = y; = 2z si
b=xp=ys=2z,cui#p jFqsik#r.

Fie u cel de-al treilea numar din multimea {1,2,3}\ {¢,p}, v € {1,2,3}\
{j,q} sit e {1,2,3}\ {k,r}. Relatia (1) devine

a+b+x,=a+b+y,=a+b+ z,

deci
Loy, = Yo = Zt,
.............................................................. 2 puncte
ceea ce arata ca printre cele 27 de paralelipipede mai exista un al treilea, fals.
............................................................... 1 punct
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CLASA a IX-a — SOLUTII si BAREMURI

Problema 1. Fie ABC un triunghi oarecare si k un numar real nenul. Pe
laturile AB gi AC' ale triunghiului consideram punctele variabile M, respectiv
N, astfel incat

Aratati ca dreapta M N trece printr-un punct fix.

Solutie. Fie d paralela prin A la dreapta BC si P, respectiv (), punctele
de intersectie a dreptei M N cu dreptele BC', respectiv d. In cele ce urmeaza,
XY desemneaza segmentul orientat de la X la Y. Conform teoremei lui

Menelaus,
pPC  MA NC

PB  MB NA’

Tinand cont de relatia din enunt si de faptul ca PC = PB + BC', din
egalitatea de mai sus rezulta ca

Din asemanarea triunghiurilor orientate M AQ) si M BP, obtinem

MA
AQ=-—"=.PB
Q@ B ;

deci AQ = (1/k)BC. Prin urmare, punctul @ este fix.

Solutie Alternativa. Fie u = MB/MA si v = NC/NA, segmentele

fiind orientate conform conventiei din solutia precedenta; deci u # 1 si v # 1.



In raport cu o origine oarecare a planului, vectorii de pozitie ai punctelor
A, B, C' sunt legati printr-o relatie de forma rg = xrs + yre, unde = si y
sunt nigte numere reale. Vectorii de pozitie ai punctelor M si N sunt

U n 1
ry = — r r
M 1—uA 1—uB
T —Uu n
= r r
l—u 10 ©
v n 1
r = — r I
N 1—vA 1—1}0

Dreapta M N trece printr-un punct fix daca si numai daca exista o origine
a planului, nesituata pe dreapta AC, astfel incat vectorii ry; §i ry sa fie
coliniari, oricare ar fi u # 1 i oricare ar fi v # 1. Acest lucru este posibil
daca si numai daca exista doua numere reale x si y, astfel incat u —x = vy =
(u— k)y, oricare ar fi u # 1 si oricare ar fi v # 1; adica, u(1 —y) = = — ky,
oricare ar fi u # 1, ceea ce impune y = 1 si x = k. Prin urmare, dreapta
M N trece printr-un punct fix O al planului.

.............................................................. 4 puncte

In raport cu aceasta origine,

rg=kra+rc==Fk(rg+a)+ (rz+c),

unde a si ¢ sunt vectorii de pozitie ai punctelor A si C' in raport cu B.
Obtinem rz = —a— (1/k)c. In raport cu B, vectorul de pozitie al punctului
fix este deci a4 (1/k)c.

Problema 2. Fiind date numerele reale a,b,c,d > 0 si e, f,g,h < 0,
demonstrati ca inegalitatile ae+bc > 0, ef+cg > 0, fd+gh > 0, da+hb > 0,
nu pot fi simultan indeplinite.

Solutie. Inegalitatile se pot scrie be > a(—e), (—e)(—f) > c(—g),
(—g)(=h) > (—=f)d, da > (—h)b, cu toti factorii numere reale strict pozi-
tive. inmult;ind membru cu membru aceste inegalitati se obtine bee fghda >
aecg fdhb, absurd, caci cei doi membri au aceeasi valoare abcde f gh.

Solutie Alternativa. Punctele A(a,b), B(e,c), C(f,g) si D(d, h) se afla
in cadranele I, II III, respectiv IV. Cel putin unul dintre unghiurile ZAOB,
/ZBOC, ZCOD, ZDOA are masura mai mare sau egala cu 90°. Produsul
scalar al vectorilor care formeaza acel unghi este deci mai mic sau egal cu
zero, de unde concluzia.



Problema 3. Fiind date numerele reale pozitive distincte aq, ao, ..., a,,
n € N* gi o rearanjare by, by, ..., b, a lor, demonstrati inegalitatea

(a2 +by)(a2 +by) - (a2 +b,) > (aF +ay)(a3 + ag) - - (a2 + ay).

Solutie. Daca vreunul dintre a; este zero, concluzia este evidenta. Fara a
restrange generalitatea, putem atunci presupune ca 0 < a; < as < -+ < ap.

............................................................. 1 punct
Dintre toate rearanjarile xy, zo, ..., x, ale numerelor a;, as, ..., a,,
alegem una astfel incat produsul
(af +21)(a3 + x2) -+ (a5, + )
sa aiba valoarea minima.
.............................................................. 2 puncte
Fie ¢1, ¢o, ..., ¢, o astfel de rearanjare si ¢ < j doi indici oarecare.
Produsul corespunzator rearanjarii ¢y, ..., ¢, ..., ¢j,. .., C, este deci mai mic
sau egal cu cel corespunzator rearanjarii ¢y,...,¢j,...,Ci,...,Cp.
.............................................................. 2 puncte

Rezulta ca (a7 +¢;) (a5 +¢;) < (a7 +¢;) (a3 +c;), adica (a7 —a3)(c;—¢;) <0,
de unde deducem ca ¢; < ¢;j. Deci ¢, = ay, oricare ar fi indicele %, de unde
inegalitatea din enunt.

Solutie Alternativa. Pornim de la inegalitatea z%+y > y(x+1)?/(y+1),
adevirati pentru z, y numere reale pozitive, fiind echivalenti cu (z —y)? > 0.

Inmultind inegalititile corespunzitoare perechilor (a;,b;), 1 < i < n,
obtinem inegalitatea din enunt.

Problema 4. Fiind date secventele ordonate de numere reale distincte
a; < g < - < apsib <by <--- <by,n,méeN, n,m > 2, consideram
multimea
{a;+b;;1<i<n, 1<j<m}.

Demonstrati ca aceasta multime are exact n 4+ m — 1 elemente daca gi numai
daca ambele secvente sunt in progresie aritmetica de aceeasi ratie.

Solutie. Una dintre implicatii este imediata, caci pentru ratia comuna d
rezultd a; = a1+ (i—1)d si b; = by+(j—1)d, deci a;+b; = a1 +b1+(i+j—2)d,
in total n +m — 1 valori distincte.



Pentru implicatia inversa, sa remarcam ca a; + by < as + by < --- <
ap+b1 < a,+by <---<a,+b,,, deci multimea sumelor contine intotdeauna
cel putin n +m — 1 valori.

............................................................. 1 punct

Vom proceda prin inductie dupa n + m. Cazul n = m = 2 conduce
la a1 + by < a1 + by, as + by < as + by, de unde a; + by = as + by, adica
ag — aq :bg—bl.

Pentru n +m > 4, cel putin una dintre valorile n,m (fie ea m) este
mai mare decat 2. Atunci secventa obtinuta prin eliminarea lui b,, contine
m — 1 elemente, si se pierde cel putin suma a,, + b,,, maximul care nu mai
poate fi obtinut, deci raman cel mult n + m — 2 valori posibile ale sumelor.
Conform cu prima observatie facuta, acesta este numarul minim posibil de
valori, deci raman exact n + (m — 1) — 1 valori. Din ipoteza de inductie
rezulta ca secventele sunt in progresie aritmetica de aceeasi ratie. In mod
analog, prin eliminarea lui b; se pierde cel putin suma a; + b; (minimul care
nu mai poate fi obtinut), cu concluzie identica. Dar atunci secventele initiale
sunt in progresie aritmetica de aceeasi ratie.
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CLASA a X-a — SOLUTII SI BAREMURI DE CORECTARE

Problema 1. a) Aratati ca, daca z,y € (1, oo) sia¥ = y atunci r =y
sau exista m € (0,00) \ {1} astfel incat = = mm=T Ly =mmi.
b) Rezolvati in multimea (1, 00) ecuatia cu doua necunoscute

—1

™ =yt

Solutie. a) Daca x = y avem solutiile x = m,y = m,m > 0. ... 1 punct
Daca & £ y notam y = mx. ... 1 punct
Inlocuind in egalitatea y - lgx = x - lgy obtinem solutiile x = mﬁ,
y:m%,m7é1. ............................................... 2 puncte
b) Dacd ¥ > y* rezultd ca (a¥)®") > (y=)¥). 1 punct

« 1. A . v —1 —1 —1
Ridicand la puterea wiy, vom obtine ca 2% > ¢¥" , de unde z¥ 2% >

U4yl Al 3 puncte
Deci z¥ = y*. Solutiile sunt cele indicate la punctul a).

Problema 2. Fie a € [2 4+ v/2,4]. Determinati minimul expresiei |22 —
az + al, cand z € C i |z| < 1.

Solutie. Fie z; = 5+ i/do—q- 4“ o ridécinile ecuatiei 22 — az + a = 0.
................................................................. 1punct
Avem |22 —az +a| = |z — z1]|z — 22| = MA- M B, unde M, A, B sunt

punctele din plan corespunzatoare afixelor z, z1, respectiv z5. Fie T punctul

de afix 1 i M; intersectia dintre AM si cercul unitate daca unghiul AM;B

este ascutit (in caz contrar, M va fi intersectia dintre BM si cercul unitate).
............................................................... 2 puncte
Avem MA-MB > MA-M\B>TA-TB=(TA?, .......... 2 puncte
deci

2
min|z? —az +a|l = |z — 1)* = (g—l) —i—(



.................................................................. 2 puncte

Observatie: Sa notam cu A; si By punctele din plan corespunzatoare
solutiilor ecuatiei 22 — az +a = 0, @ = 2 + /2. Misura unghiului 4,75,
este de 90°, ceea ce explica de ce unul din unghiurile AM; B este intotdeauna
ascutit si AM; - M1B > AT - TB.

Problema 3. Determinati toate functiile f : R — R care verifica relatia

f@®+ ) =2f(2®) +yf(y?), Vo,y e R.

Solutie. Inlocuind y = 0 in relatia data si intelegand toate relatiile
urmatoare ca avand loc pentru orice valoare reald a variabilelor, avem: f(z%) =
of(x?) decigi f(22+93) = f@®)+fy>) oo 2 puncte

adica f(x 4+ y) = f(@) 4+ f(y). oo 1 punct

Observam ca daca f verifica ecuatia data atunci, pentru orice constanta
c reala, si cf verifica relatia. Putem presupune atunci ca f(1) = 1 sau
f(1)=0.

Daca f(1) = 1, atunci din f((z+1)%) = (z+1)f((x+1)?)) avem 2f(2?) +
f(x) = 2xf(x)+x, iar cu substitutia x — z+ 1 obtinem 2f((x+1)?)+ f(x+
1) = (22+2)f(x+1)+x+1. Ultimele doua relatii duc la f(z) = . Conform
observatiei avem f(z) =c-z,ceR*. ...... ... ... ... 2 puncte

Daci f(1) = 0, atunci f((z +1)%) = (z + 1) f((z + 1)?) adica 2f(2?) +
f(z) = 2z f(x). Analog cu cazul precedent avem 2f((x + 1)?) + f(x + 1) =
(22 4+ 2) f(x 4+ 1) ceea ce implica f(x) =0,Vez e R................. 2 puncte

In concluzie flx)=c-z,ceR.

Problema 4. Vom spune ca un numar natural n > 4 este neobisnuit
daca se poate ageza cate un numir real in fiecare din cele n? patrate unitate
ale unui patrat P de latura n, astfel incat suma celor 9 numere din orice
patrat 3 x 3 continut de P sa fie strict negativa, iar suma celor 16 numere
din orice patrat 4 x 4 continut de P sa fie strict pozitiva.

Determinati toate numerele neobignuite.

Solutie. Vom arata ca numerele neobisnuite sunt n = 4 si n = 5. Pentru
n > 6 suma elementelor tuturor patratelor 3 x 3 din patratul mare este egala
cu suma elementelor tuturor patratelor 4 x 4 din acelasi patrat. ..4 puncte

Pentru a exemplifica in acelagi timp ca n = 4 i n = 5 sunt numere
neobisnuite propunem cititorului urmatorul exemplu: un patrat de dimen-
siune 5 X 5 in care coloana din mijloc contine numai —5, celelalte elemente
Aind 2. .o 3 puncte



Minsterul Educatiei, Cercetarii si Inovarii
Societatea de Stiinte Matematice din Romania
Inspectoratul Scolar Judetean Constanta

A 60-a Olimpiada Nationala de Matematica
Mangalia — 13 aprilie 2009

CLASA a XI-a — SOLUTII ST BAREMURI DE CORECTARE

Problema 1. Fie (¢,), un gir convergent de numere reale, ¢, € (0,1)
pentru orice n € N gi lim ¢, € (0,1). Definim sirurile (x,), $i (yn)n prin
relatiile o

Tps1 = tan + (1 —)Un, Ynt1 = (1 —tn)T0n + thn,

pentru orice si n € N si g, yo numere reale fixate.

a) Sa se arate ca girurile (x,), si (yn), sunt convergente si au aceeasi
limita.

b) Aratati ca daca nhngo t, € {0,1} concluzia nu mai este adevarata.

Solutie si barem. a) Fie [, intervalul inchis cu capetele x,, y,. Rezulta
imediat ca --- C I,, C I,y C --- C I} C Iy, incluziunile fiind stricte ...... 2
puncte

Notéand cu I, lungimea intervalului I,,, avem I, = |z, — yn|...... 1 punct

Prin inductie deducem [,, = [(2tg — 1)(2t; — 1) -+ - (2t,, — 1)||xo — yo|

................................................................ 1 punct

Daca exista ng cu t,, = 1/2 avem [,, = 0 pentru n > ng. Altfel avem
% = |2t,+1 — 1| € (0,1) si criteriul raportului ne da lim!, = 0. Conform
axiomei lui Cantor exista unic ag € Nyenl,. Cum x, si y, sunt, pentru fiecare
n simetrice fata de mijlocul intervalului Iy, rezulta ca ag = % este limita
comuna a Sirurilor (Z,)n SI (Yn)n -« vvnenemene i 2 puncte

b) De exemplu se poate lua t,, = 1 punct

Solutie alternativa. Notam A, = ( tn 1 _tn>7 p_ (1 —1) §i

1—t, t, 11
Un = (x">
Yn

Se observa ca Uy,y1 = AUy oo 2 puncte

siA, =P ((1] of 0_ 1) Py 2 puncte



deci U, = P (é ZO> P7'Uy unde 2, = (2tg — 1)---(2t, — 1). Ca in
solutia precedenta se arata ca lim z,, = 0 de unde se deduce concluzia ....2

puncte

Problema 2. Fie f : R — R o functie continua cu proprietatea ca pentru

orice x € R, limita
o 1024 = 1)

h—0

exista gi este finita.

Aratati ca in orice punct din R f este derivabila sau admite derivate
laterale finite, de acelasi modul si semn contrar..
O‘M . Dacal, = 0 f este
evident derivabila in z si derivata este zero. ................ ... ... 1 punct

Daca [, > 0, sa presupunem, de exemplu, ca f nu este derivabila la
dreapta in z. Exista atunci giruri (), (Un)n, cu termeni pozitivi, conver-
gente la 0, si astfel ca

i L@ = F@) _

n—00 Up, n—oo Un

Solutie si barem. Fie [, = lim;_,

.................................................................. 2 puncte
prin urmare functia definita prin ¢(t) = w isi schimba semnul de
o infinitate de ori pe orice vecinatate la dreapta a lui x............ 2 puncte
Din proprietatea valorii intermediare, ¢ este continua, rezulta ca exista
un gir (hy,), cu termeni pozitivi, convergent la 0, cu f(x + h,) — f(z) =0, in
contradictie cu ipoteza.
Derivabilitatea la stanga se demonstreaza analog iar faptul ca numerele
derivate sunt opuse este evident. .............. ... ... . 2 puncte

Problema 3. Fie A, B € M,,(C), cu AB = BAsidet B #0.

a) Aratati ca daca |det(A + z2B)| = 1 pentru orice z € C cu |z| = 1,
atunci A" = 0,,.

b) Ramane adevarata concluzia daca eliminam conditia AB = BA?

Solutie si barem. a) Functia f(z) = det(A + 2B) = ag + a1z + a22* +
-+ 4 apz" este polinomiala de grad n (a,, = det B # 0).
Conditia |det(A + zB)| = 1 pentru orice z, cu |z| = 1 se scrie f(z) -
1

(f(z)) =1, pentru orice z cu z = PEETL LR RE LR RE TR R RR e 1 punct
Avem

(ap + a1z +ag2® + 4 a,2") @+ - Z+ 8- Z 4 +0,-2") =1 &



(ap + a1z +ag2® + - +a,2") (@ - 2" +a - 2" Ay 2" ay,) = 2"

Ultima egalitate avand loc pentru o infinitate de valori ale lui z, ea este
identitate de polinoame. Prin identificarea coeficientilor obtinem succesiv:

ao-dn:(),al~6n:O,a2-6n:O,...,an,l-ﬁn:()

deciag=a; =-+-a,_1 =04l a,-a,=1 (adica |det B| =1) ...... 2 puncte

In concluzie f(2) = a,-2" adici det(A+z- B) = det B-2" sau det[B(B~"-
A+ z-1,)] = det B - 2" adicd det B-det(B™'- A+ z-1,) = det B - 2", deci
det(B™'- A+ z-1,) = 2" cu h(z) = z"care este polinomul caracteristic al
matricei C = —B~!- A. Conform teoremei Cayley-Hamilton (—B~'-A)" =0
deunde A™ = 0. .o 2 puncte

b) Conditia A- B = B - A este necesara dupa cum se vede din urmatorul
exemplu:

0 0 0 1
1 1N 0
A: y B =
N ANERN
0 1 0 1 0
A-B#B-A
det(A+zB) = (=1)"". 2", deci |det(A+ 2 - B)| = 1, dacd |z| = 1 i evident
A" = A F O 2 puncte

Problema 4. Fie functiile f,g,h : R — R, unde f este derivabila, g si h
sunt monotone iar f' = f + g+ h.

Demonstrati ca multimea punctelor de discontinuitate ale funtiei g coin-
cide cu multimea punctelor de discontinuitate ale functiei h.

Solutie si barem. Prin inmultire cu e™* relatia data se scrie

................................................................... 1 punct
Notam cu g; respectiv hy functiile din membrul drept. Functiile g; si hq
au limite laterale in fiecare punct decisiu=¢g1 +hy............... 1 punct
Cum wu are in plus proprietatea lui Darboux, fiind o derivata, rezulta ca
u este continua pe R. ... 3 puncte
Notand D, multimea punctelor de discontinuitate ale functie g avem D, =
D,,, Dy, = Dy,. Daca prin absurd Dy, # Dy, pentru x € Dy, \ Dy, rezulta
x€Dgnfals. oo 2 puncte
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CLASA a XII-a - SOLUTII ST BAREMURI DE CORECTARE

Problema 1. Fie functia f : [0,1] — R derivabila cu derivata continua
astfel Incat

[ ayar<e [ s

Sa se determine f stiind ca f(1) = —

[

Solutie si barem: Avem
! ' 27 ' / 2 ' ' 1 _
OS/O (f'(x) + ) dx—/o (f'(x)) da:—|—2/0 wf(a:)dx—l—g =
1 1 1
— [P+ 2ep@l -2 [ flaido -
0 0 3

= [z [ s <o

deci fol(f’(x) +2)2dr =0, o 4 puncte
Din continuitatea functiei f’, rezulta ca f'(x) = —z. Asadar,
22
f(z) = —5 T vV €0, 1]. 2 puncte

Din conditia f(1) = —¢, obtinem a = %, deci f(z) = —% + 1. ...1 punct



Problema 2. Fie (A, +,-) un inel comutativ finit. Notam cu d numarul
divizorilor lui zero, iar cu n numarul elementelor nilpotente ale inelului. Sa
se arate ca:

1. daca z si y sunt nilpotente, atunci = + y si = - y sunt nilpotente.

2. n divide d.

(Un element = € A se numeste divizor al lui zero daca exista a € A,a # 0
astfel incat x - a = 0. Un element y € A se numeste nilpotent daca exista
k € N* astfel incat y* = 0).

Solutie si barem:

1. Din 2% = ¢! = 0 rezultd (x + ) = 0si (z - y)*! = 0, deci z + y si
x -y sunt nilpotente. ......... 2 puncte

2. Notam cu U(A) multimea elementelor inversabile ale lui A si cu N(A)
multimea elementelor nilpotente ale lui A. Observam ca daca = €
N(A), atunci 1 +z € U(A): existd k astfel incat 2%*1 = 0, deci

(I+z)-1—a+..+27%) =142 =1 1 punct
Mai mult, daca z,y € N(A), atunci
(I4+z)- 14y =1+z+y+x-y=1+z,
unde z =z +y+z-y € N(A). Prin urmare ({1 +z|x € N(A)},-) este

subgrup cu n elemente al grupului (U(A),-). .............. 1 punct

Intr-un inel comutativ finit, orice element neinversabil este divizor al
TUL ZETO. oo 1 punct

Rezulta ca U(A) are ¢ — d elemente, unde ¢ este numarul elementelor
lui A. Din teorema lui Lagrange obtinem ca n divide ¢ — d. 1 punct

Pe de alta parte, (N(A), +) este subgrup al grupului (A, +). Folosind
din nou teorema lui Lagrange deducem ca n divide ¢q. Prin urmare n
divide d. ... 1 punct



Problema 3. Sa se determine numerele naturale n > 2 cu proprietatea
ca in inelul (Z,,+,) ezxact un element nu se poate scrie ca suma de doua
patrate.

Solutie si barem: Cum 0, 1,2 sunt toate sume de doua patrate, rezulta
can > 4. Fie k € {3,...,n — 1} astfel incat k nu se poate scrie ca suma de
doud patrate in Z,, si si notdam cu S = Z,\{k}. Cum orice element din §
se scrie ca suma de doua patrate, rezulta ca S este inchisa la inmultirea din
/S 1 punct

Daca k ar fi par, atunci k& = 2. Fiindcd T =+ k rezultd ca 1 € S. Cum
2¢e S, ar rezulta ca k=2-1¢ S, absurd. Deci k este impar. ....1 punct

-~

e Daca | k¢ U(Zy), atunci —1 € S. Fiindcd k = (1) - (—k) ¢ S, rezulta
i —k ¢ S. Deci k: = —k; de unde rezulta ca n = 2& Fiindca k este
impar, avem c& k(k — 1) = 0. De aici rezultd c& k = k2 = k2 + 0% € S,
contradictie. ... ... . .. 2 puncte

e Daci k € U(Z,), cum U(Z,)\{k} este inchisi la inmultire, rezultd
ca U (Zn)\{z} este subgrup al lui U(Z,). Din teorema lui Lagrange,
o(n) — 1|o(n) = ¢(n) = 2. De aici rezulta ca n € {4,6}. Cum in
Zg orice element se poate scrie ca suma de doua patrate, rezulta ca n
poate finumai 4. ... ... 2 puncte

Se vede usgor ca 3 este singurul element din Z, care nu se poate scrie ca
suma de doua patrate, deci n = 4 este singurul numar cu proprietatea
din enunt. ... 1 punct



Problema 4. Sa se determine toate functiile f : [0,1] — [0, 1] continue
si bijective cu proprietatea ca

[ atstanis = [ gtwas

pentru orice functie continua g : [0,1] — R.

Solutie si barem: Functia f este strict monotona. Presupunem mai
intai ca f este strict crescatoare. Atunci pentru orice ¢ € [0, 1] sa consideram

functia
_Jr—c, €00
gelw) = {0, x € [c,1].

Relatia f01 ge(f(x))dx = fo ge(w)dx este echivalenti cu

/0 @) = o = PGS

He) 2
/ F(@)de = eof (o) — <. 3 puncte
0

Notand f~!(c) = t, obtinem

/f o —tpy - L0

adica

2
t) —t)?
= / x)dxr = w 1 punct
Notéand cu h(x) = — z pentru z € [0, 1], relatia de mai sus devine

[
t h(t 2
/ h(z)dr = — (2) LVt € [0, 1]. (1)
0
Observam ca h este continua si ca h(0) = h(1) = 0. Fie ¢y un punct de
minim global al lui k. Daca h(ty) < 0, atunci ¢y < 1. Mai mult, exista § > 0
astfel incat h(z) < 0 pentru orice = € [tg, to + 0]. Asadar,

to+0 to
/ h(z)dz < / h(z)dx =
0 0

h(to + 0)? h(to)*
T2 ST

Aceasta contrazice alegerea lui ¢y ca punct de minim global. Asadar, h(tg) >
0, deci h(z) > 0 pentru orice x € [0,1]. Din (??) rezulta ca h(x) = 0, deci
f(x) =z pentruorice x € [0,1]. ... 2 puncte
Daca f este strict descrescatoare, observam ca functia 1 — f(x) este strict
crescatoare si satisface conditia din enunt. Din cele de mai sus rezulta ca

1—f(x)=2= f(x) =1—x pentru orice z € [0,1]. ............ 1 punct

= h(ty +9) < h(to).
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