Rezolvarea problemelor de la definitivat matematica 2021

Subiectul | :

1. Se considerd x; si x, solutiile ecuatiel x* +x+m=0,unde m este numar real nenul.
a) Aratafi ca, dacd una dintre solutiile ecuatiel este numar intreg, atunci numirul m este intreg,
divizibil cu 2.

_rlz +1 x% +1 1

b) Determinati numarul real nenul m pentru care 2 3t 5=
xp+x; x4y 4

Rezolvare :

a) Presupunem ca x; € Z este radacina :
=>x?+x,+m=0 => m=-x%—x

=> M= —xq(x;+1)

Evident daca x{ €EZ =>m € Z



In plus se observda ci x; si x;+1 sunt numere intregi consecutive
s1 se stie cd produsul a doud numere intregi consecutive este
divizibil cu 2 (la doua numere intregi consecutive avem automat
un numar par) iar semnul minus nu schimba acest rezultat .
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Dacid x; este radicind => x% +x; +m=0
=> X% + Xl = — M

Dacid x, este ridicind => x5 +X, +m=0

=> X%+X2:—m
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Aplicam relatiille lur Viete :
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m m
=> m?=—-4m -4
=>m?+4m+4=0
=>A=0 =>m=-2

2. Se considera triunghiul ABC si semidreapta AD | bisectoarea unghiului BAC, De BC . Punctul

M este mijlocul segmentului AD , iar punctele N si P sunt proiectiile punctului M pe dreptele
AB , respectiv AC.

a) Aratati ca segmentele AN si AP sunt congruente.

b) Demonstrati cd, dacd AC =3AN , atunci triunghiul CDN este isoscel.

Rezolvare :

a)



A ANP = A AMP .

AM = latura comuna



< NAM = <« PAM (AD = bisectoare)
=> cazul de congruenta C.C (avem triunghiuri dreptunghice)

=> AN=AP Vv



b)

>

Ducem DQ L AC



Daci AC =3AN => ANz%

Dar AN=AP => AP ="
Deoarece MP L AC si DQ LAC => MP || DQ
Dar M = mijlocul lut AD => MP = linie mijlocie in A ADQ
=> AP=PQ => PQ=2"=> QC==" => PQ=QC
In APDC => DQ =mediani si iniltime => A PDC isoscel
=> PD =DC (1)
Se observda acum ca A AND = A APD

AD = latura comuna

< NAD = « PAD (AD = bisectoare)



AN = AP

=> cazul de congruenta L.UL => PD=ND (2)
Din (1) si (2) => ND=DC => ANDC =isoscel v
3. Pe inelul (Zg.+.) se defineste legea de compozitie asociativi x# y=2xy+6x +6y+7 .
a) Aratati ¢ x* y=2(x+3)(y+3)+5, pentru orice x,ye Zg.
b) Determinati xe Z4 pentru care X#X*x*Xx=x.
Rezolvare : 1 pe Zg

a) Calculam si obtinem : T
2(X+3)(y+3)+5=2(xy+3x+3y+9)+5=
= 2(xy+3x+3y+1)+5=2xy+6x+6y+2+5=
=2Xy+6Xx+6y+7 v



b) x+x=2(X+3)(x+3)+5=2(x+3)?+5
X*X*X=[2(x+3)2+5]xx=

=2[2(x+3)2+5+3](x+3)+5=2[2(x+ 3)2+8](x +3)+5 =

)

0 pe Zg
=4(x+3)3+5 0 pe Zg
X#X#*X*Xx=[4(x+3)3+5]%x= T

[
D)

[A(x +3)3 +5+3](x +3) +5=2[4(x + 3)3 +8](x + 3) + 5 =
(x+3)*+5=0(x+3)*+5=5
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a) Aratati ca functia f este strict descrescitoare pe (1,+o0) .

!
b) Demonstrati ci | f* (x)dx=—.
0

4. Se considera functia f:[0,40) =R, f(x)=

Rezolvare :

;X (x3+2)—-x(x3+2)" _ 1(X +2)— x(3x2)
a) f (X) (x3+2) (x3+2)2 (x3+2)2

x342-3x3 _ 2-2x3 _ 2(1-x3)
(x3+2)2 (x3+2)%2  (x342)2

f'x)=0 => 2(1—-x3)=0 => 1-x3=0 => x=1

Tabelul de monotonie :



0 1 + 00

X
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=> f(x) descrescatoare pe (1 ; + )

1, x 1 x?
b) fo (X3+2)2dx = fo (X3+2)2 dX

Aplicam prima metoda de integrare prin schimbare de variabila :

t=x3+2
dt = 3x%dx
Schimbam acum ,,capetele de integrare” :

X=0=>t=03+2=2
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Au fost probleme de dificultate medie , asemanatoare cu
subiectele pe care le primeam pe la teze. Nici nu se compara
cu problemele care se dadeau la definitivat acum 25 de ani.

De fapt sunt mult mult mult mai usoare decat problemele de la
olimpiada de matematica , ,,etapa localda” .



