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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Inovarii
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 7 Martie 2009

CLASA a VII-a

Problema 1. Fie m gi n numere naturale nenule cu proprietatea ca 5
divide 2" 4+ 3™. Sa se arate ca 5 divide 2™ + 3™.

Problema 2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in care M si N sunt
mijloacele laturilor AB, respectiv AC, iar S este un punct mobil pe latura
(BC). Sa se arate ca (MB — MS)(NC — NS) <0.

Problema 3. Fie a si b doua numere naturale. Sa se arate ca numarul
a? + b? este diferenta a doua piatrate perfecte daca si numai dacid ab este
numar par.

Problema 4. Se considera un triunghi echilateral ABC. Punctele M, N
si P sunt situate pe laturile AC, AB si BC, respectiv, astfel incat ZOBM =
1 1
§ZAMN = géBNP si ZOMP = 90°.

a) Sa se arate ca triunghiul NM B este isoscel.

b) Sa se determine masura unghiului ZC'BM.

Timp de lucru 3 ore 4+ 1/2 ora pentru intrebari lamuritoare asupra enunturilor
Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Inovarii
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CLASA A VII-a, SOLUTII SI BAREMURI

Problema 1. Fie m gi n numere naturale nenule cu proprietatea ca 5
divide 2" 4+ 3™. Sa se arate ca 5 divide 2™ + 3™.

Solutie Ultima cifra a puterilor lui 2 si 3 se repeta din 4 1n 4, deci vom

consideram =4k +asgin=4p+b,cua,b=0,1,2,3. ............ 1 punct
Ultima cifra a lui 2" este 2,4,8,6 pentru b = 1, 2, 3, 0 respectiv, iar ultima
cifra a lui 3™ este 3,9,7,1 pentru a = 1,2, 3,0 respectiv........... 2 puncte
Numarul 2" + 3™ are ultima cifra 5 in urmatoarele cazuri:
i)a=20b=0;
i)a=b=1;
iii) a =0,b = 2;
V) =0 =3 2 puncte
In toate cele 4 situatii de mai sus ultima cifra a lui 2™ + 3" este 5, ceea
ce trebuia aratat.......... 2 puncte

Problema 2. Fie ABC' un triunghi ascutitunghic in care M si N sunt
mijloacele laturilor AB, respectiv AC, iar S este un punct mobil pe latura
(BC). Sa se arate ca (MB — MS)(NC — NS) <0.

Solutie. Fie D piciorul inaltimii din A. Atunci triunghiurile BDM si
DC'N sunt isoscele, deoarece MB = MD si NC=ND.......... 2 puncte
Daca S = D, atunci M B — M S = 0, de unde rezulta cerinta...1 punct
Daca S se afla pe segmentul (BD), atunci MB > MS si NS > NC, deci
(MB — MS)(NC —NS) < 0. o 2 puncte
Analog daca S apartine segmentului (DC).................... 2 puncte

Problema 3. Fie a si b doua numere naturale. Sa se arate ca numarul
a® 4 b? este diferenta a doud patrate perfecte daca si numai dacd ab este
numar par.

Solutie. Pentru implicatia directa, presupunem prin absurd ca numarul
ab este impar. Atunci a si b sunt numere impare, deci a? + b? este de forma
/P 2 puncte
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Deoarece a® + b2 = m? —n? = (m — n)(m + n), observam ca daca m,n
au aceeasi paritate rezultd ca a? + b? este multiplu de 4, iar dacd m,n au
paritati diferite gasim a? 4 b? impar, contradictie................. 2 puncte

Pentru implicatia contrara, sa observam ca a® + b? = 4s, daca si a si b
sunt pare, sau a® + b*> = 2r + 1, daca doar unul este par. ........ 2 puncte

In primul caz scriem 4s = (s 4+ 1)2 — (s — 1)2, iar in cel de-al doilea caz
avem (r + 1)? — r?, ceea ce incheie demonstragia. ................ 1 punct

Problema 4. Se considera un triunghi echilateral ABC'. Punctele M, N
si P sunt situate pe laturile AC', AB si BC, respectiv, astfel incat ZC'BM =

1 1
EAAMN = ngNP si ZOMP = 90°.
a) Sa se arate ca triunghiul NM B este isoscel.

b) Sa se determine masura unghiului ZCBM.

Solutie. a) Fie x masura unghiului ZM BC. Atunci ZABM = 60° — x

$i ANMB =60°—x,deci NM =NB. ..., 2 puncte
b) Fie @ un punct pe semidreapta (C'A astfel incat CQ) = 2- CA. Atunci
AQPC ~ ABMC si @QB1BC. Inseamna ca ZPQC =x.......... 1 punct

Fie O mijlocul segmentului PQ). Cum P(Q este ipotenuza comuna in
triunghiurile BPQ si M PQ, rezulta ca OM = OB = % - PQ. Din ZBOM =
60° rezulta ca triunghiul OBM este echilateral, deci ON LBM....1 punct

Fie S si T punctele de intersectie ale dreptei BM cu PN si P(Q) respectiv.
Avem /BTN = ZQSM = 120° — 2z, deci triunghiul PST este isoscel cu
P S = P 1 punct

Daca T # S, perpendiculara din P pe segmentul T'S taie dreapta ON,
fiind bisectoarea unghiului ZN PO, in contradictie cu ON LBM. Rezulta
T =S, deci punctele P, N, O, @ sunt coliniare. .................... 1 punct

De aici PB=PM six=/ZPBM = /ZPMB =15° ........... 1 punct
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