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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Inovarii
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 7 Martie 2009

CLASA a VIII-a

Problema 1. Sa se determine numerele reale pozitive x,y, z care verifica
simultan egalitatile 22y? +1 = 22+ 2y, 222 +1 = y? +yz si 2222 +1 = 22 22

Problema 2. Numerele reale a, b, ¢, d, e au proprietatea ca
la — bl =2|b—c| = 3|c — d| = 4]|d — e| = 5le — al.
Sa se arate ca numerele a, b, ¢, d, e sunt egale.

Problema 3. Consideram prisma patrulatera regulata ABCDA B'C'D’
in care AB =a, AA' = %5, iar M este mijlocul muchiei B'C’. Fie F piciorul
perpendicularei din B pe dreapta M. Sa se determine masura unghiului
dintre planele (BF D) si (ABF).

Problema 4. Numerele naturale a si b verifica relatia
(a® — 9b*)* — 33b = 16. (1)

a) Sa se arate ca |a — 3b| > 1.
b) Sa se determine toate perechile de numere naturale (a,b) care satisfac
relatia (1).

Timp de lucru 3 ore 4+ 1/2 ora pentru intrebari lamuritoare asupra enunturilor

Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Inovarii
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 7 Martie 2009

CLASA a VIII-a, SOLUTII SI BAREMURI

Problema 1. Sa se determine numerele reale pozitive z, ¥y, z care verifica
simultan egalitatile 22y?+1 = 2?2 +ay, y?22+1 = y?> +yz si 2202 +1 = 22422

Solutie Deoarece 2%y + 1 > 2zy, rezultd x? > wzy si analog y* > yz,

2 T 3 puncte
Daca unul dintre numere, spre exemplu x, ar fi egal cu 0, inlociund in
prima relatia am avea 1 = 0, fals, deci z,y, z sunt nenule. ......... 1 punct
Atunciz >y>z>x, decixc =y =2.ooooiiiiiiiii i 2 puncte

Obtinem 2* +1 =222 deunde x = 1 si apoi x =y = 2 = 1....1 punct
Problema 2. Numerele reale a, b, ¢, d, e au proprietatea ca
la —b] =2|b—c| =3|c—d| =4|d —¢e| = 5|e — al.
Sa se arate ca numerele a, b, ¢, d, e sunt egale.

Solutie. Fie k valoarea comuna a modulelor. Atuncia—b = +k, b—c =
i%k, c—d= j:%k, d—e= i%k sie—a= i%k (pentru anumite alegeri a

semnelor S —). o 3 puncte
Daca k = 0, problema este rezolvata. .......................... 1 punct
Pentru k # 0, prin adunarea relatiilor obtinem 0 = (£1+5+3+ 1+ 1)k,
deci % =41+ % + % + Lll, pentru o alegere a semnelor. ............ 1 punct
Pentru orice alegere a semnelor, ultima egalitate revine la % = {3, cum
intreg, deci 5 divide 12, contradictie................ .. ... ... ... 2 puncte

Problema 3. Consideram prisma patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’

in care AB = a, AA' = %5, iar M este mijlocul muchiei B'C’. Fie F piciorul
perpendicularei din B pe dreapta MC. Sa se determine masura unghiului

dintre planele (BF D) si (ABF).

Solutie. Planele (BFD) si (ABF) se taie dupa dreapta BF. Muchiile
AB si DC sunt perpendiculare pe planul (BCC"), deci si pe dreapta BF. 1
punct
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Dreapta BF este perpendiculara pe DC' i pe F'C' - din ipoteza - deci pe
planul (DFC) si implicit pe DF. ... i 2 puncte

Avem AB C (ABF), AB1BF si DF C (DBF), DF1BF, deci masura
unghiului dintre planele (BFD) si (ABF) este masura unghiului dintre
dreptele AB i DF, adica ZFDC, deoarece AB || DC. ......... 2 puncte

Obtinem din relatia lui Pitagora ca MC' = %ﬁ ............... 1 punct

In triunghiul dreptunghic FDC avem tg/FDC = \/?g’ deci masura unghi-
ului dintre cele doua plane este de 30°. ......... ... ... .. L. 1
punct

Problema 4. Numerele naturale a si b verifica relatia
(a® — 9b*)* — 33b = 16. (1)

a) Sa se arate ca |a — 3b| > 1.
b) Sa se determine toate perechile de numere naturale (a,b) care satisfac
relatia (1).

Solutie. a) Daca prin absurd |a — 3b] < 1, din |a — 3b] € N obtinem

[@ = 3b] = 0. 1 punct
Atunci (a? —90%)2 —=33b=—33b#16. ..., 1 punct
b) Deoarece (a—3b)% > 1, avem 16+33b = (a>—90?)? = (a+3b)*(a—3b)* >
(@4 3D)2 > 0D 1 punct
De aici rezulta ca b < 4, deoarece b > 5 implica 9% > 45b = 33b + 12b >
33 4 16, 1 punct
Atunci b este 0, 1, 2, 3 sau 4 si deci 33b 4+ 16 =16, 49, 82, 115 sau 148,
TESPECHIV. 1 punct
Cum 33b + 16 este patrat perfect, ............. ... ... ....... 1 punct
raman doar solutiile b = 0 gi @ = 2 sau b = 1 si a = 4; in alte cuvinte,
vom obtine perechile (a,b) = (2,0), respectiv (4,1)................ 1 punct
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