Olimpiada de Matematica
faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasaa V-a

Problema 1. Fie a, b, c trei numere naturale care Tmpartite pe rand la 2009 dau resturile 1935, 700 si
800. Sa se determine restul impartirii numarului a+3-b+5-c¢ la 2009.

Marcel Manea, profesor, Galati
8" +2"—(3"+7")

9n _ 4}1
natural diferit de zero si de 1, pentru orice ne N

Problema 2. Sa se demonstreze ca fractia se poate simplifica printr-un numar

Milu Cirmaciu, profesor, Galati

Problema 3. Sa se determine numerele de forma abced, a # 0, stiind ca aceste numere verifica

egalitatea: 3+6+9+...+ abcd = abcd000.

Ionel Patriche, profesor, Galati

Problema 4. Sa se determine cel mai mic numar natural 7, astfel incat numarul zerourilor cu care se
termind numarul (n+10)! sa fie cu 2009 mai mare decit numdrul zerourilor cu care se termind

numarul n!( unde n!=1-2-3-...-n).

Vasile Popa, profesor, Galati

Nota
1. Toate problemele sunt obligatorii
2. Timp efectiv de lucru 3 ore
3. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 1a 7.



Olimpiada de Matematica
faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasa a VI-a

Problema 1. Numarul natural n da restul 3 la impartirea prin 5 si restul 2 la impartirea prin 7. Ce rest
se obtine la Tmpartirea lui n prin 35?

Viorica Bujor, profesor, Galati

*

Problema 2. Fie unghiul £AOB cu masura de 91° si n puncte distincte M,,M,,...M, , ne N

aflate in interiorul unghiului XAOB , astfel Incat:

XAOM,=XM OM,=...= XM OB.

Daca unghiurile XAOB si £BOD sunt adiacente suplementare, se cere:

a) Sa se determine cel mai mare numir natural 7 , unde m(£LAOM,)=x", xe N"—{1}

n >’

b) Sa se calculeze masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor XAOB si £XBOD
¢) Daca numarul natural n este determinat la punctul (a), punctul C se afla in interiorul unghiului

XAOB,iar p si g sunt numere prime, unde p°’ =m(LAOC) si ¢"=m(<BOC), p>q, sise
demonstreze ¢ nu existd o semidreaptd [OM,, i€ {1,2,3,...,n} , care si fie bisectoare a unui unghi

£(coM,), pe{1,2,3,...n}.

Milu Cirmaciu, profesor, Galati

Problema 3. Si se determine cate numere naturale de forma 2“-3” -5 au proprietatea ¢ numarul 4
divide numarul (a + 2) . (b+ 2) . (c + 2) ,unde a,b,ce {0,1, 2,...,9} .

Vasile Popa, profesor, Galati

Problema 4. Sa se determine restul Impartirii numarului a =200920092009...2009 prin 21.
2008cifre

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati

Nota
1. Toate problemele sunt obligatorii
2. Timp efectiv de lucru 3 ore
3. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 1a 7.



Olimpiada de Matematica —faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasaa V-a

Problema 1. Fie a, b, c trei numere naturale care Tmpartite pe rand la 2009 dau resturile 1935, 700 si
800. Sa se determine restul impartirii numarului a+3-b+5-c¢ la 2009.

Manea Marcel, profesor, Galati

Solutie:
a=2009-¢,+1935, b=2009-c, +700, ¢ =2009-c, +800.
Atunci
a+3-b+5-¢=2009-(c,+3-¢c,+5¢;)+(1935+2100+4000) = 2009+ (¢, +3-¢, +5-¢,) +8035 =
=2009-(c, +3-¢, +5-¢;)+2009-3+2008 = 2009+ (¢, +3- ¢, +5- ¢, +3)+2008.
Asadar, restul impartirii este 2008.

8" +2"—(3"+7")

9n _ 4}1
natural diferit de zero si de 1, pentru orice ne N,

Problema 2. Sa se demonstreze ca fractia se poate simplifica printr-un numar

Cirmaciu Milu, profesor, Galati
Solutie:
Se calculeaza ultima cifrd ( notatd cu u.c.) a numerelor: 8" ,2", 3",7".

u.c.(84’k):6 u.c.(84‘k“)=8 u.c. (84“2):4 u.c. (84“3):2
u.c.(24'k):6 u.c.(24'k+l)=2 uc. (24k+2)=4 uc. (24k+3):8 )
; ; ,oricare ar fike N
u.c.(34'k):1 u.c.(34'k+l)=3 u.c. (34k+2)=9 u.c. (34k+3):7
u.c (7”)21 u.c (74'k+1)=7 u.c.(74'k+2)=9 u.c.(74'k+3):3
= 1n toate cele 4 cazuri: u.c.(8” +2" — (3” +7" )) 0 = numaratorul se divide cu 10

u.c.(92'k ) =1 u.c.(92'k+l) =9 )
; , oricare ar fike N
u.c.(42"< ) =6 u.c.(42"<+1 ) =4

In cele doua cazuri, u.c.(9rl -4" ) este 5= numitorul se divide cu 5.

Asadar, fractia se simplifica prin 5.



Problema 3. Sa se determine numerele de forma abcd, a # 0, stiind ca acest numar verifica

egalitatea: 3+6+9+...+ abcd = abed 000.

Patriche Ionel, profesor, Galati
Solutie:
Se observi ci numirul abed =3-x, xe N'. Egalitatea dati devine:
3+6+9+...4+3-x=3-x-1000 & 3- (1+2+3+...+ x) =3-x-1000 &

x-(x+1)

14243+...+x=x-1000 & — =1000- x & x-(x+1)=2000- x.

Dar x # 0.Atunci x+1=2000 < x=1999.
Deci abed =3-1999 =5997.

Problema 4. Si se determine cel mai mic numar natural #», astfel Tncit numarul zerourilor cu care se
termina numarul (n + 10)! sa fie cu 2009 mai mare decat numarul zerourilor cu care se termina

numirul n!.( unde n!=1-2-3-..-(n=1)-n).

Popa Vasile, profesor, Galati
Solutie:
O conditie pentru a satisface cerinta problemei este ca 1 sa dividd numarul
(n+1)-(n+2)-(n+3)-...-(n+10). Rezultaca 5 divide (n+1)-(n+2)-(n+3)-....(n+10).

Deoarece printre numerele n+1, n+2, ..., n+10, exact doud numere sunt multipli de 5, atunci

2009
0

unul se divide doar cu 5, iar celilalt obligatoriu se divide cu 5°*® Rezulti ci
n+10>5"% = 5 >5%% _10.
Ardtdm ci n, =5 —10 este numdrul ciutat.

Fie A=1-2-3-...-n,. Ardtim cd numarul A este de forma A= B-10"-2**”, pe N*,iar B este numar

natural cu ultima cifra diferita de zero.
Analizam modul de obtinere a zerourilor cu care se termina numarul A.
Consideram toate numerele mai mici decat n,, care se divid cu 5, acestea sunt de forma

210" -u, t =1, ke N, unu se divide cu 2 si 5, sau de forma 5 -10-v, [ =1, se N, v nu se divide cu 2
si 5. Pentru un numir de forma 5' -10° - v, asociem numirul de forma 2'-10° -v. Produsul acestora se
termind in [+ s zerouri.

Observam ci 2 figureazi ca factor in numirul A si nu a fost considerat anterior. Forma lui A este
justificatd, iar numarul A-(n,+1)-(n,+2)-...-(n,+10) se termind cu 2009 zerouri mai mult dect

numarul A.



Olimpiada de Matematica —faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasa a VI-a

Problema 1. Numarul natural n da restul 3 la impartirea prin 5 si restul 2 la impartirea prin 7. Ce rest
se obtine la Tmpartirea lui n prin 35?

Viorica Bujor, profesor, Galati

Solutie :
Din ipoteza, existd a,be N*, astfel incit n=5-a+3=7-b+2.
a=7-c+r,c,reN, re {0,1,2,...,6}.
. N Atunci, 5-(7-c+r)+3=7-b+27-(b=5-¢)=5-r+1=7/5r+l1.
Din teorema tmpartirii cu rest,
Dar re {0,1,2,...,6}.Se obtine ca r=4 verifica relatia.

Atunci, a=7 - c+4 = n=35-c+23. Asadar, restul impartirii lui n la 35 este 23.

Problema 2. Fie unghiul £AOB cu masura de 91 si M oMy, M
in interiorul unghiului XAOB , astfel incat:

XAOM,=XM OM,=...= XM OB.

Daca unghiurile XAOB si £BOD sunt adiacente suplementare, se cere:

a) Sa se determine cel mai mare numar natural n, unde m(£AOM,) = X, xe N —{1}

ne N puncte distincte aflate

n °

b) Sa se calculeze masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor XAOB si XBOD
¢) Daca numarul natural n este determinat la punctul (a), punctul C se afla in interiorul unghiului

XAOB, iar psi g sunt numere prime, unde p°’=m(£AOC) si ¢"=m(«<BOC), p>q, sise
demonstreze cd nu existd o semidreapta [OM 1€ {1, 2,3,..., n} , care sa fie bisectoare a unui unghi
£(com ), pe{1.2,3....n}.

Milu Carmaciu, profesor, Galati



D_|

(n+1)-x°:910
darne N, n >1 si ia valore maxima :{
xeN,x=2

n+l1=13=>n=12
x=7"eN

b) Cum unghiurile X(AOB) si £(BOD) sunt adiacente suplementare, bisectoarele lor formeaza un
unghi cu masura de 90° .

).
m(£COB)+m(COA)=91°
m(£COB)=¢q"
m(£COA)=p’

p>4q, p,q numere prime

= m(£COB)=2"; m(£COA)=_89°(de demonstrat unicitatea)

Rezultad cd m(£COM ) =5"
Demonstram prin metoda reducerii la absurd.

Presupunem ca existda [OM,, i€{1,2,3,..,n} , bisectoare a unghiului L((COM p) , unde
pe {1,2,...12}.

Notdim cu y numdrul de unghiuri adiacente cu masura de 7°.

Avem:5+y.7:7-k, keN' = y= 14-k=5

=2k —%e& N’, pentru orice ke N*. Contradictie.

Rezulta ca presupunerea este falsa, de unde rezultd ca nu exista o semidreapta [OM 1€ {1, 2,3,..., n}

care si fie bisectoare a unui unghi £ (COMP), pe{l,2,3,...n}.



Problema 3. Si se determine cite numere naturale de forma 2°-3” -5 au proprietatea ci numirul 4
divide numarul (a+2)-(b+2)-(c+2), unde a,b,ce{0,1,2,...,9} .

Popa Vasile, profesor, Galati
Solutie :

Observam ci in total sunt 1000 numere de forma 2°-3"-5°, cu a,b,c€{0,1,2,...,9}

Metoda I
Sunt posibile urmatoarele cazuri:

L Unul din numerele a,b,c este par, iar celelalte impare. Fie a numar par iar b, ¢ numere

impare. Atunci a+2 este numar par §1 4 divide a +2. Rezulta ca
ae{2,6}, b,ce{1,3,5,7,9}.

Deci sunt 2-25 =750 de numere. in total 3-50 =150 numere.
II. Doud numere sunt pare si unul impar. Fie a,b numere pare §i ¢ numar impar

= a,be{0,2,4,6,8},ce {1,3,5,7,9} = 5-5-5=125 numere.

Total: 3-125=375 numere .
I1I. Toate numerele sunt pare = 5-25=125 numere .

Rezultat=150+375+125=650 numere.
Metoda II.
Numaram tripletele (a,b,c) pentru care 4 nu divide numarul (a+2)-(b+2)-(c+2)
Cazul I. Toate numerele impare = 5-5-5 =125 numere ;
Cazul I1.Un numdr par din multimea {0,4,8} si celelalte numere impare = 3-(3-5-5) =225 numere.

Total numere 125 + 225=350numere.
Asadar, 1000-350=650 numere —solutia problemei.

Problema 4. Sa se determine restul Tmpartirii numarului a =200920092009...2009 prin 21.
2008cifre

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati
Solutie:
a=2009-10°* +2009-10%°%° + .. +2009-10* + 2009 =

=2009-(9+1)*** +2009- (9 +1)*"% + . +2009- (9 +1)* +2009 =
2009+ (Mg +1)+2009- (Mg +1)+...+2009 - (Mg +1) +2009 =

5020ri
—287-7-My+48024-21+14=287-M,, + My, +14=M,, +14

2009 (Mg + M, +...+M9)+{2009+2009+...+2009] =2009- M4 +2009-502

( S-anotat cu M, multiplul numarului k, ke N*).
Asadar, restul impartirii numarului a prin 21 este 14.



Olimpiada de Matematica —faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasaa V-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
maxim corespunzitor.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a=2009-c,+1935, b=2009-c, +700, ¢ =2009-c, +800. 3p
1 a+3-b+5-¢=2009-(c,+3-c,+5-¢;)+(1935+2100+4000) = 2009 (¢, +3-¢, +5-¢,)+8035= | 3p
) =2009-(c, +3-¢, +5-¢;)+2009-3+2008 = 2009 (c, +3-¢, +5-c, +3)+2008.
Restul impartirii este 2008 1p
u.c.(84'1‘)=6 u.c (84'“1):8 uc(S“”) 4 uc(84k+3) 2
u.c (24"‘)26 ; u.c (24"“):2 ’ u.c. (24“2):4 u.c. (24“3):8 3p
u.c.(34’k)=1 u.c (34’1‘”):3 uc(34k+2)=9 uc(34k+3)=7
uc.(74'k)= u.c.(74"‘”)=7 u.c.(74"+2) 9 J|uc. (74“3):3
) = 1n toate cele 4 cazuri: u.c.[8" +2" — 3” +7" )) este 0 = numaratorul se divide cu 10
u.c.(92‘k ) :1 u.c. (92“ ) 2p
; e N
u.c.(42’k ) = 6 uc. (42 k“)
In cele doua cazuri, u.c.(9n - 4“) este 5 = numitorul se divide cu 5 .
Asadar, fractia se simplifica prin 5. 2p
Se observa cd numarul abed =3-x, xe N'. Ip
3 Egalitatea datd devine: 3p
34+6+9+...4+3-x=3-x-1000 & 3- (1+2+3+...+ x) =3-x-1000 &
x-(x+1)
14243+...+x=x-1000 & ——= =1000- x < x-(x+1)=2000- x.
Dar x # 0.Atunci x+1=2000 < x=1999. 3p
Deci abed =3-1999 =5997.
4 O conditie pentru a satisface cerinta problemei este ca 10> si divida 2p




produsul de factori (n+1)-(n+2)-(n+3)-...-(n+10).
Rezultaca 5°* divide (n+1)-(n+2)-(n+3)-....(n+10).

Deoarece printre numerele n+1, n+2, ..., n+10, exact doud 2p

numere sunt multipli de 5, atunci unul se divide doar cu 5,

iar celdlalt obligatoriu se divide cu 5**

Rezultd cd n+10>5"% = n>5"% _10. Ip
Ardtam cd n, = 5" —10 este numarul cautat. 2p

Fie A=1-2-3-...-n,. Aratam cd numarul A este de forma

A=B-10"-2%%, pe N', iar B este numdr natural cu ultima cifra diferita

de zero.

Analizam modul de obtinere a zerourilor cu care se termind numarul A.
Consideram toate numerele mai mici decét n,, care se divid cu 5,

acestea sunt de forma 210" -u, t>1,ke N, unu se divide cu 2 si 5, sau
de forma 5'-10° -v, [>1, se N, v nu se divide cu 2 si 5. Pentru un numar
de forma 5'-10° -v, asociem numarul de forma 2'-10° -v. Produsul acestora

se termind in [+ s zerouri.

Observam ca 2°* figureazi ca factor in numirul A si nu a fost considerat
anterior. Forma lui A este justificatd, iar numarul

A-(n,+1)-(ny+2)-...-(n, +10) se termina cu 2009 zerouri mai mult decat

numarul A.




Olimpiada de Matematica —faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasa a VI-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
maxim corespunzitor.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
Din ipoteza, existd a,be N*, astfel incat n=5-a+3=7-b+2. Ip
1 Din teorema impartirii cu rest, a=7-c+r, c,re N, re{0,1,2,...,6} 2p
' Atunci, 5-(7-c+r)+3=7-b+27-(b=5-¢)=5-r+1=7/5-r+1. 2p
Atunci, a=7 - c+4 = n=35-c+23. Asadar, restul impdrtirii lui n la 35 este 23 2p
Figura corect construita 1p
(n+1)-x* =91° 2p
. . n+l=13=n=12
darne N, n>1 si are valore maxima = 0
x=7€eN
xeN,x=>2
b) Cum unghiurile £(AOB) si £(BOD) sunt adiacente suplementare, bisectq 1p
formeaza un unghi cu misura de 90°
m(LCOB)+m(COA)=91° Ip
)
m(£COB)=g = m(£COB)=2"; m(£COA)=_89"(de demonstrat unicitatea)
m(£COA) = p°
5 p>q, p,q numere prime
Rezultd cd m(£COM )= 5 2p

Demonstram prin metoda reducerii la absurd.
Presupunem ca exista [OMi, i e{l, 2,3,...,n} , bisectoare a unghiului

;{(COMP) ,unde pe {1,2,...,12}.

Notim cu y numirul de unghiuri adiacente cu masura de 7°.
Avem:
S+y-7 14-k-5

7

=7-k, keN = y= =2-k—§$ N’, pentru orice ke N”.

Contradictie. Rezultd ca presupunerea este falsd, de unde rezultd ca nu

10



existd o semidreapta [OM 1€ {1, 2,3,..., n} care sa fie bisectoare a unui

unghi &(COMP), pef{l,2,3,...,n}.

Observam ca in total sunt 1000 numere de forma 1p
2¢.3".5° cu a,b,ce{0,1,2,...,9}
Sunt posibile urmatoarele cazuri: 2p

I. Unul din numerele a,b,c este par, iar celelalte impare. Fie a numar

par iar b, ¢ numere impare. Atunci a+2 este numar par si 4 divide a +2

.Rezultd cd ae {2,6}, b,ce{1,3,5,7,9}.
Deci sunt 2-25 =50 de numere. In total 3-50 =150 numere.

II. Doud numere sunt pare si unul impar. Fie a,b numere pare, iar ¢ 2p

numar impar

.= a,be{0,2,4,6,8},c€{1,3,5,7,9} = 5-5-5=125 numere.

Total: 3-125=2375 numere .

III. Toate numerele sunt pare = 5-25 =125 numere . 1p

Rezultat=150+375+125=650 numere. 1p
a=2009-10"* +2009-10** +...4+200910* + 2009 = 2p
=2009-(9+1)"" +2009- (9+1)** +..+2009- (9+1)* +2009 = 2p
=2009- (Mg +1)+2009- (Mg +1)+...4+2009-(My +1)+ 2009 = 2p
2009 (Mg + M, +...+M9)+(2009+ 2009 +...+ 2009} =

5020ri

=2009-M4 +2009-502 1p

=287-7-My+48024-21+14=287-M,, + My, +14=M,, +14

( S-anotat cu M, multiplul numarului &, ke N¥).
Restul impartirii numarului a prin 21 este 14.

11




Ministerul Educatiei, Cercetarii gi Inovarii
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 7 Martie 2009

CLASA a VII-a

Problema 1. Fie m gi n numere naturale nenule cu proprietatea ca 5
divide 2" 4+ 3™. Sa se arate ca 5 divide 2™ + 3™.

Problema 2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in care M si N sunt
mijloacele laturilor AB, respectiv AC, iar S este un punct mobil pe latura
(BC). Sa se arate ca (MB — MS)(NC — NS) <0.

Problema 3. Fie a si b doua numere naturale. Sa se arate ca numarul
a? + b? este diferenta a doua piatrate perfecte daca si numai dacd ab este
numar par.

Problema 4. Se considera un triunghi echilateral ABC. Punctele M, N
si P sunt situate pe laturile AC, AB si BC, respectiv, astfel incat ZOBM =

%ZAMN = %ABNP si ZOMP = 90°.

a) Sa se arate ca triunghiul NM B este isoscel.
b) Sa se determine masura unghiului ZCBM.

Timp de lucru 3 ore 4+ 1/2 ora pentru intrebari lamuritoare asupra enunturilor
Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte



Ministerul Educatiei, Cercetarii gi Inovarii
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 7 Martie 2009

CLASA A VII-a, SOLUTII SI BAREMURI

Problema 1. Fie m gi n numere naturale nenule cu proprietatea ca 5
divide 2" 4+ 3™. Sa se arate ca 5 divide 2™ + 3™.

Solutie Ultima cifra a puterilor lui 2 si 3 se repeta din 4 1n 4, deci vom

consideram =4k +asgin=4p+b,cua,b=0,1,2,3. ............ 1 punct
Ultima cifra a lui 2" este 2,4,8,6 pentru b = 1, 2, 3, 0 respectiv, iar ultima
cifra a lui 3™ este 3,9,7,1 pentru a = 1,2, 3,0 respectiv. .......... 2 puncte
Numarul 2" + 3™ are ultima cifra 5 in urmatoarele cazuri:
i)a=2b=0;
i)a=b=1;
iii) a =0,b = 2;
V) =0 =3 2 puncte
In toate cele 4 situatii de mai sus ultima cifra a lui 2™ + 3" este 5, ceea
ce trebuia aratat.......... 2 puncte

Problema 2. Fie ABC' un triunghi ascutitunghic in care M si N sunt
mijloacele laturilor AB, respectiv AC, iar S este un punct mobil pe latura
(BC). Sa se arate ca (MB — MS)(NC — NS) <0.

Solutie. Fie D piciorul inaltimii din A. Atunci triunghiurile BDM si
DC'N sunt isoscele, deoarece MB = MD si NC=ND.......... 2 puncte
Daca S = D, atunci M B — M S = 0, de unde rezulta cerinta...1 punct
Daca S se afla pe segmentul (BD), atunci MB > MS si NS > NC, deci
(MB — MS)(NC —NS) < 0. 2 puncte
Analog daca S apartine segmentului (DC).................... 2 puncte

Problema 3. Fie a si b doua numere naturale. Sa se arate ca numarul
a® 4 b? este diferenta a doud patrate perfecte daca si numai dacd ab este
numar par.

Solutie. Pentru implicatia directa, presupunem prin absurd ca numarul
ab este impar. Atunci a si b sunt numere impare, deci a? + b? este de forma
Ak 4 2. 2 puncte



Deoarece a* + b* = m? —n?> = (m — n)(m + n), observam c& daci m,n
au aceeasi paritate rezultd ca a? + b? este multiplu de 4, iar dacd m,n au
paritati diferite gasim a? + b? impar, contradictie................. 2 puncte

Pentru implicatia contrara, sa observam ca a® + b? = 4s, daca si a si b
sunt pare, sau a® + b*> = 2r + 1, daca doar unul este par. ........ 2 puncte

In primul caz scriem 4s = (s 4+ 1)2 — (s — 1)2, iar in cel de-al doilea caz
avem (r + 1)? — r?, ceea ce incheie demonstragia. ................ 1 punct

Problema 4. Se considera un triunghi echilateral ABC'. Punctele M, N
si P sunt situate pe laturile AC', AB si BC, respectiv, astfel incat ZC'BM =

1 1
EAAMN = ngNP si ZOMP = 90°.
a) Sa se arate ca triunghiul NM B este isoscel.

b) Sa se determine masura unghiului ZCBM.

Solutie. a) Fie x masura unghiului ZM BC. Atunci ZABM = 60° — x

si ANMB =60°—x,deci NM =NB. ..., 2 puncte
b) Fie @ un punct pe semidreapta (C'A astfel incat CQ) = 2- CA. Atunci
AQPC ~ ABMC si @QB1BC. Inseamna ca ZPQC =x.......... 1 punct

Fie O mijlocul segmentului PQ). Cum P(Q este ipotenuza comuna in
triunghiurile BPQ si M PQ, rezulta ca OM = OB = % - PQ. Din ZBOM =
60° rezulta ca triunghiul OBM este echilateral, deci ON LBM....1 punct

Fie S si T punctele de intersectie ale dreptei BM cu PN si P(Q) respectiv.
Avem /BTN = ZQSM = 120° — 2z, deci triunghiul PST este isoscel cu
P S = Pl 1 punct

Daca T # S, perpendiculara din P pe segmentul T'S taie dreapta ON,
fiind bisectoarea unghiului ZN PO, in contradictie cu ON_LBM. Rezulta
T =S, deci punctele P, N, O, @ sunt coliniare. .................... 1 punct

De aici PB=PM six = /ZPBM = /ZPMB =15° ........... 1 punct
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CLASA a VIII-a

Problema 1. Sa se determine numerele reale pozitive x, ¥y, z care verifica
simultan egalitatile 22y? +1 = 22+ 2y, y?22+1 = y? +yz si 2222 +1 = 22 22

Problema 2. Numerele reale a, b, ¢, d, e au proprietatea ca
la — bl =2|b—c| = 3|c — d| = 4]|d — e| = 5le — al.
Sa se arate ca numerele a, b, ¢, d, e sunt egale.

Problema 3. Consideram prisma patrulatera regulata ABCDA B'C'D’
in care AB =a, AA' = %ﬁ, iar M este mijlocul muchiei B'C’. Fie F piciorul
perpendicularei din B pe dreapta M. Sa se determine masura unghiului
dintre planele (BF D) si (ABF).

Problema 4. Numerele naturale a si b verifica relatia
(a® — 9b*)* — 33b = 16. (1)

a) Sa se arate ca |a — 3b| > 1.
b) Sa se determine toate perechile de numere naturale (a,b) care satisfac
relatia (1).

Timp de lucru 3 ore 4+ 1/2 ora pentru intrebari lamuritoare asupra enunturilor

Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte
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CLASA a VIII-a, SOLUTII SI BAREMURI

Problema 1. Sa se determine numerele reale pozitive z, y, z care verifica
simultan egalitatile 22y?+1 = 22+ 2y, y?22+1 = y? +yz si 2222 +1 = 22+ 22

Solutie Deoarece 2%y + 1 > 2zy, rezultd x? > wzy si analog y* > yz,

2 T 3 puncte
Daca unul dintre numere, spre exemplu x, ar fi egal cu 0, inlociund in
prima relatia am avea 1 = 0, fals, deci z,y, z sunt nenule. ......... 1 punct
Atunciz >y>z>x, decic =y =2oooooiiiiiiii i 2 puncte

Obtinem 2* +1 =222 deunde x = 1 si apoi x =y = 2 = 1....1 punct
Problema 2. Numerele reale a, b, ¢, d, e au proprietatea ca
la —b] =2|b—c| =3|c—d| =4|d —¢e| = 5|e — al.
Sa se arate ca numerele a, b, ¢, d, e sunt egale.

Solutie. Fie k valoarea comuna a modulelor. Atuncia—b = +k, b—c =
i%k:, c—d= j:%k, d—e= i%k sie—a= i%k (pentru anumite alegeri a

semnelor S —). o 3 puncte
Daca k = 0, problema este rezolvata. .......................... 1 punct
Pentru k # 0, prin adunarea relatiilor obtinem 0 = (£1+3+3+ 1+ 1)k,
deci % =41+ % + % + %p pentru o alegere a semnelor. ............ 1 punct
Pentru orice alegere a semnelor, ultima egalitate revine la % = {3, cum
intreg, deci 5 divide 12, contradictie................ .. ... ... ... 2 puncte

Problema 3. Consideram prisma patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’

in care AB = a, AA' = %5, iar M este mijlocul muchiei B'C’. Fie F piciorul
perpendicularei din B pe dreapta MC. Sa se determine masura unghiului

dintre planele (BF D) si (ABF).

Solutie. Planele (BFD) si (ABF) se taie dupa dreapta BF. Muchiile
AB i DC sunt perpendiculare pe planul (BCC"), deci si pe dreapta BF. 1
punct



Dreapta BF' este perpendiculara pe DC si pe F'C - din ipoteza - deci pe
planul (DFC) si implicit pe DF. ... 2 puncte

Avem AB C (ABF), AB1BF si DF C (DBF), DF1BF, deci masura
unghiului dintre planele (BFD) si (ABF) este masura unghiului dintre
dreptele AB i DF, adica ZFDC, deoarece AB || DC. ......... 2 puncte

Obtinem din relatia lui Pitagora ca MC' = %ﬁ ............... 1 punct

In triunghiul dreptunghic F DC avem tg/FDC = */?g, deci masura unghi-
ului dintre cele doua plane este de 30°. ......... . ... ... L. 1
punct

Problema 4. Numerele naturale a si b verifica relatia
(a® — 9b*)* — 33b = 16. (1)

a) Sa se arate ca |a — 3b| > 1.
b) Sa se determine toate perechile de numere naturale (a,b) care satisfac
relatia (1).

Solutie. a) Daca prin absurd |a — 3b] < 1, din |a — 3b] € N obtinem

[@ = 3b] = 0.0 1 punct
Atunci (a? —90%)2 —=33b=—33b#16. ... 1 punct
b) Deoarece (a—3b)% > 1, avem 16+33b = (a>—90?)? = (a+3b)*(a—3b)* >
(@4 3D)2 > 0D 1 punct
De aici rezulta ca b < 4, deoarece b > 5 implica 9% > 45b = 33b + 12b >
33b 4 16, 1 punct
Atunci b este 0, 1, 2, 3 sau 4 si deci 33b + 16 =16, 49, 82, 115 sau 148,
TESPECHIV. 1 punct
Cum 33b + 16 este patrat perfect, ............................ 1 punct
raman doar solutiile b = 0 gi @ = 2 sau b = 1 gi a = 4; in alte cuvinte,
vom obtine perechile (a,b) = (2,0), respectiv (4,1)................ 1 punct
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