Ministerul Educatiei, Cercetarii si Inovarii
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 7 Martie 2009

CLASA a IX-a
Problema 1. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC' se considera
punctele D si respectiv F, astfel incat DA+ DB+ EA+ EC = 0.
Fie T intersectia dreptelor DC' gi BE. Sa se determine « real astfel incat
TB+TC = aTA.

Gazeta Matematica

Problema 2. Elementele multimii M = {1,2,3,...,99,100} se aseaza
intr-un tablou cu 10 linii gi 10 coloane, astfel:

172 ]---1]10
11 (12} --- | 20
911921 --- | 100

Sa se arate cd oricum am sterge 10 elemente ale tabloului, printre cele
90 de numere ramase exista cel putin 10 numere in progresie aritmetica.

Problema 3. a) Fie a,b > 0 si z,y > 0. Sa se arate ca

a’ E> (a+b)®

2T ()

b) Fie a,b,c > 0 si x,y,z > 0 astfel incat a +b+c =2z +y + z. Sa se

arate ca

3 3 3

+ =+ >a+b+c
Y z

a

T2

Problema 4. Sa se determine functiile f : N* — N* pentru care

flety) +f() 2y + [ (x)

20+ f(y)  fle+y)+[f(y)’

pentru orice x,y € N*,

Timp de lucru 3 ore + 1/2 ord pentru intrebari lamuritoare asupra enunturilor

Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte
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CLASA a IX-a, SOLUTII ST BAREMURI

Problema 1. Pe laturile AB gi AC ale triunghiului ABC se considera
punctele D si respectiv E, astfel incat DA+ DB + EA+ EC = 0.
Fie T intersectia dreptelor DC' si BE. S& se determine « real astfel incat

TB+TC = aTA.

Solutie. Observim ca vectorii DA + DB si EA + EC au, respectiv,
directiile vectorilor necoliniari AB si AC, deci suma lor este 0 doar dac
amandol sunt O.. ... e 4 puncte

Deducem ci punctele D si E sunt mijloacele segmentelor AB gi AC, deci
T este centrul de greutate al triunghiului ABC. Din relatia

TA+TB+TC =0,
TezUIta v = — L. oo 3 puncte

Problema 2. Elementele multimii M = {1,2,3,...,99,100} se ageazi
intr-un tablou cu 10 linii gi 10 coloane, astfel:

112 ]---1] 10
11 (12 }--- | 20
91192 |.-- | 100

Sa se arate cd oricum am gterge 10 elemente ale tabloului, printre cele
90 de numere ramase exista cel putin 10 numere in progresie aritmetica.

Solutie. Vom incerca sa elimindm 10 elemente astfel incat printre cele
ramase sa nu existe 10 in progresie aritmetica.

Observam, mai intéi, cd numerele din fiecare linie si din fiecare coloana
sunt in progresie aritmetica, deci va trebui sa elimindm cite un numar din



fiecare linie gi din fiecare coloana. Implicit rezultd ca oricare 2 dintre cele
10 numere eliminate trebuie sa fie din linii si coloane diferite... ... 2 puncte

Apoi, dacd numaérul eliminat din linia 7 , 1 <4 < 9, se afli pe coloana
k, atunci numarul eliminat din linia ¢ + 1 trebuie sa se afle pe o coloana I,
cul < k, altfel, intre cele 2 numere raméan in tabel neeliminate cel putin 10
numere consecutive, care formeaza o progresie aritmetica. ........ 3 puncte

Deducem ca, pentru a nu raméne in tabel 10 numere pe aceeasi linie sau
coloana sau 10 numere consecutive, trebuie sa elimindam numerele 10, 19,
28,...,91 (adicd numerele de pe diagonala secundard a tabloului).

Dar atunci rdméan neeliminate numerele 11, 20, 29, 38,47, 56, 65, 74, 83 si
92, care formeaza o progresie aritmetica de ratia 9................ 2 puncte

Problema 3. a) Fie a,b > 0si z,y > 0. Sa se arate ca

@ b (a+0b)?
3t 32 2"
x Yy (z+y)
b) Fie a,b,c > 0 si x,y,z > 0 astfel incat a +b+c =z +y + 2. S& se

arate ca
at b c?
7+7+—22a+b+c.
T Y z

Solutie. a) Inegalitatea este echivalenta cu

3 b3
(2% + 22y + ¢?) <QQ + 2) > a® + 3a®b + 3ab® + b7,
T Y
satl 213 3 3 3,2
b b
T2t 02 T B S 302 4 30,
Yy x x
.............................................................. 1 punct
Sa observam ca
23 3 23 3 3
T4t T 8V TV 3305 = 3%
Y x Y x x
Analog,
b3 3,2
27 L Y > 3,
Y x
.............................................................. 4 puncte

si, prin adunare, obtinem inegalitatea ceruta.

Observatii. 1) Elimindnd numitorii, inegalitatea se poate scrie sub
forma
(bx — ay)? (bx2 +2(a+b) 2y +ay?) >0,

evident adevarata.



2) Dacd a; > 0, x; > 0, pentru ¢ = 1,2,...,n iar k € N*, atunci

" k+1
N k41 > ai
a; i=1
>

7

> > ,w
= (i%)
i=1

inegalitatea rezultdnd din inegalitatea lui Jensen aplicata functiei f (z) =
2FF1 pentru 2 € [0, +00).

b) Folosind inegalitatea precedenta, avem:

3 b3 3 b)3 3 b 3
a7+72+07>m_|_i>(a+7+0)2:a+b+&

2y 2T (aty)? P (ety+a)
.............................................................. 2 puncte
Problema 4. Si se determine functiile f : N* — N* pentru care
flety+f@) _ 2y+f(=)
22+ f (y) fla+y)+ )
pentru orice x,y € N*,
Solutie. Pentru x = y obtinem
f2)+f(@) _ 2+ f()
20+ f(z)  f22)+ f(2)
de unde
fn) + i@
2z + f () ’
deci f (2z) = 2z, adicd f (n) = n, pentru orice n par.............. 3 puncte

Fie acum z si y impare. Atunci = + y este par, deci f(z+vy) =z + y.
Din ipoteza obtinem

(@ =)+ f (@) (y =)+ f (y) (¢ —y) =0,

sau
(@—y)(z—y—f@)+f(y)=0.
Deducem ca f (z) —x = f (y) — y, pentru orice = # y, deci functia f () —z
e constanta.
Fie f(z) —x =k, deci f (n) = n + k, pentru n impar. ........ 3 puncte
Fie acum x par si y impar. Obtinem

r+y+k+a 2+

20 +y+k  ctytktyt+k’

de unde k = 0. Deducem ci f (n) = n, pentru orice n € N*......... 1 punct

Observatie. Alternativ, se poate arita, prin particularizari, cd f (1) =
1, f(2) =2, f(3) =3, si apoi, inductiv, ca f (n) = n, pentru orice n.
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CLASA a X-a

Problema 1. Fie f, g : R — R doua functii cu proprietatea

pentru orice z € R.
a) Sa se arate ca f gi ¢ sunt functii impare.
b) Dati un exemplu de functii cu proprietatea din enunt,

Problema 2. Sa se determine numerele complexe zi, 2o, 23 de acelasi
modul, cu proprietatea ca z; + 29 + 23 = 212023 = 1.
Gazeta Matematica

Problema 3. Fie multimile A = {z € R |3 = x + 2} si
B ={z € R| logg(z + 2) + log,(3* — z) = 3® — 1}. Sa se arate ca:

a) A C B;

b) B¢ QsiBgR\Q

Problema 4. a) Fie 2, 25, 23 numere complexe nenule de acelagi modul
astfel incat z; + 2o + z3 = 0. Sa se arate ca punctele A;(z1), Aa(22), As(z3)
sunt varfurile unui triunghi echilateral.

b) Fie n > 3 un numar natural gi fie U, = {z € C| 2" = 1} multimea
radacinilor de ordin n ale unitatii. Sa se determine numarul maxim de ele-
mente ale unei multimi A C U,, cu proprietatea ca z; + z3 + z3 # 0 pentru
orice 21, 29, 23 € A.

Timp de lucru 3 ore + 1/2 ora pentru intrebari lamuritoare asupra enunturilor
Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte
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CLASA a X-a SOLUTII ST BAREMURI ORIENTTIVE

Problema 1. Fie f, g : R — R doua functii cu proprietatea

pentru orice z € R.
a) Sa se arate ca f gi ¢ sunt functii impare.
b) Dati un exemplu de functii cu proprietatea din enunt,

Solutie. a) Din f(g(z)) = g(f(z)) = —z deducem g(f(g(z)) = g(—=)
pentru orice x real. ... 2 puncte

Din ¢g(f(x)) = —x obtinem ca g(f(g(x))) = —g(x) pentruorice z € R..2
puncte

Cele doua relatii de mai sus implica imparitatea functiei g. Analog pentru

functia f.o.o oo 2 puncte

b) Functiile f,¢g : R — R date prin f(z) = z, g(x) = —x verifica propri-
etate din enunt. ... .. 1
punct

Problema 2. Sa se determine numerele complexe zi, 2o, 23 de acelasi
modul, cu proprietatea ca z; + 29 + 23 = 212923 = 1.

Solutie. Din conditia data deducem |z1| = |z = |23| =1....... 1 punct

Prin conjugare, din z;+29+23 = 1 deducem zy2942023+2321 = 1 = 212923
2 puncte

Din cele doua egalitati precedente

.................................................................. 2 puncte
de unde {z1, z0.23} = {1,4, —i}. ..o 2 puncte

Problema 3. Fie multimile A = {z € R |3 = x + 2} si
B ={z € R| logy(z + 2) + log,(3* — z) = 3® — 1}. Sa se arate ca:

a) A C B;

b) B¢ QsiB¢R\Q



Solutie. a) Fie x € A. Atunci 3* = x + 2, de unde = = logs(x + 2) si
1 = log,y(3*—x). Prin adunare obtinem log;(z+2)+log, (3" —x) = 3*—1,adica
TEB. Deci A C B .o 3 puncte
b)l1eBdeci BZR\NQ . ..o 1 punct
Fie a # 1 astfel incat 3° = a + 2. Atunci ¢ € B (din a)) si aratam
ca a € R\ Q, deci va rezulta B ¢ Q. Prin absurd, daca a = m/n fractie
ireductibild, implici 37 = 2+ 2 € Q, deci 3% € Q, adicd n = 1 si prin
urmare 3™ = m + 2, implicand m =1, absurd. ......... ... ... ... 3 puncte

Problema 4. a) Fie 2, 25, 23 numere complexe nenule de acelagi modul
astfel incat z; + 2o + z3 = 0. Sa se arate ca punctele A;(z1), Aa(22), As(z3)
sunt varfurile unui triunghi echilateral.

b) Fie n > 3 un numar natural gi fie U, = {z € C| 2" = 1} multimea
radacinilor de ordin n ale unitatii. Sa se determine numarul maxim de ele-
mente ale unei multimi A C U, cu proprietatea ca z; + z3 + z3 # 0 pentru
orice 21, 29, 23 € A.

Solutie. a) De exemplu, geometric, faptul ca numerele au acelagi modul
si verifica z + 1 4 25 + 23 = 0 Inseamna ca triunghiul cu aceste afixe are

G =H,decieechilteral. ......... ... . ... ... . ... 1 punct

b) Daca n nu e multiplu de 3, nu exista triunghiri echilaterale cu varfurile
in afixe din U,,, deci maximul cerut este m......................... 3 puncte

Daca n = 3k, atunci din cele k triunghiuri echilaterale cu varfuri in
U, putem alege cel mult cate doua varfuri din fiecare, adica cel mult 2k
elemente. De exemplu A = {w3, W% ... w*}U{w? W’ ... w1} unde w =
COS 25 4+ IS ZE L 3 puncte

Timp de lucru 3 ore + 1/2 ora pentru intrebari lamuritoare asupra enunturilor
Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte
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CLASA A XI-a

Problema 1. Fie A, B,C trei matrice de ordin 3, care au elemente
numere reale si care indeplinesc conditiile: det(A) = det(B) = det(C) si
det(A+iB) = det(C' + 1A). Aratati ca det(A + B) = det(C + A).

Problema 2. Fie n € N* gi o matrice A € M,,(C), A = (apq)1<p,g<n, CU
proprietatea:

Q5 + Qi + Ak = 0,Vi, j, k € {1,2,...,71}.

Aratati ca rang(A) < 2.
Gazeta Matematica

Problema 3. Fie (z,,),>1 un sir definit de

1
T =2,Tp41 = xn—i—ﬁ,‘v’n > 1.

Aratati ca lim z,, = 1 si calculati lim (x,)".
n—oo n—oo

Problema 4. a) Aratati ca functia F' : R — R, F(z) = 2[x] —cos(3m{z})
are proprietatile: functia F' este continua pe R si, pentru orice y € R, ecuatia
F(z) = y are exact trei solutii ([z] este partea intreaga a lui x).

b) Fie £ > 0 un numar intreg par. Aratati ca nu exista nicio functie
f : R — R cu proprietatile: functia f este continua pe R i, pentru orice
y € Imf, ecuatia f(x) = y are exact k solutii (Im f este multimea valorilor
functiei f).

Timp de lucru 3 ore + 1/2 ora pentru intrebari lamuritoare asupra enunturilor.
Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte.
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CLASA A XI-a, SOLUTII ST BAREMURI

Problema 1. Fie A, B, C trei matrice de ordin 3, care au elemente numere reale si
care indeplinesc conditiile: det(A + iB) = det(C + iA) si det(A) = det(B) = det(C).
Aratati ca det(A + B) = det(C + A).

Solutie. Fie functia f : R — R, f(z) = det(A + zB) — det(C + zA) (1 punct).
Aceasta functie este polinomiala gi are grad < 3 (1 punct). Din ipoteza, coeficientul
lui 22 este det(B) — det(A4) = 0, f(0) = det(A) — det(C) = 0 si f(i) = det(A +iB) —
det(C 4+ iA) = 0 (3 puncte). Rezulta ci functia este de forma f(z) = az? + bz, cu
—a+bi=0,a,be R, decia=b=0, f(r) =0,Vx € Rsi det(A+ B) —det(C + A) =
f(1) =0 (2 puncte).

Problema 2. Fie n € N* i o matrice A € M,,(C), A = (apq)1<p,g<n, Cu propri-
etatea: a;; + ajp +ap; = 0,Vi, 5,k € {1,2,...,n}. Aratati ca rang(A4) < 2.

Solutie. Aratam ca, daca n > 3, atunci orice minor de ordin 3 este nul (1 punct).
Luand i = j = k rezulta a; = 0,Vi (1 punct), iar Kk = i = a;; +aj; = 0,4,
(1 punct). Sa consideram un minor oarecare D de ordin 3, facut cu elemente de pe
liniile ¢, 7,k si coloanele p,q,r. In D, scazand prima linie din a doua obtinem linia
L= (ajp — Qip, Qjq — Ajg, Qjr — ai,«). Avem Qjs — Ajs = Ajs +ag; = —Qjj pentru s=Dp,q,r,
deci linia L are elementele egale. Analog, linia obtinuta prin sciderea primei linii din
linia a treia are elemente egale. De aici, D = 0 (4 puncte).

Problema 3. Fie (x,),>1 un sir definit de 1 = 2, 2541 = /T + %, Vn > 1.

Aratati ca lim x,, =1 gi calculati lim (z,)".
n—oo n—oo

Solutie. Avem, inductiv, 1 < z,, < 2,Vn € N* (1 punct) si z, > z,41,Vn € N* (1
punct), deci sirul (z,), are o limitd L > 1 care verifici relatia L = v/L, deci L =1 (1
punct).

Pentru a doua limita, scriem z) = u’", cu u, = (1 + =, — 1)ﬁ — e (1 punct),
iar pentru limita sirului v,, = n(z, — 1) observam inductiv ca z, > 1 + %,Vn > 5 g
Ty <1+ ﬁ,Vn > 5, deci, din teorema clegtelui, v,, — 1 (3 puncte).

Problema 4. a) Aratati ca functia F': R — R, F(z) = 2[z] — cos(3w{x}) are pro-
prietatile: functia F' este continud pe R si, pentru orice y € R, ecuatia F(z) = y are
exact trei solutjii.

b) Fie £ > 0 un numar intreg par. Aratati cd nu exista nicio functie f : R — R cu
proprietatile: functia f este continud pe R si, pentru orice y € Imf, ecuatia f(z) =y
are exact k solutii.



Solutie. a) Deoarece functia [-] este continua pe R\ Z, F este produs, compunere si
diferenta de functii continue, deci este continua pe R\ Z (1 punct). In punctele a € Z,
lim F(z) = 2a — cos0 = 2a — 1, lim F(z) = 2(a — 1) — cos3m = 2a — 1, F(a) = 2a — 1,
z\a z/'a

deci F este continui (1 punct). In plus, dacii y ¢ 2Z + 1 ecuatia f(x) = y are trei
solutii, situate in intervalul ([%1} , [y—;rl} + 1), iar daca y € 2Z + 1 ecuatia f(x) =y

are solutiile yTH, 32’6# si ?’yc%l

functiei F') (1 punct).

b) Sa presupunem ca exista o astfel de functie. Fie A € Imf g1 21 < 22 < ... < 9
solutiile ecuatiei f(z) = A. Atunci, pe fiecare din intervalele Iy = (—o0,x1),[; =
(x1,x2), ..., lop = (wok, 00) diferenta d(z) = f(z) — A are semn constant (2 puncte).

Daca d(z) are semnul , 4" pe Iy si pe I, atunci f este marginta inferior pe fiecare
din intervalele Iy, I1, ..., Is;, deci pe R. In plus, marginea inferioarda m = inf f este
atinsa in [xg, xox]. Fie t1 < t2 < ... < tg punctele in care se atinge marginea inferioara.
In acest caz, alegand vecinatati disjuncte Vi, Vo, ..., Vo, ale punctelor t1,to,..., 19 si
y > m, suficient de apropiat de m, gasim in fiecare V; cate doua solutii ale ecuatiei
f(x) = y. Rezulta astfel cel putin 4k solutii ale ecuatiei f(x) =y — contradictie. Cazul
cand d(z) are semnul , —” pe Iy §i pe I se trateaza analog (1 punct).

Daca d(x) are semne opuse pe Iy si Iok, pe cel putin k dintre cele 2k — 1 intervale
I, ..., I, functia d(x) are acelasi semn, de exemplu , +”. In acest caz, pentru y > A,
suficient de apropiat de A\, ecuatia f(x) = y are cel putin 2k solutii pe [zg,z2x] i 0O
solutie pe Iy sau Iy, — contradictie (1 punct).

(numarul solutiilor se poate deduce si urmarind graficul
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CLASA A XII-a

Problema 1. Fie f : [0,00) — [0,00) o functie descrescatoare, astfel

xT
incat / f(t)dt < 1, oricare ar fi z > 0. Sa se arate ca:
0
x

a) lim / f(t)dt exista si este finita;

T—00 0

b) lim zf(x) = 0.

Tr—00

Problema 2. Fie A un inel comutativ cu n elemente, n > 2. Sa se arate
ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) x? = z, oricare ar fi x € A;
b) numarul functiilor polinomiale f:A— A este n2.
Gazeta Matematica

Problema 3. Fie f: [0,1] — R o functie continua astfel incat

/Ol(a; — 1) f(z)da = 0.

Sa se arate ca: .
a) exista un punct a € (0, 1) astfel incat / zf(x)dr =0;
0

b
b) exista un punct b € (0, 1) astfel incat / zf(x)dz = bf (D).
0
Problema 4. Fie K un corp finit cu ¢ elemente si n > ¢, n € N. Sa se

determine probabilitatea ca alegand un polinom din multimea polinoamelor
de grad n din K[X], acesta sa nu aiba nicio radacina in K.

Timp de lucru 8 ore + 1/2 ora pentru intrebari lamuritoare asupra enungurilor.
Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte.
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CLASA A XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie f : [0,00) — [0,00) o functie descrescatoare, astfel

xT
incat / f(t)dt < 1, oricare ar fi z > 0. Sa se arate ca:
0

€T
(a) lim f(t)dt exista si este finita,;

Tr—00 0

(b) lim zf(x) = 0.

r—00

Solutie. (a) Concluzia rezulta din faptul ca functia F' : [0,00) — R,

F(x) = t)dt, este crescatoare si marginita.
g

......... 03 puncte
(b) Daca x > 0, atunci F(z) — F(z/2) = ’ f)dt > (x/2)f(x) > 0.

Cum lim (F(z) — F(z/2)) = 0, rezulta ca lim ;}2(:10) =

..... rﬂoorﬂw4 puncte

Problema 2. Fie A un inel comutativ cu n elemente, n > 2. Sa se arate
ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) x? = x, oricare ar fi z € A;

(b) numarul functiilor polinomiale f:A— Aeste n2.

Solutie. Mai intai aratam ca numarul functiilor polinomiale ale inelului
A este cel putin n?.

Fie f,g € A[X], f =aX +bsi g=cX+d. Daca f i g au aceeasi functjie
polinomiala, atunci f(0) = g(0) si f(1) = g(1), de unde b = d si a = ¢, deci
f=g. Intrucat exista n? polinoame de grad cel mult 1, rezulta ca exista cel
putin n? functii polinomiale.



Ardtam ci (a) implica (b). Fie f = ap X* + ap 1 X* 1+ + a1 X + ao,

k> 1. Cum f(z) = (ap + ag_1 + -+ + a1)x + a9 = ax + ay, oricare ar fi

x € A, rezulta ca f = g, unde g = aX + ag. Prin urmare, numarul functiilor
polinomiale este exact n?.

Pentru a demonstra implicatia inversa, consideram polinoamele f = X2
sig=aX +0b, unde f = §. Rezulti cii 22 = ax + b, oricare ar fi z € A.
Pentru = = 0, obtinem b = 0; apoi, pentru x = 1, obtinem a = 1. Deci
2% = z, oricare ar fi z € A.

Problema 3. Fie f: [0,1] — R o functie continua astfel incat

/Ol(x 1) f(2)dz = 0.

Sa se arate ca:

xT

(a) functia H : [0,1] — R, H(z) = l/m tf(t)de —/ f(t)dt, daca x €
T Jo

0
(0,1], si H(0) = 0, indeplinegte conditiile teoremei lui Rolle pe inter-
valul [0, 1];

(b) exista un punct a € (0, 1) astfel incat / zf(x)dz = af(a).
0

Solutie. (a) Fie functiile derivabile F,G : [0,1] — R, F(x) = / f(t)de
0

si G(x) = / tf(t)dt. Rezults H(z) = G(x)/x — F(x), 0 < 2 < 1. Intrucét
0
lin% H(z) = G'(0) — F(0) = 0, rezulta ca H este continua in 0. Concluzia

rezulta din faptul ca H(0) = H(1) = 0 si H este derivabila pe (0, 1].

(b) Din teorema lui Rolle rezulta ca exista un punct b € (0, 1), astfel incat
H'(b) = 0. Intrucat

H'(z) = —flr)=——5%, O0<z<1,

obtinem G(b) = 0.
Aplicand teorema lui Rolle functiei K : [0,b] — R, K(z) = e *G(x),
i

rezulta ca existd un punct a € (0,b), astfel incat K'(a) = 0, 1.

G'(a).



Problema 4. Fie K un corp finit cu ¢ elemente si n > ¢, n € N. Sa se
determine probabilitatea ca alegand un polinom din multimea polinoamelor
de grad n din K[X], acesta sa nu aiba nicio radacina in K.

Solutie. Fie f un polinom de grad n si g restul impartirii lui la polinomul
X?7—X. Cum radacinile lui X?— X sunt toate elementele lui K, polinoamele
din K[X] de grad n, care au aceeasi functie polinomiala cu f, sunt cele de
forma (X9 — X)c + g, unde gradul lui ¢ este n — ¢, deci numarul lor este

q""q—1).

Intrucat numérul polinoamelor de grad n din K[X] este ¢"(q—1), rezult
ca numarul functiilor polinomiale atasate polinoamelor de grad n este

q"(¢g—1)

— =,
q" (g —1)

adica exact numarul functiilor de la K in K.

uuuuu

(g —1)¢g" 7= (q—1)71¢" 9. Deci probabilitatea ceruta este

(q— )*g (1 ) 1)

q"(g—1) q
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