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FISA RECAPITULARE continuitate si derivabilitate - 20 MARTIE 2020
(subiecte selectate de prof. Gobej Adrian)

PROBLEMA NR. 1

r—1

Sa se caleuleze f(1) pe functia f: R =+ R, ==
a se caleuleze f'(1) pentru functia f — fix) e

a) 2: b) 0; ) L; djl F] ;) —3.
PROBLEMA NR. 2 (TOP!

84 se determine multimea valorilor lui @ € B astfel incit ecuatia In(1 + 2x) — 2% = a si aiba o singuri
solutie strict negativia. (6 pet.)

a)ae(—e e);blae (0, In2):c)ae (-1, In2);d)ac (—o0, 0):e)ac (0, n2—3):f)ac (].n3).

PROBLEMA NR. 3

Fie functia f : E = R, f(r) = 1:.".:' (1- J‘.‘}E. Sa se determine suma absciselor punctelor de extrem local.

(6 pct.)
a) 2 - b) —_- c) i; d) % e) % ) %

PROBLEMA NR. 4 (TOP!

Fie functia f: (0,0c) = R, fir) = f_'—;frr Daca F este o primitiva a functiel f astfel incat F{1) = 0,

si se caleuleze lim F(z). (6 pet.)

a) 2n2:b) 1n2;c) $In5:d) snde) 2nZ f) 2 InT.

PROBLEMA NR. 5

Sa se determine abscisa punctului de extrem local al functiei f: (0, 00) = B, fliz) =2 —Inr. (6 pct.)
a)r =2 bjr=5c)r=2d)r=3e)jz=1f)z= :_@
PROBLEMA NR. 6

Fie polinpamele f.g e R[X]. f = (X —1)*"7 + (X —3)"™MF + X2+ X +1gig=X?—-4dX +4. Si=e
determine restul impartirii polinomului f la polinomul g. (6 pet.)

a)fX+1b) X —1e)6X —-3:d)2X + ;) 2X -3 f) X + L.

PROBLEMA NR. 7

Determinati abscisele punctelor de extrem pentru functia f : R — R, f(z) = z* — 3z + 1. (6 pct.)
ajre{-1l1hblze{-3.0keclze{lihd)z=5e)zec {-2,1}: )z = {2,3}.

PROBLEMA NR. 8 (TOP!!

Considerim functia f : [-1.1] = R, f(z) = § — rrtgh-' =, daci ¢ € (—11]. si f(—-1) = -3
Fie M = {m € R | ecuatia f(z) = mz are trei soluiii reale gi distincte}. Atunci: (6 pet.)
a) M= (0.2];b) M= (Z,Z]:c) M= [Z.Z]:d) M= [0.Z]:e) M= [1,Z):f) M= (1,3].

PROBLEMA NR. 9 (TOP!)
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Fie numerele a = 2016Y274, b = 2015¥79%5, ¢ = 2014V, Care afirmatie este adevarata? (6 pct.)

ajezazkblbra>ac)exbradlazexhelazbzaf)lb>ec>a

PROBLEMA NR. 10

Fie f: R+ R, f(r)= =*2 "‘Ij'_'_'“f__lz”'l” Sa se calculeze valoarea minima a functiei f. (6 pet.)

a) 3 b) 6;c) 11; d) T;e) 9; 1) 4.

PROBLEMA NR. 11

Notim cn o partea reald a unei radicini din C\R a polinonmlni f = X¥ — X2 — X — 1. Atunci: (6 pet.)
ajac(3.1ibac(diic)ac(-2.-1)d)lac(-1l.—1he)as (0.3):f) as(—30)

PROBLEMA NR. 12
Fie functia f : B = R, f(r) = {

(5 pct.)
ajm=2bjm= % ¢l m= % dim=-2e)m=4;f) m= -5

>
r+m, =<l . _ . . e L
. 5a se afle m £ R, astfel iIncat functia f sa fie continua.

2r+1, z>1

PROBLEMA NR. 13

Fie functia f : (0, 00) = R. f(z) = £* —Inz. 8a se determine ahscisa punctului de extrem local al functiei
f. (5 pet.)
a) 1: b) —l‘f_,—ﬁ.' c) 3:d) "'TG e)

[

L) 1.

PROBLEMA NR. 14

Fie f:(0,00) = B, f(r) = lnr — r. Abscisa punctului de extrem al functiei f este: (5 pet.)

ajr=Lblz=dic)r=eadlr=che)z=3{)z=1L

PROBLEMA NR. 15

¢
1
Sa se caleuleze £ = lim f ———dz. (5 pet.)
1 wlzi+1)

t—+oo

a}f—l:lﬂf—l+|112:c]£‘— 1d) £ =3In2; F]E—IT f) f =In2.

Mult spor!
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BAREME SI REZOLVARI DETALIATE
BAREM PROBLEMA NR. 1 (RASPUNS E)

. . , 2+1-202 492 —x24+22+1 o 1
Solutie. Avem f'(z) = 1) == TE Deci f'{1) = 7

BAREM PROBLEMA NR. 2 (RASPUNS D)

Solutie. Din conditiile de existenta pentru logaritm. obtinem 14+ 2x > 0 & = £ (—%._ o). Studiem

functia f(z) = In(1+2r) — 2%, f:(—1.00) = B Avem f'(r) = o5 — 2 = % sl se observa ci

—1+,/8
4

De asemenea, se observa ci _fl[%‘.l =n2- % fl0) =0si

. 1
fllri =022+ -1=0=rxc { } e = {—1._ 3}. convenind doar solutia 3 € (—3.00).

. 1
lim f(z)= lim In(l1+2z)—2%=—o0— -~ = —ox.
:\,—!'- :\—!"- 4

Pe de alta parte,
In{1 + 2x) 1)

— kL = lim e
L :Iﬂlzlcf{l'} Ilﬂ'lzlcr( =

si folosind pentru fractie regula lui 'Hospital, cazul =,

lim (M — 1) = lim z° (M— 1) = -1,

r—oo J‘_‘z T 2z

reznlta L = oo - (—1) = —oc. Pe baza acestor reznltate, putem construi tabelul de variatie al functiei f,
T —Z 0 = o0
flx) -0 S 0 7 Im2—3 N, —oo
FED) + + + + 1] — —

Se observa ci In2 — % = [ (inegalitatea revine, in urma exponentierii la 16 > e, adevarat), deci punctul
de maxim al functiei f se afli deasupra axei Or. Folosind graficul functiel f, examinam ecnatia f(r) = a.
Distingem nrmatoarele trei cazuri: (i) pentrn a > ln2— 1— dreapta y = a nu intersecteaza graficul functiei f
deci a nu intruneste conditia impusi de definitia multimii AL; (ii) pentrua = In2— % dreapta intersecteazi
graficul intr-un punct dublu de abscisa nenegativa x; = 2 = % deci a & M; (iii) pentru a € (0,In2 — i]l
dreapta intersecteaza graficul in doni puncte de abscise strict pozitive xq 2 > 0, deci a & M; (iv) pentru
a = 0, dreapta intersecteazi graficul in doua puncte de abscise x; = 0 respectiv xs > 0, deci a &€ M; (v)
pentru a < 0, dreapta intersecteaza graficul in dona puncte de abscise x; £ [—%._'l'.l_‘.l. respectiv za = (), deci

a £ M, singurul caz favorahbil. In concluzie, M = (—oc,0). (@

BAREM PROBLEMA NR. 3 (RASPUNS C)

Solutie. Prin derivare obfinem

3t —dr+1 () = — 9
3z(x — 1)) ' Ox[r(z — 1)223

Se observa ca f'(x) =04 = = 3 sici f'(3) < 0, deci f este concavi in x = 3. deci x =  este abscisa
de punct de maxim local pentru f. Pe de alti parte in # = 1, f are un punct de intoarcere, fiind strict
descrescitoare la stanga si strict crescitoare la dreapta, deei f are in # = 1 un punet de minim local. Prin

urmare suma absciselor punetelor de extrem loeal este ls +1= is ®

f'(x)
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BAREM PROBLEMA NR. 4 (RASPUNS A)

Solutie. Integrand prin parti si tindnd cont ca > > 0, ob{inem
—2r 1 RS
1
F[J‘] _ffl:f]df_—:jfm'lllde_—E/(H—J‘z) - In odr

——1 1,-1|1;r—[ 1,-1 dx ——1 1,-In:r—f l— T, dx
201422 1422 =z 211422 r 14z

lz®lnz 1 (
214z 4

1 1 1 3
__i(l—k;r'-’-IIIT_IIIT+iln[l-l-:r-)-'_c_

Conditia F(1) = 0 conduce la ' = '"T'* Atunci Fir) = i%-f— -3
si aplicind regula lui 1'Hospital, obtinem

Inf1+z%)+ o

In ; 1 1 2 In2
lim F(z) = —% lim : n.rq — =In lim Ll %
e T—00 + = T—*0C T
1/z 1 1422 In2 1 1 In2

=—1 lim =— — —ln lim
= 2p 4 =92 4

1
deci lim Fiz) = 31112. (@)

I—Fo

BAREM PROBLEMA NR. 5 (RASPUNS F)

Solutie. Punctele de extrem sunt puncte ctitice ale lni f. deci puncte ale ciror abscisa annleaza derivata
functiei f. Dar f'(z) = 2r — 2, deci fl(z) =022 - 1=0&1¢ {:t-“;—z} Dar singura valoare care
a2 = 4# 0,

rezulti ci x, = 522 este punct de extrem (mai exact, dat fiind ci f"{x,) > 0, punct de minim) pentru

functia f. &

apartine domeniului de definitie (0, 0c) este r, = -‘f::_,—j > (. Deoarece f"(z.) = (2+ %]

BAREM PROBLEMA NR. 6 (RASPUNS C)

Solutie. Folosind impartirea cn rest a polinomului f la g. se observa ci decarece gradul impartitorului g
este 2, rezulta ca restul are cel mult gradul intéi, deci este de forma R(z) = ar + b. Prin urmare avem:

P(zx) = g(x) - h(z) + R(x). (1)
Derivind aceasta egalitate, obtinem
P'(z) = g'(z) - h(z) + g(z) - h'(z) + R'(z). (2)
Inlocuind expresia din enunt a polinomului f, relatiile (1) =i (2) conduc la sistemul
(2 -1+ (r—3)"™M8 4+ 224+ 2 +1 = glz)-hiz)+az+b
{ 2007 - (x — 1)*"5% 1+ 2016 - (x — 3)*™5 + 22 +1 = g'(z)-hiz) +g(z)-F{z) +a

Inlocuind = = 2 si folosind faptul ca aceasti valoare este radacini dubla pentru g (deci g(2) = ¢'(2) = 0),
sistemul devine

12007 4 (—1)2ME 122 1241 = g(2)-h(2)+2a+b { dJa+b=09
- =
2017-120% 4 2016 - (—1)2"5 + 2.2+ 1 = ¢'(2)-h(2) +g(2) K'(2) +a a =6,

deci a = 6 51 b= —3. Prin urmare restul cantat este R =aX +b=6X —3. @
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BAREM PROBLEMA NR. 7 (RASPUNS A)

Solutie. Pentru f(x) = % — 3z + 1 extremele locale (daci exista) sunt conform Teoremei Fermat. printre
radicinile ecuatiel f'(xr) = 0. Aceasta se rescrie: 327 —3 =0« (z+ 1)z - 1) =0+ = {-1,1}. Dar
lim flr)=-o0c=<0 f(-1)=3=10, f(1)=-1<0, im f(z)= 400 =0, deci f creste, scade si apoi

cregte respectiv pe intervalele (—oo, —1), [—1,1] 51 (1, o). Rezulti ca r = —1 este abscisi de maxim local,
iar 7 = 1 este abscisi de minim loeal pentru f. Prin urmare abscizele ciutate sunt {—1,1}.

BAREM PROBLEMA NR. 8 (RASPUNS F)

Solutie. Discutim ecuatia f(x) = mz, pentru = € [—1,1]. Se observa ci x = 0 satisface ecautia. Pentru
x € [-1,0)U(0, 1] ciutim m € R pentru care ecuatia are doud solutii distincte. Deoarece = # (), impartind
prin r. ecuafia se rescrie h{z) = 0, unde

hiz) = %I}I —m= % (% — 2 arctg JE) — 1.
Se verifica usor ci are loc tabelul de variatie:
-1 Ll 1
hiz) | - - - |1 + + +
Alz) |5-m N 1-m | 1-m J ST-m

Dorim ca ecuatia hir) = 0 sa aibi solutii in fiecare din intervalele x € [—1,0) si x £ [—1,0), ceea ce revine
la0€e (1—m,F—m adici 1 —m <0< F —m, de unde obtinem m € (1,3]. @

Notd. Solutia se simplificd semnificativ, dacid observam ci f(z) = arcsinz, ¥r € [-1,1]. Pentru a
arita acest lucru, constatim ci pentru x € (—1,1], notand a = f(z), rezultd tg(f(z)) = == deci
flxr) = arctg :]‘?5 apol notind sint = z rezultda f(r) = t, deci f(z) = arcsinz pentru z € (—1.1].
Egalitatea are loc pe intregul interval [—1, 1] deoarece f(z) si arcsinz sunt continue pe [—1, 1], derivabile
cu aceeasi derivati ?1L—_z'—' pe (—1.1) 5i coincid la capetele intervalului [-1,1].

BAREM PROBLEMA NR. 9 (RASPUNS C)

Solutie. Functia f(r) = vz + lln(r — 1) — TIlnz, ¥z € [2,00) admite un maxim local strict pozitiv
intr-un punct de abscisi x; £ (62.63). Iim f{z) = 0 si este strict descrescitoare pe intervalul [z, 20). deci

este si strict pozitiva pe acest interval; prin urmare, aplicind functia exponentiala, rezulta f{2015) > 0 «=
2004V = 2015Y 015 deci ¢ > b Punctia giz) = Tln(z) — /5 — Iln{x + 1), ¥z £ [2,20) admite un
maxim local strict pozitiv intr-un punct de abscisi x5 £ (45,46), lim g(z) = 0 i este strict descrescitoare
pe intervalul [xs, oc), deci este si strict pozitiva pe acest interval; prin urmare g(2015) = 0 = 2015¥2015 =
2016Y27% | deci b > a. In concluzie, ¢ > b > a.
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BAREM PROBLEMA NR. 10 (RASPUNS B)

Solutie. Metoda 1. Pentru £ = ﬂ'f—_l observim ca r? +x+ 1= (r+ ) + I:*:—?]Iz >0, %r e R, decit
este strict pozitiv. Atunci f(x) = g(t) = 3(t + 1), iar g'(f) = 3%'—1 Pentrn ¢ > (), functia g are un minim

local In punctul de abscisia # = 1, anume g(1) = 3 -2 = 6. Abscisa r corespunziitoare Iui ¢ = 1 rezulta din

2 ) ) ) p
ecuatin = = 1 care are solutiile x € {—2,1}. Metoda 2. Observim ci f(z) = r* + 2+ 1+ ==
Atunei f'(x) = (2r + 1) (1 - I—zgﬁg) Aceasta se amuleazi in r € {-2,—1,1}. Studiem variatia
functiei f si obtinem ca punctele de minim ale lui f se afla in punctele de abeisa r € {—2, 1}, iar valoarea

minimé corespunzitoare este f{—2) = f(1) = 6. Metoda 3. Pentrut = I—21',‘!&1'—1 observim ca r® +r+1 =

. 142 [ . P . ) . ) .
(r+3)°+ (%) =0, ¥r € R, deci t este strict pozitiv. Atunci se poate aplica inegalitatea mediilor,

flz) =3t + 'H =3- "I."” . % = 1, iar f igl atinge minimul pentru ¢t = 1 < IJ_T:_] =lsre{-21}L

BAREM PROBLEMA NR. 11 (RASPUNS F)

Solutie. Pentru studiul radacinilor reale ale lui f cu sirul lui Rolle, se observa ca derivata f'(x) =

3r* — 2r — 1 se anuleazi in punctele = € {—z,1} 5i avem: :Elilx flz) = —0 < 0, f(—3) = -2 <0,
filly= -2 <0, lim f(z) = +o0 = 0, deci f schimba semnul in interviul (1, 0c). De asemenea, f(2) =

1 = 0, deci unica radicina reald x; = a € B a funectiei f se afla in intervalul (1,2). Daca x5 = o £119
{d # 0) sunt cele doua radicini complexe conjugate ale lui f. din prima relatie Viete se obtine a + 20 = 1,
unde a £ (1,2); inlocuind @ = 1 — 2o in inegalitagile 1 < a < 2, rezulta —1 < a < 0, deci a £ (—3.0).

BAREM PROBLEMA NR. 12 (RASPUNS A)

Solutie. Continnitatea functiei f in r = 1 revine la satisfacerea condifiilor Ii,llll flz)y= fll) = 11{1] flx) &
T x

15}1'1(1'2+m]—1+m— lim(2r+ 1) m+l=m+l=3=m=2
x 1 Tyl

BAREM PROBLEMA NR. 13 (RASPUNS D)

Solutie. Prin derivare, obtinem: f'(z) =2z — L = Hi—'l Atunci (tinand cont ca = = 0), f'(z) =0 =

: 1 P ' o - T [
rl=1sr= v 0. Examindnd semnul polinoamelor care formeaza fractia f'(x). se observi ci:

* f'(x) = 0 (deci f este descrescatoare) pentru x £ (0, ?]E‘.l

* f'(x) = 0 (deci [ este crescitoare) pentru z € [?]5.1:}.

. 1 ..
Prin urmare x = 3 este punct de minim pentru f.

BAREM PROBLEMA NR. 14 (RASPUNS F)

Solutie. Functia este derivabila pe B, deci extremele acesteia sunt printre punctele de anulare a derivatei.

Dar f'(r) = 1 — 1= —Z=, jar f'(z) = 0 & = = 1. Tabelul de variatie al functiei f este
T i 1 o0
F@ 1+ 0 - -1
flz) | = 7 -1 ™~ —x

deci punctul (1, —1) este singurnl punct de extrem al functiei f (punct de maxim). iar abscisa acestuia
este = L.
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BAREM PROBLEMA NR. 15 (RASPUNS F)

Solutie. Se observi ci ridicarea la patrat @ [1, oc) = [1,20). w(zx) = 22 este hijectie si ci avem (1) = 1,
lim @(r) = cc. Putem folosi prin urmare schimbarea de variabili u = 2. Integrala se rescrie succesiv

S 1 [t 2 B 1|z ||Y

—_—idr == —_——ilr = = ———idit = =1In| |

ﬂ e+ z_fl HZ+ 1) z_fl au+1) 2 z+1)
1 * 1 1 2t
_E(h'a‘z+i_h'§)_E]I1!3+L'

Atuneci ,
1 1 2 1
f._tﬁz.il ﬂ:rz__i_“l(ff_tl_i!.]iilllm_illlz_lll 1.-"@
7
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TEST BAC rebus !ll(sic !)

Un test de BAC. pentru pregatirea examenului de bacalaureat,clasa a Xll-a,M1 si M2

Simularea examenului de bacalaureat presupune rezolvarea unui.....TEST DE BAC.

Afisati rezolvarea

Rezolvati rebus

O 0o N O U1 h W N —

[N
I~
=
[e') [ep} N
l© o [e%)

B

. numarul elementelor inversabile in clasa de resturi modulo 8 este......

. humarul submultimilor cu 3 elemente ale unei multimi cu 5 elemente este.....

. a rezolva o ecuatie inseamna a determina.....

. Intervalul pe care o functie este crescdtoare,se numeste interval de....

. O matice patratica este inversabila daca si numai daca.....este nenul

. Pentru a determina un termen in binomul lui Newton,sciem termenul.....

. orice functie continua pe un interval are proprietatea lui....

. Coeficientii necunoscutelor,intr-un sistem,formeaza...... sistemului

. Inelul cu toate elementele,diferite de zero,inversabile formeaza structura algebrica de....

Salutari si mult spor!
Profu’ de mate!
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https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/modifica-rebus/test-bac
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/solutie-rebus/test-bac
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/test-bac#1
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/test-bac#2
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/test-bac#3
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/test-bac#4
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/test-bac#5
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/test-bac#6
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/test-bac#7
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/test-bac#8
https://www.didactic.ro/instrumente-interactive/rebus/test-bac#9

