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Olimpiada Nationala de Matematica 2020
Etapa locala — Iasi

CLASA a Xl-a
Barem de corectare

Problema 1.
011
Se considerd matricea A=|1 0 1|e M;(R).
110

a) Determinati numerele reale a si b, stiind ca A* =aA+bl,.

b) Determinati numerele reale X si y astfel incat A + A®® = xA+yl,.

Solutie si barem.
a)a=1sib=2.(3p)
b) Conform punctului @) , avem A?+A=2(A+1,). Prin inductie, deducem de aici cd

A™ + A" =2"(A+1;), pentru orice numdr intreg pozitiv n. Deci, x =y =2"". (4p)

Problema 2.
b

d
A*—(a+d)A+(ad —bc)l, =0,.

b) Gasiti 0 matrice Be M, (Q) astfel incat B* =71,.

¢) Demonstrati ¢a, daca matricea X € M,(Q) are proprietatea det(X*—71,)=0, atunci

X2 =71,

R . a .
a) Demonstrati ca, oricare ar fi matricea A:( )e MZ(R), are loc egalitatea:
C

Solutie si barem.
a) Egalitatea ceruta se poate demonstra prin calcul. (2p)

b

a
b) Cautam B =[
c d

je M,(Q), astfel incat a+d =0 si ad—bc=-7. O solutie este
. . 1 2

a=1,d=-1, b=2 si c=3, deci Bz(3 1j.(Zp)

c) Din relatia det(X°~71,)=0, rezulta ca det(X —71,)det(X ++/71,)=0, deci

det(X —/71,) =0 sau det(X ++/71,)=0. Fie X =[)Z( ge M;(Q). Se observa ci
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+4/7
det(x iﬁlz)zOe de{x J_ t+):/7
z +

de unde, avand in vedere ca X, y, Z si t sunt numere rationale, obtinem xt—yz=-7 si
Xx+t=0,deci X*=71,.(3p)

]:O =N (xt—yz)i(x+t)\/7=—7,

Problema 3.
2 n
Se considera sirul (X , cu termenul general x_ = + +..+ .
il (%,),., J " n®+1 n®+2 n’+n
. . 1
a) Aratatica lim x, =—.
N—>+o0 2
- 1
b) Calculati lim n Xn—E .
nN—+0w
Solutie si barem.
1+2+..+n 1 . 1+2+..4n  n’4n . 3
a) Deoarece X,>2—————== si X < 5 = > , pentru orice numar
n®+n 2 n?+1 2(n +1)
- oo 1 o nf+n 1 : 1
intreg pozitiv n, iar lim == lim ————~=—,rezulticd lim x, =~ (4p)
N>+ D N0 2(n +l) 2 Nn—-+o0 2
b) Avem

1 1 1 2 2 n n n+1 1
Il B e ievll R v ar-aer sl BTN By el -
2 n“+1 n n“+2 n n“+n n 2n 2
1( 12 2? n? 1
===t +ot— +—,
n“+1 n“+2 n“+n) 2n

n
( 1) 1[12 22 nzjl 1
deci n| x,—= |=—= + +ot— +o=—y +=.
2

n{n*+1 n®+2 n“+n) 2 2
242% 4. 40 . 242 +..+n* (n+1)(2n+1
Decaee 3,2 L ST B gy L B (L
. . . (n+1)(2n+1
pentru orice numar intreg pozitiv n, iar lim +1= lim —( )2( )=l, rezulta ci
> Bn e §(nf4l) 3

limy, =l. Prin urmare, lim n(xn —lj:—l+£=l. (3p)
n—+wo 3 N—>+o0 2 3 2 6

Problema 4.
Spunem cd o functie f:(0,+0)—>R are prorietatea (P) daca f este crescatoare si
lim (f (x+1)— f(x))=0.

a) Demonstrati ca functia f :(0,400) >R, f(x)= JX are proprietatea (P).
b) Demonstrati ca, daca f este o functie cu proprietatea (P), atunci
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lim (f (x+a)—f(x+b))=0,

X—>+0

oricare ar fi numerele reale pozitive a si b.
Solutie si barem.

a) Functia f este crescatoare si lim ( f(x+1)-f (X)) = lim +\/_ =0.(3p)
X—>+00 X—>+00 X _l’_ _l’_ X

b) Fie f o functie cu proprietatea (P) si n un numar natural. Atunci
lim (f (x+n)—f(x))=lim (f(x+n)—f(x+n-1)+f (x+n-1)— f (x+n-2)+...

+f (x+1)—f(x))=0+0+..+0=0.
Cum functia f este crescatore, pentru orice numar real pozitiv a, are loc relatia
f(x+[a])— f(x)< f(x+a)—f(x)< f(x+[a]+1)— f(x). De aici, avand in vedere
ca lim (f(x+[a])-f(x))=lim (f(x+[a]+1)-f(x))=0, rezulti ca

lim (f (x+a)-f(x))=0.
Asadar, avem:

lim (f (x+a)— f (x+b))= lim (f(x+a)—f (x)—(f(x+b)-f(x)))=0. (4p)

X—>+0 X—>+00
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