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Olimpiada Nationala de Matematica 2020
Etapa locala — lasi
CLASA a X-a
Barem de corectare
Problema 1.

a) Sa se arate ca E, = log,(n+ 1) +log,,1n ,Vn € N*,n > 2 nu este numdr intreg si sa se calculeze
[E,] (partea intreaga);

b) Sa se studieze monotonia sirului (E;,) ;5.

Solutie si barem:
a) Din inegalitatea mediiloravem E,, > 2, VNeN ,N>2 ... 1p

E, =log,(n+ 1) + logp41 n < log, n* +log,,(n+1) =3,deci E, ¢Z si [Ep] =2..cccevneinnninn... 1p

b) Arata cd log,(n + 1) > log+1)(n + 2) © (In(n+ 1))* > Inn-In(n + 2),

Inn+In(n+2) 2 2
dar, Inn-In(n+ 2) < (%) = (ln Jnn+ 2)) <M+ 1))2 i, 2p
Arata ca functia f: (1,0) - R, f(x) = x + i €Ste SEIICt CreSCAtOArE. ...\ \v ettt et e, 2p
Finalizare, sirul (E;) sz €St StHCt AESCIESCAOT. .. \u sttt ettt ettt et et ieie e et e e eae e e eee e aenens 1p
Problema 2.

Fie numerele complexe distincte a, b, ¢, d astfel incAt a + ¢ = b + d si a? + ¢ = 2bd.

Sa se arate ca numerele date sunt afixele varfurilor unui patrat.

Solutie si barem:
Din a + ¢ = b + d rezulta ca varfurile asociate alcatuiesc un paralelogram ................ooooiiiiiiniinn..n. 1p
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a’?+c?=2bd © a?+(b+d—a)?>=2bd © (d—a)?+ (B —a)> =0 ....coovvevevicecececeeenee e AP
Deci Z_;Z € {%i}, deci a, b, d sunt afixele unui triunghi dreptunghic isoscel.................cccooviiiiiiiniiinn.. 2p
Problema 3.

Fie a, b, ¢ cele trei ridicini complexe ale ecuatiei x*—1=0 si u,v,we C astfel incat:
u(v+w)=a, v(u+w)=b, w(v+u)=c.

a) Determinati u, v, w.

b) Determinati n € N astfel incat u™ + v™* + w" =a" + b" + c"

Solutie si barem:
a) Avem: {a,b,c} :{1,5,52} .deundea+b+c=0,iarabc=1. Din uv+uw=a, uw+w=b, vw+uw=c

. 2 . i i i
obtinem: uv =-c, uw=-b, w=-a; (uw) =-1=uvw==i, de unde: u=+—, v=4_rB, W=+—
a

Cautam neN pentru care: (i) (1+£"+£™)=1+"+£".
Dacan =3k, keN, atunci: 1+ &* + &% =3si (J_ri)3k =1=k=4p=n=12p, peN.

Dacin=3k+1, keN, atunci: 1+ %" + &% =1+ g+ &° =0, relatia este adevirati.
Dacin =3k +2, keN, atunci: 1+&¥**? + &% =1+ 5> + £ =0, relatia este adevirati.

Astfel, ne{3k+1]k e N} U{3k+2[k e N} U{12k|k € N} .....ooooiiiiiiiiii, 4p

Problema 4.
Sa se arate cd daca a,b,c (0,1), atunci:

bc log, 2ca log, 2ab 51
+C c+a a+b
1 1 1

+ + <
2+log,b 2+log,c 2+log, a

a) log, b2

b)
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Solutie si barem:

a) —<\/ Ioga—>log («/b ) ............................................................................... 1p
b+c
Iogas—bi>§ (109, b+10g, €)= {109, D100, C ...ovveiiiiiiiiiii it 1p
+

Scriind inca doua relatii analoage, prin inmultirea lor rezulta concluzia..................ooooviiiiiiiiiiiiininnn, 1p

b) Notamlog,b=x,log,c=y,log.a=1z, x-y-z=1, iar inegalitatea devine

1 1 1 X y z
+ + <1, sau + + 2 L 1p
2+X 2+y 2+z2 2+X 2+y 2+z2
v . Vv
Fie X—E y:—,Z:l,demréménedearétatcé: u + + t >1
v t u 2Vv+u 2t+v  2u+t
u v t u? v? t? (u+v+t)2
+ = >

+ - 2+ 2+ 2 = .2 2 2 !
2v+u 2t+v 2u+t 2uv+u 2vt+ve  2ut +t Us+v°+t°+2uv+2vt + 2tu

conform inegalitatii lui Cauchy, forma Titu Andreescu.

. u Vv t .
Deci + + >1,ceea ce trebuiademonstrat ..., 3p
2v+u  2t+v  2u+t
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