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Problema 1.

v o . _ § 1 2
a) Daci a,b,c,d e R astfel incat a®+b“=13,c“+d“=7si ab=cd :2\/5, sd se demonstreze ca —| b| +—| d| 0}
a- c+
(Dorel Luchian)
2x° - X%+ x+1

b) Se considera fractia F(X)=2 T 3 +3x1
X” -3x°+3x-

, unde X e Z.
i) Ardtati ca F (x) se poate simplifica prin numarul x - x +1.
i) Determinati valorile lui X € Z pentru care F(x) € Z.

(Remus Nechita)

Solutie si barem:

a) (a-b)2:13-4\/§:(2\/§-1)2,(c+d)2=(2+\/§)2 ......................................................................................... 2p

1 2 11 2
+ = + = 2B+ 14423 25 € Qoo 2
la-b| Jc+d] 2y3-1 2+43 W V3=5¢0 P

3_y2 Z_x+1)(2x+1
b) i) F(x)= X X+ =(X2 @) _axet 2p
2x° —3x%* +3x-1 (x —x+1)(2x—1) 2x—1
F(x) =2 ez o ax-1/2x41

i) 2x-1 o 2x-112e 2x-1e{-2-112},xe Z= X € {0;1} cccooeovvrrrrrrnneen 1p
dar 2x-1/2x-1
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Problema 2.

a)
b)

Se considera piramida patrulatera regulata VABCD a carei indltime VO este ct jumatate din muchia bazei.
Stiind ca punctul S este simetricul punctului A fata de V, demonstrati ca:

dreapta SC este paraleld cu planul (VBD);
dreapta CV este perpendiculara pe planul (SBD).

(Claudiu-Stefan Popa si Gabriela Popa)

Solutie si barem:

a) VABCD este piramida regulatd si AC N"BD = {O} , rezultd ca O este mijlocul lui [AC].
Din ipoteza, V este mijlocul Ilui [AS], deci (VO) este linie mijlocie in ASAC si astfel VO|| SC.
Deoarece VO || SC si VO < (VBD), rezultd ca SC[|(VBD)......ccouiievrrrrmmssssiieenesceeevereevaneeeeveneeennesss3P
b) Deoarece (VO)este linie mijlocie n ASAC, rezultd ca VO = % = AZB deci SC = AB=BC =CD.
Cum SC||VO si VO 1 (ABC)=SC L (ABC)=SC LBC, SC L CD.
Deoarece ACBS = ACDS = ACBD(C.C.), rezulta ca (BS)=(DS)=(BD).
Din ipotezd (VA)=(VS) = (VD) =(VB), prin urmare piramidele VBDS si CBDS, cu varfurile in V, respectiv
C sunt piramide regulate... PP PY) o
Fie Q centrul triunghiului echilateral SBD. Deoarece VBDS este piramida regulata, rezulta ca VQ 1 ( BDS)
Deoarece CBDS este piramida regulata, rezulta caCQ L (BDS).
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Tinand cont de unicitatea perpendicularei dusa printr-un punct pe un plan, rezulta ca Vv, Q, C sunt puncte
coliniare, deci CV L (SBD) ......cuuiiuiiiiiiiiiiiiiiiieiceie e srsssssnesnnessssssssssssssssssssss e e0n 2D

Problema 3.

Se considera piramida hexagonala regulata VABCDEF de varf V, n care A este mijlocul lui [CD], O este
centrul bazei, AA NCF ={M} si R e[VF] astfel incat 2VF =3FR. Demonstrati ca:

a) dreptele AC si VE sunt perpendiculare;
b) dreapta RM este paraleld cu planul (VBC);

c) RM, AT si VO sunt drepte concurente, T fiind mijlocul lui [VD].

(Dorel Luchian)

Solutie si barem:

a) Deoarece ABCDEF este hexagon regulat de centru O, rezulta ca ABCO este romb, deci AC L OB =OE.
Piramida VABCDEF fiind regulata, rezulta ca VO L AC.

Asadar AC L (VOE), iar VE < (VOE), deci AC LVE ....cc.cooviviiiiiinnrrrrnennssssssssssssnsnsnesc o002

o . CM FM
b) In AADC punctul M este centrul de greutate, deci MO =2= =2.

CM

o FR . . - R .
Din ipoteza, deducem ca RV = 2, astfel ca, pe baza reciprocei teoremei lui Thales in ACFV, se obtine

RM || CV. Deoarece CV < (VBC), rezultd ¢ RM [[(VBC) .......ovouiiiiiiioiiiiic e 3p
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¢) Tn ACFV, fie {S} =VO[1MR. Cum SM ||CV, folosind teorema lui Thales, se obtine ca VS = 2SO0.

In AVAD, S este centrul de greutate si AT este median, deci dreptele RM, AT si VO sunt concurente in

...2p
Problema 4.
Se considera numerele reale X si y. Demonstrati ca:
. . . - A . 1
a) x+y=xy daca si numai daca exista un numar real nenul a astfel incat x=1+a si y=1+—;

b) daca x+y=xy, atunci x+y <0 sau x+y=>4.

(Claudiu-Stefan Popa)

Solutie si barem:
a) =

Cum x+y=xy=xy-x=y=x(y-1)=y; observimcd y #1, cici, daca

y=1=x+1=x-1=1=0(F). Prinurmare x(y-1)=y = x=—J = x=1+

y-1
1
Cum y=1+(y-1), alegem a:—1 .......................................................................................................... 2p
y_
=
1 1
x+y=(1+a)+|1+=|=2+a+=,a=0
a a
e G A A TS 2p
1 1 1
xy=(1+a)|1+= [=1+=+a+l=2+a+—
a a a

. A . 1
b) Daca x+y = xy, conform a), existd a e R astfel incat x=1+a siy=1+—.

1 1

a+— a+—

y 1 .. a 1 a ” 1 :

- daca a>0, avem a+— > 2, cici >, ]a— < . >1, cu,=" <a=—<a=1, deci
a a

a

2 a
1
X+tY=2+a+—2242= X+ Y24, CU, =" X =Y =2 ittt 2p
a
. 1 1 1 1
- daca a<0,avem (-a)+ —=>2<—|a+= [22<a+—<-2, cU,= ©a=—<a=-1,
(-a) a a a
. 1
deCi X+y=2+a+—<2-2=X+Y<0,CU,=" SX=Y=0. i Ip
a
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