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CLASA aXI-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice
alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1a) , autor #*x

Determinati toate matricele X € M,(R) care verifici ecuatia X3 — 3X% + 3X = (3 1).

6 4
Detalii rezolvare Barem
asociat
. . _ 3 _ 2 1 o _ _ 3 _ 2 1 1p
Ecuatia devine (X — I,)° = (6 3). NotimY =X -1, = Y3 = (6 3)

det(Y3) = 0 = det(Y) = 0. Din teorema Hamilton-Cayley avem: Y2 —tY = 0, | 1p
=Y2=tY = VY3 =¢t%

Asadart2Y=(Z §)=>Tr(t2Y)=5=>t3=5=>t=V§ (teR) Ip
1 2 1
=>Y—325(6 3)

Obyinemx=12+y=12+3%2_5(2 é) 1p

Enunt subiect 1b), autor S. Moldoveanu

in multimea M, ({0,1}), n € N*,n > 2, vom spune ci o matrice este simpld daci pe fiecare
linie a sa, intre orice doua elemente egale cu 1 nu avem niciun element egal cu 0. Demonstrati
ca orice matrice simpla are determinantul -1, 0 sau 1.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Vom demonstra afirmatia prin inductie matematica. Verificarea cazului n=2 1p

Presupunem ca orice matrice simpla cu j linii si j coloane are determinantul 0, | 2p
1 sau -1 si demonstram ca orice matrice simpla cu j+1 linii si j+1 coloane are
determinantul din aceeasi multime.

Daca in matricea cu j+1 linii In prima coloana avem numai 0, atunci
determinantul sau este 0.
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Daca avem cel putin un element egal cu 1 in prima coloana, vom considera
numai liniile care Incep cu 1. Dintre acestea vom alege linia care are cele mai
putine elemente egale cu 1 si o vom scadea din celelalte linii care incep cu 1
(daca avem doua linii care au acelasi numar minim de valori 1, determinantul
este 0).

Rezulta ca determinantul matricei initiale este +1 inmultit cu determinatul
unei matrice simple cu j linii si j coloane.

De aici rezulta concluzia.

Enunt subiect 2, autori Gheorghe Alexe, George-Florin Serban,GM 5/2019

Matricele A, B € M,,(C) verifici AB = 2A + 3B. Si se arate cirang(A) = rang(B) si

ca matricele A — 31, si B — 21,, sunt inversabile.

Detalii rezolvare Barem
asociat
AB=2A+3BoAB—-2A—-3B+6l,=6l,=(A-31)(B-2L)= |3p
61,, de unde aflam ca matricele A — 31, si B — 21, sunt inversabile.
AB=2A+3B& AB—-2A=3B< A(B-2I,) =3B 2p
1
s A <§ (B — 21n)> =
Cum matricea g(B — 2I,) este inversabild, deducem rang(A4) = 2p
rang(B).
ol -
ate.info.ro
Enun{ subiect 3, autor George-Daniel Zidu N profu’ de imate
Considerdm sirul (x,,),cy+ astfel incit xq € [—2;2] si xpp1 = % , n € N*. S3 se
stabileasci daci existid p € R, pentru care sirul (y,,) ,en+ definit prin y,, = n? (\/7 — xn),
n € N* sd fie convergent catre un numar real nenul.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Se arati prin inductie: x,, € [1;V7), Vn > 2. 2p
2
x €[22 e s [E;z]@s—x1+3 e |13 ]@xz 12| < [1v7).
2
Pentru x,, € [1;\/7) avemxn? € (3 — ;E] =3 _xn? € [E;\/_),deunde
Xn4+1 € [1;4/7). De aici deducem ci sirul (x,) e+ este marginit.
. _ 3xp+7 _ 3xp+7-x2-3x, _ 7-x% 2
Pentru monotonie: Xy .y = Xp = E= = Xy = = =0 p

vn € N*, adica sirul (x,),en* €ste monoton strict crescator. Din Weierstrass,
(xp)nen: €ste convergent si are limita V7.
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Avemy, =nP(V7 — x,) = este convergent si Ip
\/— —Xn
notam lim y, =1 € R*. Sirul z,, = \/_ este strict crescator si nemarginit.
n—>00 _
p
(( 1)1’ ) np<(1+%1) —1),1 2p
D_,.D nP((1+=) -1 = n
F1eL—lmM=lim—n1—hm o — =
\/— Xn+1 “V7-xn n—>ooﬁ 3xn+37 V7—xn n-o xnV7+3V7-3xn-7 J7-xn
. p-1 . p-1 3- 1(3- .1 .
lim xnf;l — = lim =& (\\//__ern)( V7) b (2\/7\/_)- lim = = 0. Din Stolz-
n—oo (xﬁ—xn)(3—\ﬁ) ﬁ—xn n—oo Xn n—-oon
Cesaro vatrebui ca lim y,, = 0, adica [ = 0, de unde aflam ca nu exista p cu
n—oo
proprietatea ceruta.
Obs. In rezolvarea cerintei se poate utiliza criteriul clestelui.
[ L)
Enunt subiect 4, autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu ~ VL te M fo IO

X | profu’ de mate

Fiex, ={Vn—1}+{Vn}+{Vn+1},neN",

a) Demonstrati ci sirul (x,,),>1 are un subsir cu limita 1.

b) Demonstrati ci VL € [0, 3], existd un subsir al sirului (x,,),-, care are limita L.

determinate in relatia (1), verifica aceste inegalitati:

2
k?+1< (a+33k) + 1 & a> 0 adevirata.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) x4z ={VanZ —1}+ {Van2} + (Va2 + 1} =Van2 - 1-(2n-1) + Ip
VI T 1-2n=
__4n®-1-4n? 1 1p
= amT—iizn t 1+ VanZiiion 1
b? * 1
b) Fiea,b € [0;3),a < bsik > max {b_a e b)} Alegem n € N* astfel p
incit[Vn—1] = [Vn] = [Vn+1]=kok*+1<n<(k+1D? -1
Demonstram ca In € N* astfel incata < x,, < b. 2p
a<{Vn-1}+{in}+{n+1l<besa<Vn-1+Vvn+Vn+1-3k<b
Sa+3k<Vn—-1+Vn+Vn+1<b+3k
Avem vVn — 1 ++n ++vVn + 1 < 3v/n.Punem conditia3vn < b+ 3k & n <
(b+3k)2
3
AvemvVn—1++Vn++vVn+1>3vVn—1.Punemconditia3vn—1>a + 3k
a+3k\? b+3k\?  [(a+3k\?
n>1+( 3 ) . Deoarece (T) —( . ) -1>1e
b? — a? + 6k(b — a) > 18, este adevarati pentru ca stim k > n
Deci dn € N* astfel incat 1 + (a+33k) <n< (b+33k) . (D)
Deoarece k? + 1 <n < (k + 1)? — 1, demonstram ci valorile lui n, 2p
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(b+3k

Asadar, 3n € N* astfel incit a < x,, < b. Am demonstrat ca {x,,|n € N*} este
densi in [0,3], deci VL € [0,3], El(xkn)n C (xp)y astfel incat lim x, = L.
n—oo

2
) <(k+1D)?’-1=k>

bZ
6(3-b)

adevarata.




