
 

OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 

  ETAPA LOCALĂ, 02.02.2020   

CLASA a X-a 

 

SOLUŢII ŞI BAREME ORIENTATIVE 

 

Notă: Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte. Se acordă numai punctaje întregi. Orice 

altă rezolvare se asimilează conform baremului.  

 

Enunţ subiect 1, autori Ana-Maria și Daniel Petriceanu 

Determinați toate funcțiile injective 𝒇: ℝ → ℝ care verifică egalitatea 

𝟐 + 𝒇(𝒙 + 𝒚) = 𝒇(𝒇(𝒙) + 𝒚), ∀𝒙, 𝒚 ∈ ℝ. 

 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

Fie 𝑦 → 𝑥 și 𝑥 → 𝑦. Obținem 2 + 𝑓(𝑦 + 𝑥) = 𝑓(𝑓(𝑦) + 𝑥). 2p 
Rezultă 𝑓(𝑓(𝑥) + 𝑦) = 𝑓(𝑓(𝑦) + 𝑥). Deoarece 𝑓 este funcție injectivă se 
obține: 𝑓(𝑥) + 𝑦 = 𝑓(𝑦) + 𝑥, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

2p 

 Pentru 𝑦 = 0 și notând 𝑓(0) = 𝑘 rezultă că 𝑓(𝑥) = 𝑘 + 𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ. 2p 
Obținem 2 + 𝑘 + 𝑥 + 𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝑦 + 𝑘 ⟺ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2, ∀𝑥 ∈ ℝ. 1p 

 

Enunţ subiect 2, autor Constantin Nicolau, G.M.4/2019 

Fie 𝒖, 𝒗 ∈ ℂ, astfel încât |𝒖| = |𝒗| și 𝟐|𝒖 + 𝒗| ≥ |𝒖 + 𝟑𝒗|. Să se arate că 𝒖 = 𝒗. 

 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

Dacă 𝑣 = 0, atunci, evident 𝑢 = 𝑣 = 0. 1p 

Dacă 𝑣 ≠ 0, fie Dacă 𝑧 =
𝑢

𝑣
. Condițiile devin |𝑧| = 1 și 2|𝑧 + 1| ≥ |𝑧 + 3| 1p 

Ridicând inegalitatea la pătrat, vom obține succesiv 4(𝑧 + 1)(𝑧̅ + 1) ≥
(𝑧 + 3)(𝑧̅ + 3) ⟺ 𝑧 + 𝑧̅ ≥ 2. (1) 

3p 

Dacă 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ atunci (1) ⟺ 𝑎 ≥ 1. Însă 𝑎2 + 𝑏2 = 1 (2). 1p 
Din (2) obținem 𝑎 = 1 și deci 𝑏 = 0, adică 𝑧 = 1. 1p 
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Enunţ subiect 3, autor Eugen Radu 

 Rezolvați ecuația 𝟓 + 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟐
𝒙

𝒙𝟑+𝟏𝟔
= 𝒙 +

𝟐

√𝒙−𝟏
 . 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

Condiția de existență 𝑥 > 1. 1p 

Din inegalitatea mediilor avem 𝑥 +
2

√𝑥−1
= 1 + (𝑥 − 1) +

1

√𝑥−1
+

1

√𝑥−1
≥

1 + +3√(𝑥 − 1) ∙
1

√𝑥−1
∙

1

√𝑥−1

3
= 4      (1) 

2p 

Egalitate pentru 𝑥 − 1 =
1

√𝑥−1
⟺ 𝑥 = 2 1p 

Dar 𝑥3 + 16 = 𝑥3 + 8 + 8 ≥ 3 √𝑥3 ∙ 8 ∙ 8
3

= 12𝑥, deci 
𝑥

𝑥3+16
≤

1

12
 , de 

unde rezultă că 5 + 𝑙𝑜𝑔12
𝑥

𝑥3+16
≤ 4.     (2) 

2p 

Din (1) și (2) rezultă 𝑥 = 2, care verifică ecuația dată. 1p 
 

Enunţ subiect 4, autor Mihail Bălună 

Rezolvați ecuația 𝒄𝒐𝒔𝟓 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟓 𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 = 𝟏. 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

Ecuația se poate scrie echivalent  
𝑐𝑜𝑠2 𝑥 (1 − 𝑐𝑜𝑠3 𝑥 𝑐𝑜𝑠 5 𝑥) + 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 (1 + 𝑠𝑖𝑛3 𝑥 𝑠𝑖𝑛 5 𝑥) = 0 

Deoarece 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 (1 − 𝑐𝑜𝑠3 𝑥 𝑐𝑜𝑠 5 𝑥) ≥ 0 şi 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 (1 + 𝑠𝑖𝑛3 𝑥 𝑠𝑖𝑛 5 𝑥) ≥ 0 iar 
𝑠𝑖𝑛2 𝑥 şi 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 nu pot fi simultan 0,  egalitatea precedentă se realizează doar în 
cazurile: 

2p 

I) 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 0 şi 𝑠𝑖𝑛3 𝑥 𝑠𝑖𝑛 5 𝑥 = −1, situaţie în care nu obţinem nicio soluţie, 
deoarece soluţiile primei ecuaţii nu o verifică şi pe a doua; 

1p 

II) 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0 şi 𝑐𝑜𝑠3 𝑥 𝑐𝑜𝑠 5 𝑥 = 1, situaţie în care obţinem soluţiile 𝑥 = 𝑛𝜋, 
𝑛 ∈ ℤ; 

2p 

III) 𝑐𝑜𝑠3 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 5 𝑥 = ±1 şi 𝑠𝑖𝑛3 𝑥 = − 𝑠𝑖𝑛 5 𝑥 = ±1, situaţie în care nu 
obţinem nicio soluţie, deoarece 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = ±1 ⇒ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0. 

1p 

În concluzie, soluţiile ecuaţiei sunt 𝑥 = 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ ℤ. 1p 
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