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Subiectul 1 In mulfimea My(R) se considerd matricele A(x) = ( 1 +18i 741:3117 >7 unde z € R.

3
i) Sd se calculeze (A(l) — 12) .

ii) Sd se verifice cd A(x)A(y) = A(x + y + xy), pentru orice x,y € R.
iii) Sd se calculeze produsul A(1) - A(2) -...- A(2019).

Subiectul 2 Se considerd polinomul f € R[X], f = X3—pX2+(p+1)X +1, cu raddcinile x1, x4, 73 € C.

1 1

1
i) Determinati p € R pentru care x1 + x9 + x5 = —
X1 X9 T3

ii) Sd se arate cd, pentru orice p € R, polinomul f nu este divizibil cu X2 — 1.
i) Dacd p =1 calculati 3 + 23 + 23 si ardtati cd f are o singurd raddcind reald.

. o ) 3
Subiectul 3 Se considerd functia f : (—oo, =3) U (0, 00) — R, f(x) =1In (1 + 7).

x

i) Sa se arate ca functia f este concava pe (—oo, —3).

it) Sa se determine limita girului (an)n>1, unde

an:n(f(l)+f(2)+f(3)+...+f(n)—an), n> 1.

i11) Sa se arate ca existd ¢ € (2, 3) astfel incat (¢ —2)f'(¢) + f(¢) =1n2.
1
Subiectul 4 Se considerd functiile f,g:[1,00) = R, f(z)=lnz+ —, g(z) =(z+ 1) Inz — 2 + 1.
x
i) Sd se arate cd functia g este o primitivd a functiei f.

it) Calculati aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei f axa Oz gi dreptele de ecuatie v = 1 i
T =ce.

2
iii) Calculati | f(z)g(x)dz.
/

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi se noteaza cu note cuprinse intre 1 si 10.

Timp de lucru: 3 ore.
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1+ 5z —2x

Subiectul 1 In mulfimea M3(R) se considerd matricele A(x) = ( 100 —do+1

), unde x € R.

3
i) Sd se calculeze (A(l) — Ig) .
it) Sa se verifice ca A(x)A(y) = A(z +y + xy), pentru orice x,y € R.
iii) Sd se calculeze produsul A(1) - A(2) - ... A(2019).

Barem: Start ... (1p)
i) Se obtine (A(l) - 12)2 - (A(l) - 12)3 S A = o o (2p)
ii) Notand B = A(1) — Iy avem c& A(x) = lo+ 2B, cu B2 =B ...ttt (1p)
A(x)A(y) = (I +2B)(Is+yB) =L+ 2B+ yB+ayB> =L+ (z+y+2y)B= Az +y+zy) ..(2p)

)

iii) Conform punctului anterior A(z)A(y) = A((z+1)(y+1)—1) ..o (1p
Inductiv A(z1)A(z2) ... A(zn) = A((@1+1)(x2+2) ... (z,+1)—1), pentru orice n € N* gi x1,2,..., 3, €

Subiectul 2 Se considerd polinomul f € R[X], f = X3—pX2+(p+1)X +1, cu raddcinile x1, x4, 13 € C.

, S 1 1
i) Determinati p € R pentru care 1 + o + 3= — + — + —.
T T2 X3

ii) Sd se arate cd, pentru orice p € R, polinomul f nu este divizibil cu X2 — 1.

i) Dacd p =1 calculati 3 + 23 + 23 si ardtati cd f are o singurd raddcind reald.

Barem: Start ... (1p)

i) Conform relatiilor lui Viéte x1 + 2 + x3 = p, 122 + 2123 + axs = p + 1, iar zia0zs = —1 .... (1p)

Deoarece 1 + 1 + L R L R L =D — L (1p)
T T2 X3 T1T2T3

se obtine ca egalitatea este adevarata daca si numai daca p = —p — 1, sau echivalent, p = f% ..... (1p)

T L) = F (L) = 0 et (1p)
Dar f(1) =3 # 0 i deci X2 — 1 nu divide polinomul f ...........ooiiiiiiiiiiiiiiiai... (1p)
iii) 22 + 23 + 23 = (21 + 22 + 23)2 — 2(122 + T123 + T2T3) = =3 i i it (1p)
Cum grad f = 3 (impar) rezultd ca cel putin o radécind este reald ... (1p)

Presupunéand, prin reducere la absurd, ci toate radécinile lui f sunt reale ar trebui sa avem 23 +z3+x3 > 0
ceea ce contrazice calculul de mal SUS ....... ..o (1p)

Daci 21 € C\ R este o rdd&cind complexs dar nereald, cum f € R[X], avem cé x2 :=Z7 € C\ R este de
asemenea TEAACIIIA ... ... ...ttt e e e (1p)



Subiectul 3 Se considerd functia f: (—oco, —3) U (0, 00) = R, f(z) =1n (1 + ;)

i) Sd se arate cd functia f este concava pe (—oo, —3).

it) Sd se determine limita sirului (ay)n>1, unde

+1)(n+2
an :n(f(l) F )+ fB)+... + f(n) —ln%), n>1
iii) Sa se arate cd existd ¢ € (2, 3) astfel incat (¢ — 2)f'(¢) + f(c) =1n2.

Barem: Start ... (1p)
. 1 1 . 1 1 6z +9
i) Avem f'(z) = 213 g (x) = 2 wrae = 2z £ 3 x € (—00,—3)U (0, ) ..... (1p)
Deoarece 6x 49 < 0 pentru orice x € (—oo, —3), rezulta cd f(x) < 0, pentru orice x < —3, ceea ce arata
ca functia f este concavi pe intervalul (—00, —3) ...ttt e (1p)

n+3 n 1 2 3
ii) Avem f(1)+f(2)+...+ f(n) = > Ink— > Ink=1In (n+ )(n—6|— Jn+ ), pentru orice n > 1 (1p)

k=4 k=1
Rezultd cd a, = nln 1 1 P (1p)

3\ 5

lim a, = lim 31n(1—|—7) =3lne=3 .. (2p)
n—o00 n—oo n
iii) Functia g : [2,3] — R, g(z) = (z — 2)f(x) este continud pe [2, 3] si derivabild pe (2, 3) cu
Fl@)=(x=2)f(2) + f(®), B € (2, 8) <ot (1p)
Conform Teoremei lui Lagrange, existd ¢ € (2, 3) astfel incat ¢(3) — g(2) = (3 — 2)g’(¢), ceea ce este
echivalent cuIn2 = (¢ = 2)F/(€) 4 F(€) «rrrirni (2p)

1
Subiectul 4 Se considerd functiile f,g:[1,00) = R, f(z)=Inz+ —, g(z) =(z+ 1) Inz — 2 + 1.
T

i) Sd se arate cd functia g este o primitivd a functiei f.

it) Calculati aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei f aza Oz si dreptele de ecuatie v = 1 i
T =e.

2
iii) Calcula;ﬁi/f(a:)g(a:)dx.
1

Barem: Start .......... . (1p)
i) Calculeazad g’ i observa cd ¢’ = f Pe [1, 00) «uuninii it (2p)
ii) Cum f(x) >0, z > 1, rezultd ca A= / |f(z)|dx = /f(sc) dr=gle)—g(l)=2 ............... (3p)
1 1
1 !/
iii) Avem ca f(z)g(x) = (2g2) (), T > L o (2p)
; 2 In2—1)>2
Cu formula Leibnitz-Newton se obtine ca /f(m)g(a:)da: = —¢*(v) = w ............... (2p)
1

Nota: Orice alta varianta de rezolvare corectd se puncteaza corespunzator.



