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Proba scrisi la MATEMATICA

NOTA IMPORTANTA:

1) Problemele de tip grila din Partea A pot avea unul sau mai multe raspunsuri
corecte, care trebuie indicate de candidat pe formularul special de pe foaia de
concurs. Notarea subiectului de tip grila se face conform sistemului de punctare
partiala din regulament.

2) Pentru problemele din Partea B se cer rezolvari complete scrise pe foaia de
concurs. Acestea sunt evaluate in detaliu conform baremului.

PARTEA A

1. (6 puncte) Pentru orice n € N* notam

1 1 1 1

S, = '
T4 a7 T 0T T Bao2) Gar D)

Atunci valoarea lui Sgg19 este
2019 . 2018 2019 2018
6059 ° E 6059 6058 6058
2. (6 puncte) Daci log, (22 + 27) + log,2(z + 2) = 4, atunci x poate fi

[A]2; B]v2; [C]4; D] 2v2.

3. (6 puncte) Fie A = (4 _12> si B = (31! ﬁ) matrice cu elemente reale. Daca

_9 2
AB = BA = Oy (matricea nula din M3(R)), atunci
nu exista astfel de B ; B este unic determinata ;
x,1, 2z sunt numere pare; @ det B = 0.

4. (6 puncte) In inelul (Z;2,+,-) se consider ecuatia 3(z + 2) = 9. Atunci
ecuatia are exact 4 solutii; toate solutiile ecuatiei sunt inversabile in (Zj2,+,-);
ecuatia are exact 3 solutii; @ ecuatia nu are solutii.
tgx —x

5. (6 te) Fie £ = li
(6 puncte) Fie lim =

¢ este numar rational. Limita ¢ nu exista. ¢=1/3. @ { = 0.

6. (6 puncte) Fie a, b € R parametri, fie f : R — R functia definita prin

. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

2

F(z) = ae® +b+e 7", daca x <0
a x?, daca z > 0

si fie zp = 0. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

Exista o infinitate de perechi (a,b) pentru care f este continua in punctul zg.
f este derivabila in punctul xg < (a =1si b= —2).

f este continua in punctul zg < a+ b= —1.

@ f este derivabila in punctul g < (a = —-2si b=1).



7. (6 puncte) Fie f: R — R functia definita prin f(z) = (22 — 42 + 6)e”. Atunci

functia f este descrescatoare pe (—oo,0] si crescatoare pe (0, 400);
0 este punct de inflexiune pentru functia f;

functia f este strict crescatoare pe R;

@ functia f este convexa pe R.

w/2 d
8. (6 puncte) Valoarea integralei / 7$ este
o l+sinz

(Al Bl [C]r; D] 1.

9. (6 puncte) In rombul ABCD avem AB = 12 gi m(C) = 60°. Atunci suma
AD-AB + AC - BD

este egala cu

72; 72V/3; 144+/3; D] 72(1 + v3).
10. (6 puncte) In triunghiul ABC avem BC = a, m(A) = 30° si m(B) = 105°. Atunci

aria triunghiului ABC este egala cu

a2 - (I2 a2 a2
(\/31); (11\@); W; D] ;/5

PARTEA B

1. (10 puncte) Sa se calculeze urmatoarele limite:

1 — k 1 & k
a) lim — —_; b) lim — _—
()nﬁoon;,/nQ_i_kQ ()n—)oon; n2+k

2. (10 puncte) In sistemul cartezian zOy se dau punctele A(2,—1), B(4,3) si dreapta
d:x—2y—1=0.

(a) S& se demonstreze ca dreapta d trece prin mijlocul segmentului [AB].

(b) Sa se determine punctele C' pentru care aria triunghiului ABC este egala cu 3 i una
dintre medianele triunghiului ABC este pe dreapta d.

3. (10 puncte) Fie multimea de matrice

G = {( g i> \Zl,@ € c} C My(C),

—Z2 Z1

unde prin Z se noteaza conjugatul unui numar complex z.
(a) S& se arate ca G este un subgrup al grupului (Mz(C), +).
(b) Sa se construiasca un morfism injectiv de grupuri intre grupurile (C, +) si (G, +).

NOTA:
Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.



Raspunsuri si solutii
PARTEA A

Raspunsuri la probleme:

1.; 2.; 3.,,@; 4.; 5.,;
6. [A],[B],[Cc]; 7.[c],[D]; 8. [D]; 9.[A]; 10.[B]

Solutii la probleme:

1. Pentru orice k € N* avem egalitatea m = % <% — ﬁ), de unde rezulta ca pentru
orice n € N* avem
3S, = ! + L1 + 1t ! L 1 L
"1 44007 3n—2 3n+1 = 3n+1
adica S,, = 3%“ pentru orice n € N*. Astfel, Sog19 = %.

2. Conditiile de existentd a logaritmilor conduc la z € (0,1) U (1,00). In aceste conditi,
ecuatia este echivalenta cu

1
3 log,(z +2) + 1 +log,(z + 2) = 4,

2

de unde rezulta ca log,(z + 2) = 2, adica 2 = = + 2. In concluzie, © = 2 este singura solutie.

3. Din ecuatiile matriceale AB = BA = O3 obtinem

4-2y 4r—2z\ (4-2z -2+zxz\ (0 O
24y 2x+z) \4dy—2z —2y+z2) \0 0/)°
Rezolvand sistemele de ecuatii obtinute ajungem la concluzia ca singura solutie este z = 2, y = 2

siz=4,deci B= (; i)

4. Ecuatia se scrie echivalent: 3(z +2) =9 32+6=9<32-3=0<3@x-1)=0.
Ultima egalitate are loc daca si numai daca = — 1 € {0,4,8}, deci multimea solutiilor este
n

9
8
M = {1,5,9}. Dintre acestea, solutia 9 nu este inversabila in inelul (Zjo, +,-).

5. Aplicand regula lui ’'Hopital, gasim

1 2
oz — 1 oy Loeoste 1 1

¢ = lim 5

-0 3sin? xcosx  =—0 3sin

rcosdzr 1—03cosdr 3

6. Avem li}% fx)=a+b+1= f(0) si li{‘% f(z) =0. Drept urmare, f este continua in
x x

2o = 0 daca si numai daca a + b = —1, deci exista o infinitate de perechi (a,b) pentru care f
este continua in zp. De asemenea, f este derivabild pe R\ {0}, iar

f'(z) = ae® —e™® pentru orice z < 0,

f'(x) = 2x pentru orice z > 0.
Se constata imediat ca li}r(l) f(z)=a-1si li{‘% f'(z) = 0. Presupunand c& a + b = —1 (adica
x x

f este continua in 0), in baza unei consecinte a teoremei de medie a lui Lagrange rezulta ca



fi(0) = a—1si fi(0) = 0. Drept urmare, f este derivabild in o = 0 daca si numai daca
a+b=—-1gia—1=0, adica daca si numai daca a =1gi b= —2.

7. Avem ci f'(z) = (22 — 2z + 2)e® > 0, oricare ar fi € R, iar f”(x) = z%e® > 0, oricare
ar fi x € R.

8. Cu schimbarea de variabila tg § = ¢, obtinem

T2 dx L | 2 Loae 2
o l+sinz 0o I+ 1+t o (1+1) 1+tlo

9. In rombul ABCD avem m(@) = 60° si diagonalele sunt perpendiculare. Folosind
definitia podusului scalar gi notand cu O intersectia diagonalelor, obtinem ca

E-A’é+ﬁ¢?ﬁ:AD-AB-COS(@)+AC-BD-cos(A/05):12-12-%+0:72.

10. Avem m(C) = 180° — 30° — 105° = 45°. Aplicim teorema sinusului in triunghiul ABC:

a C

sinA sinC

a
<:>I_
2

Aria triunghiului ABC este

a-c-sin B

A(ABC) = =5

1
= §a2 2-5in(60°+45°) = 2a2\/§-<



PARTEA B

Solutii la probleme si barem:

1 & k
1. (a) Fie a,, = — —_—
(2) n;\/rﬂ—kk?

(3 puncte) Avem

n

1 k/n
ap = — :U(f7ATl7€TL)7
n ; 1+ (k/n)?
x
unde f : [0,1] — R este functia definita prin f(zr) = ——, A,, este diviziunea intervalului
V1+ 22

[0, 1] definita prin A, = (0, 1/n, 2/n, ..., 1), iar &, = (1/n, 2/n, ..., 1) € P(A,).

Observatie. In caz ca nu se specifica functia, diviziunea si sistemul de puncte intermediare,
se acorda 2 puncte din cele 3 puncte.

1
(1 punct) Intrucat ||A,|| =1/n — 0 cand n — oo, rezultd ca lim a, = / f(z)dz.
n—oo 0

Observatie. In caz ci nu se precizeazi ||A,| = 1/n — 0 cand n — 0o, nu se acordi acest
punct.
1 1
x
(3 puncte) Prin urmare, lim a, = / ———dx =1+ 2a? ’ =V2-1.
n—00 0 14 2 0

1~ k
b) Fie b, = — ————. Avem
(2) nkzzlx/n2+k

n

1< k 1 n(n+1)
bo<—> - Yok= o
ne— Vn2+1 nvn2+1 Pt 2nvn? +1

(1 punct)

si analog
n(n+1)
1 punct b, > ————.
(punct) o= 7 n
) n(n+1) ) n(n+1) 1 . . .
1 punct) Cum lim ———— = lim ———- = — | In baza criteriului clestelui rezulta
tp ) n—o0 Iny/n? +1 n=o2nyn2+n 2 i
ca lim b, =1/2.
n—oo
2. (a) (1 punct) Mijlocul segmentului [AB] este punctul M (3,1).
(1 punct) Coordonatele punctului M satisfac ecuatia drepteid: 3 —2—1=0.

(b) (2 puncte) Deoarece dreapta d contine o mediana a triunghiului ABC' si coordonatele
punctelelor A §i B nu satisfac ecuatia dreptei d (sau deoarece d trece prin mijlocul segmentului
[AB]), obtinem ca punctul C se afla pe dreapta d.

(2 puncte) Fie coordonatele punctului C(cy, c2). Atunci avem ¢;—2co—1 = 0 < ¢ = 2¢a+1.

(2 puncte) Aria triunghiului ABC este 3|A| = 3, unde

2 -1 1
A= 4 3 1].
2c0+1 o 1

(1 punct) De aici obtinem | — 6¢3 + 6| =6 < | — co + 1| = 1, adica co = 0 sau ¢y = 2.
(1 punct) Prin urmare, coordonatele lui C pot fi C'(1,0) sau C(5,2).



3. (a) (1 punct) Avem (8 8) € G, deci G # 0.
Fie A = (Zl 22), B = <Z3 Zi) € G. Avem:

-z = -z 7

(3 puncte) A+B:<Zl+23 32+Z4>:<Z1+23 zQ+z4>EG’

—z2—24 21+23 —z2+24 21+23

(3 puncte) — A= (;;zl :;ﬁ) = (_(_Z—ZIZ) :—Z) e GqG.
Deci G este un subgrup al grupului (Msy(C), +).
Observatie. Alternativ, multimea G este un subgrup al grupului (Ms(C),+) < [G # 0,
A— B € G pentru orice A, B € G| < [G este parte stabila a lui (Mz(C), +) si (G, +) este grup].

(b) (1 punct) Fie functia f : C — G definitd prin f(z) = (é g) pentru orice z € C. Se

observa ca (g g) € G pentru orice z € C, deci f este bine definita.
(1 punct) Verificarea injectivitatii lui f.
(1 punct) Pentru orice z1, 23 € C avem:

It = (07 235) = ("1 212) =G )+ (5 ) =7+

Deci f este morfism de grupuri intre grupurile (C, +) si (G, +).

Observatie. Exista si alte morfisme injective de grupuri intre grupurile (C,+) si (G, +),
care pot fi definite, de exemplu, prin f(z) = <707 Z) sau f(z) = ( ® f).

z 0 -z z



