EVALUAREA NATIONALA PENTRU ABSOLVENTII CLASEI A VIII-a
REZOLVARE CU BAREM SI COMENTARII

PROF. STEFAN SMARANDOIU
Scoala Gimnaziala ,, Take Tonescu”, RAmnicu Valcea

SUBIECTUL 1 (30 de puncte)
Nr. crt. 1. 2. 3. 4. 5. 6.
Rezultat 21 150 1 40 16 5
Punctaj 5p S5p 5p 5p 5p 5p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1. Deseneaza piramida patrulatera regulata. , 4p
Noteaza piramida patrulatera regulata. 1p
2. 2
a=3.(1_1+1)=3.(;_;+1)=3.z=1 P
2 3 6 6 6 6 6
51,1 1Y_5(6 3 4)Y_5.5_512 3p
b==:l-+——|==| =+ =-=|==:===.-5=4 g(a:b)=~Jab =4 =2.
3[243)3(121212)31235 me(h) = ab
3. Din teorema impartirii cu rest, deducem ca exista caturile ¢,?,a €N, astfel incat:
73=n-c+1, cuconditia 1<n, 123=n-1+3, cu conditia 3 <n, respectiv, 223=n-a+7, cu conditia 7 <n.
I<n TB=n-c+1=>72=n-c=72n 3p
Din 3<n;=>n>". 123=n-t+3=120=n-t=120in ;=
7<n 223=n-a+7=216=n-a=216:n
77 =23 .32 24:n
3
= (72:120:216)im  120=2%.3.51 = (72:120;216) =23 -3=24. nel = n=24.
3.3 n>17 2p
216=2"-3 .
n este cel mai mare
4.a) | Reprezentarea corectd a unui punct ce apargine graficului y A N 2p
x=0= f(0)=2-0-6=-6.  B(0;-6)
Reprezentarea corectd a altui punct ce apartine graficului 2p
f()=0=2x-6=0=>x=3.  A(3;0)
Trasarea dreptei AB. 1p
X
y 4 L
S este simetricul lui P fatd de O = O este mijlocul segmentului [SP].
P(0;3)
0(0;0) = 5(-3;0). 5 2p
T
O este mijlocul segmentului [SP] X
b)




-3e D, =R, evident; Prin calcul g(—3) =-3m+9

=-3m+9=0&-3m=-9=>m=3.
g(-3)=0. g(-3)=0

S(-3:0)e R, :{

m=3 )
L. . = m =3 este solutie.
Din ipotezam e R

3p

VxeR\{-L1;3} = E(x) = Xx= 3 x| =DxD)
T (x-D(x-3) x-3 x+1 x—1

2p

(ox 3 x yx+l (x=3 x ) x+1_ __X .x+1_x+1—x.x+1_l
x-3 x-3 x+1 1 x=3 x+1 1 x+1 1 x+1 1

3p

SUBIECTUL al IlI-lea

(30 de puncte)

1.a)

Din ipotezd ABCD este trapez isoscel cu AB||CD si ACNBD = {O} (1) 13

Metoda I: DM L CD = AMAD este dreptunghic in M = cosAMD = % = j <
A

2p

o eosas’ =AM N2 _AM v 103 m,
24 m 2 24 m

3p

DM 1 CD = AMAD este dreptunghic in M
Metoda a II-a: . = AMAD este dreptunghic isoscel = AM = AD.
m(<AMD) = 45

. 2 2 _an2 2 _ 2
AMAD este dreptunghic = AM“+ DM~ =AD - 2AM*“ =(24m) — AM=122 m.
AM =DM si AD=24m AM >0

SAU: AMAD este dreptunghic isoscel = AD = AM V2 ©24m=AMN2 = AM =122 m.

(Diagonala unui péatrat imparte patratul in doua triunghiuri dreptunghic-isoscele si cum diagonala pétratului are lungimea INE) , tot

astfel, ipotenuza triunghiului dreptunghic isoscel are lungimea ,, cateta]2 ys)-

b)

Fie CT L AB
DM 1 AB

Din (1)=CD||TM

=CT| DM
= MTCD este paralelogram = MT =CD=12\2m.

MTCD este paralelogram

Observatie: Putem demonstra ca i
m(<DMT) =90

} = MTCD este dreptunghi.

AAMD este dreptunghic in M

CT L AB = ABTC este dreptunghic in T
AD = BC = [A4AD]=[BC]

Din (1) > «A4=<«B

AB = AM + MT + BT =122m -3 =362m.

= AAMD = ABTC = [AM]=[BT]|= AM = BT =12+/2m.

Observatie: Putem calcula 4B si folosind AM = BT = M

Metoda a I1-a pentru a calcula AB
AM =1242m
CD=12\2m
Din (1)= CD|| AM
CM || AD

ADAB si «<CMB sunt corespondente & ADAB = <«<CMB = m(xCMB) = m(<):DAB) =45 = ACMB
formate de dreptele AD si CM cu secanta AB

este dreptunghic in C = MB> = MC” + BC* = (24cm)” + (24cm)’ = (24cm) - 2.

MB* = (24m)* -2
MB>0

CM =AD=24m

}: AM =CD =[AM]=[CD]
CM || AD

= AMCD este paralelogram = {

}:MB=24x/§m. AB = AM + MB =122 m + 242 m = 362 m.

1p

2




Din (1) si m(«<BAD)=45 = m(xCBA4)=45.
Varianta 1: Calculdm iniiltimea corespunzitoare ipotenuzei in triunghiul EAB

AB 36«/25/11:18\/5%

Fie P mijlocul bazei mari, [AB]=[AM]|=[MB]= AM = MB = - =

2p
m(<BAE) = m(«<EBA) =45 = <BAE = <EBA=> AEBA este isoscel de bazi [ AB] o
= EP este inaltime in AEBA =
P mijlocul laturii [ AB] = [ EP] este mediand in AEBA
. . EP . EP
EP L AB = m(<APE)=90" = AAPE este dreptunghic in P => g APE = —— <> (g 45" = ol = EP=18/2m.
AP 182m 18 J— 2m
Varianta 2: Calculim lungimile catetelor triunghiului EAB
AEAB dreptunghic in E
m(XBAE) = m(<EBA) =45 = reprnae i = AE’ + BE' =AM’ &
AEAB este isoscel cu [AE]1=[BE]l= AE = BE
2 2 2 _ 2
©24E* =(6N2m)' S AE = G6m*| b 36 peci 4R BE=36m,
AE >0
AEAB dreptunghic in E
SAU: P = AB = AEN2 36\2 m= AEN2 = AE = BE=36m.
AE = BE
Corespunzator celor doui variante, aflim aria triunghiului E4B, prin doui metode, astfel:
: . . 2p
g = ABED SR sy mESPECTIVE i, < AEBE 30300 iy,
METODA a IlI-a pentru a calcula aria triunghiului EAB
(4B + CD)- DM (36\/§+12\/5)-12\/5 , 482 1242 , ,
Aypep = m- = m°=576m".
2 2 2
l;j fj]i % =k, keR, , k raport de asemdnare. CD P \/— 1
CD|| AB = AEDC ~ AEAB = 2m _1
Apinc ey AB 36\/—m 3
AAEAB
Varianta 1: calculam AE si BE
CD|| 4B
«LEDC si <EAB sunt corespondente < <EDC = <EAB = m(XEDC) = m(<EAB) =45 si analog m(<ECD)=
formate de dreptele CD si AB cu secanta AE
AEDC este dreptunghic isoscel. —— =— AD 2 AWm 2 36m=EB= Appap = AE-BE 3636 _ sugm.
E4 3 E4 3 2
2
Varianta 2: continuim cu Ao _ z) = i 288m” _4 = Appgp = 288m 9 _ 648m’
AEAB 3 9 AEAB 9
2 2
Apipe =kz=(lj =l$ Ausep =§ 576m =§:AAEAB= 576m 9=648 e
Apin 3 9 Ay 9 Ays 9 8
METODA a IV-a pentru a calcula aria triunghiului EAB
CM=A4AD=24m .
Dacd am demonstrat ¢ AMCD este paralelogram = CM || AD sicda ACMB este dreptunghicin C =
M-CB _24-24
PCLEE N T YR
CM || AD < CM || AE = ACMB ~ AEAB = 632 m
ACMB _ 2
AAEAB
Varianta 1: calculam AE = BE =36m si atunci 4,,,,, = AEéBE :@m2 =648m’.
2 2 2
Varianta 2: continuam cu 204 [EJ _4, 288m 4 Aps = 288m 9 _ sugm?
AEAB 3 9 AAEAB 9
¢) | Metoda I: unicitatea perpendicularei intr-un punct pe o dreapta
AEAB este isoscel de bazda | AB] o
= EP este indaltime inAEAB = EP 1 AB. 2p

P mijlocul laturii | AB] = | EP] este mediand in AEAB




Din (1) =[AD]=[BC]

Din (1) =[BD]=[A4C] = AABD = ABAC = <«.DBA = «CAB < <OBA = <OAB = AOAB e isoscel de bazd | AB].
[AB]=[AB] (laturd comund)
AOAB e isoscel de bazda | AB]
|OP] este mediand

PeAB

EP 1L AB} = dreptele EP si OP coincid = punctele P,O si E sunt coliniare.
OP 1 4B

}:> OP este indltime in AOAB = OP L AB.

3p

Metoda a II-a: unicitatea mediatoarei unui segment, bazindu-ne pe definitia acesteia
AEAB este isoscel de bazda [ AB]

P mijlocul laturii [AB] = | EP] este mediand in AEAB
Din (1)=[AD]=[BC]

Din (1) = [BD]=[4C] = AABD = ABAC = «<DBA = <CAB < <OBA = <OAB = AOAB e isoscel de bazd [ AB].
[AB]=[AB] (laturd comund)
AOAB e isoscel de bazda | AB]
|OP] este mediand

} = EP este mediatoare in AEAB <> EP este mediatoarea segmentului [AB].

}:> OP este mediatoare in AOAB < OP mediatoarea segmentului [AB].

EP este mediatoarea segmentului[AB] ] o
= dreptele EP si OP coincid = punctele P,O si E sunt coliniare.
OP este mediatoarea segmentului[AB]

Metoda a IlI-a: unicitatea mediatoarei unui segment, bazindu-ne pe proprietatea ci orice punct situat pe mediatoarea unui
segment este egal depiirtat de capetele segmentului si reciproc

AEAB este isoscel de bazd |[AB]l = |EA|=[EB]|= EA=EB = d(E,A)=d(E,B)

. . = EO este mediatoarea segmentului [AB].
AOAB este isoscel de bazd [AB] = [0A]=[0B]= OA= 0B = d(0, A) =d(0O,B)

EO este mediatoarea segmentului[AB]

P este mijlocul segmentului [AB]ﬁ PA=PB=d(P,A)=d(P,B)
Metoda a IV-a: unicitatea bisectoarei unui unghi
AEAB este isoscel de bazd [AB]

P mijlocul laturii [ AB] = [ EP] este mediand in AEAB
[£4]=[£B]

[0A4]=]0OB] = AEOA = AEOB = <AEO = <BEO = |:EO este bisectoarea < — [ui AEB.
[EO]=[EO] (laturd comund)

}: P e EO= E,O, P sunt coliniare.

} = [EP este bisectoare in AEAB< [EP este bisect. < — lui AEB.

|:E0 este bisectoarea < — lui AEB ) ) o ) o
= semidreptele I:EO si I:EP coincid = punctele P,O si E sunt coliniare.
[EP este bisectoarea < —lui AEB
Metoda a V-a: axioma paralelelor
ED=EC=d(E,D)=d(E,C)

= EO este mediatoarea segmentului [CD] = EO L CD.
DO=CO=d(0,D)=d(0,C)

EOLCD EO 1 AB OP 1 AB
= FEO 1L AB. = FO|| DM. = OP|| DM.
AB||CD DM 1 AB DM 1 AB
O¢ DM
EO|| DM } = dreptele EO si OP coincid = E,O, P.
OP || DM
Metoda a VI-a: identitatea O+ OP = EP < E,O,P
OP 1L AB
}:OP“DMMBPOMMD:&:&:&
DM 1 AB BD DM BM orP 3 DM-3 1242m-3
= ="=0P= = 29\/5”1
BO 3 BO 3 BP  18/2m 3 DM 4 4 4
— = —==sau—= ==
OD 1 OD 4 BM 242m 4
OP N DC ={1} IP LCD
FieOP 1 4B =[P LCD. IP 1L AB :d(AB,CD)=IP=DM=12\/§m=OP+PI.
= OP 1LCD
AB||CD AB||CD




ABOA ~ ADOC
ABOA isoscel de baza [ AB]
Ol L CD = Ol este indaltime in ADOC

= [El] este mediand in AEDC} — EI :Q _ 12ﬁm — 62 m: AEAB este isoscel de bazd [AB]} S EP- AB 36\/— 1882 m

= ADOC isoscel de baza [CD] . B
= [OI] este mediand in ADOC = I este mijlocul |[CD] =

= m’
AEDC dreptunghic in E 2 2 [EP] este mediand in AEAB 2

EP=18V2m

PI=122m += EP=El +PI = E,I.P
El=62m

OePl

Observatii:
1.  Am obtinut un rezultat cunoscut de ,, prietenii geometriei”: intr-un trapez mijloacele bazelor, punctul de intersectie al
diagonalelor si punctul de intersectie al dreptelor ce includ laturile neparalele sunt patru puncte coliniare.
2. Coliniaritatea punctelor E, O, I se poate demonstra si cu reciproca teoremei unghiurilor opuse la vdrf.

= E,I1,0,P.

Metoda a VII-a: reciproca teoremei lui Ceva

ED E E ED B
Vom aplica mai intdi Teorema Lui Thales in AEAB: CD || AB= —=— ¢ :—C = BC _
AD  BC BC AD EC

P este mijlocul laturii [AB]:>AP=PB:>%=1.

ED BC _

ADEC L ED AP BC b e ac- {0} = E.0.P.
ﬁ—l AD PB EC

PB

Observatie: E,0,P inseamna ci punctele £,0,P sunt coliniare, in aceastd ordine!
Metoda a VIII-a: reciproca teoremei lui Menelaos

Calculam cu una din variantele de la subpunctul b) DE = 1 si AP =1. Apoi:
EA 3 PB
CD|| AB
! = ABOA ~ ADOC = 50 _40 _4B
AC N BD ={0} oD 0oC CD| BO 3
>—==.
ﬂ_ 36\/5m _é oD 1
12V2m
in ADAB,E € AD,P € AB,O € BD, astfel incatE AP BO _ l 1 3 =1=E,O,P
EA PB OD 3 1
2. @) | Dinipotezi ABCDA'B'C'D' este prisma dreapta 1 o fod
cu baza patratul ABCD si ACNBD = {O} 2) :‘\\ ;
(ceea ce inseamnd ca ABCDA'B'C'D' este prisma patrulatera regulata!) Al E \
Din (1) = Vigepapen =4y h=AB"-A4'= b 2p
g e
R
A== O lg
=(4em)’ - 242 em =322 em® 3p
b 2

) Din(z):>BD=1J§=4JEcm:>DO=B—Zl)=2ﬁcm. P

Din(1)= D'D 1L (4BC) . . s R )
= D'D 1 DO = m(xD'DO)=90"= AD'DO este dreptunghic in D = D'O* = D'D* + DO* =
DO c (ABC) 3p
D' 2 =1 2
= (V2 em)* + (N2 em)? =8em?* + 8em? = 16cm?. O =16eml b0 aem,
D'O>0
¢) | Metoda I

Din (1) = AB||D'C'= A4,B,C",D' sunt coplanare
Din (l) =[4B]=[D'C"] = ABC'D' este paralelogram = BC'|| AD'.
AB|| D'C' 1p




BC'|| AD"= m[ <(BC',EO) |= m[ «(<AD", EO) |= m(< AEO). o’

Af——

L B ) ‘4\

E'\: \ y

I’ D[)"\\:\-“I- - —- —

A== O )p
Din (1)= D'D 1L (4ABC) . . R s )
= D'D 1 DA= m(xD'DA4)=90" = AD' DA este dreptunghicin D = D'4* = D'D* + AD* =
AD c (ABC)
D'A* =24cm’
= (22 em)* + (dem)? = 8em® +16em* = 24em?. M\ D a=26cm.
D'A>0
Variante de a demonstra ca AD'OA este dreptunghic in O
Varianta 1
D'D 1 (ABC)
bin(2)= DO L AC = D'OL AC = m(xD'0A)=90" = AD'0OA d hic in O
m = t t in0.
DO < (ABC) este dreptunghic in 2p
AC c (ABC)
Varianta 2
Din (1) si (2)= D'4=D'C = AD'ACeste isoscel de bazd |:AC:| .
= D'O este ndltime in AD'AC = D'O L AC =
Din (1) = O este mijlocul diagonalei |:AC:|$ [D'O] este mediand in AD'AC
= m(XD'0A)=90" = AD'OA este dreptunghic in O.
Varianta 3
AO L D'D
D'D 1 (ABC) .
=D'D1 A0= A0 L D'D. Din (2) = A0 1 BD. AO L BD = A0 L (D'BD).
AO c (ABC)
D'D~ BD={0}
AO L (D'BD
( ) = A0 L D'O= m(xD'0OA)=90" = AD'OA este dreptunghic inO.
D'Oc (D'BD)
Varianta 4
D'O=4cm= D'O*=16cm’
A0 =22 cm = AO* =8cm? = D'A’=D'0’+ A0’ = AD'OA este dreptunghic in O.
D'A=26cm= D' 4* = 24cm’
Indiferent de varianta aleasi, putem continua astfel:
Fie OF L D'A, cu F € D'A= OF este indltime in AD'OA — OF D'O-A0 4em-22em 43
= = = Cm.
AD'OA dreptunghic in O D'A 276 cm 3
E este mijlocul [D' A D' 2
este mijlocul | I = [EO] este linie mijlocie in AD' AC = EO =—C = \/E em=A6 cm.
O este mijlocul [ AC]
443 2p
AD'AC este nei, /
este netsosce = AEOF este dreptunghic in /" = sin AEO = or -3 - 43 L = 2\/5.

OF L D'4 OE J6 3 J6 3

Metoda a II-a

Din (1) = AB||D'C'= A4,B,C",D' sunt coplanare

Din (1)=[4B]=[D'C| = ABC'D" este paralelogram => BC'|| AD'.
AB|| D'C'

[EO] este linie mijlocie in AD'AC = EO|| D'C.

BC'si EO necoplanare
D'e BC'si D'¢ EO
BC'|| AD'

EO||D'C

= m[<(BC",EO) |= m[ «(AD',D'C) |= m(xAD'C).




_AC-D'O_ 42-4

Aypae = em® =82 em?
2 2 —12-sin AD'C =82 = sin e B2 22

' 4. et ' . Qi ' 12 3
A m D'A-D C251n AD'C _ 26 2J€2s1n AD'C s s Do
Metoda a III-a

Ca la metoda I aratim ca BC'|| AD' = m[ «(BC',EO) |= m[ <(«<AD', EO) |= m(< AEO).

AE =6 cm = AE® = 6¢m’ E
Calculaim EO =~/6 cm = EO* =6cm® ' = AO* < AE* + EO* = AAEO este ascutitunghic. -
A0 =22 cm = AO* =8cm?
Varianta 1 A O
%
A0 22em
Fie M mijlocul laturii [ A0] = { M = MO =—==—"—= V2em

[EM ] este maediand in AEAO

AE = EO = AEAOQ este isoscel de bazd [ AO]

LEM] est diand i 0 }ﬁ EM este inaltime in AEAO = EM 1 AO = AEMA este dreptunghic in M =
este maediand in AEA

2 _ 2 g 2 _ 2 _ 2
= EM? = AE* —EA* = (6 em) = (N2 em)* =4 cm e EM = 2em
EM >0
AAEA0=M=2\/§.25m2=2\/§cmZ 2\/5
2 2 — 3sin AEOcm® = 242 em® => sin AEO = V=
EA-EO-sin AEO 6 -6 -sin AEO , . ) 3
Aspao = 2 = > cm” =3sin AEOcm

Observatie: Aria triunghiului EAO se putea calcula si cu formula lui Heron.
Varianta 2

Fie AT L EO, cuT e (EO) $iTE = x = TO = (N6 — x)cm, unde 0 < x <+/6.

AATE este dr.in T = AT* = AE* = ET* = (J6 cm)* — x’em® = (6 — x*)em”

AT LEO = -
AATO este dr.in T = AT = AO* —OT? = (22 em)? — (V6 — x)2em? = [8—(6— 2Wox+x =265 x>+ 2]cm2
ﬁZ\/gx—xz+2=6—xz4:)2\/gx=4$x=i=£.
26 3
2
Je 6 48

AT? =|6-| — 2| g2 |em? = o2
Atunci: [3 o 9)" Tg " ﬁAT=¥cm

AT >0

AT 43 1 242

AATE este dreptunghicin T= sinAFO=—=—" - —~=——.
piune AE 3 6 3

Metoda a IV-a
Ca la metoda I aratdm ca BC'|| AD' = m[ <(BC',EO) |= m[<(«<AD',EO) |= m(«< AEO). In AAEO:

AO® = AE> + EO” — 2AE - EO- cos AEOc>(2x/5)2 =(\/E)2 +(JE)2—2JE-J€.COS AEO < 8=12—12-cos AEO = cos AEO=§

2
sin? AEO + cos* AEO =1 sin® AEO + . 1= sin’ AEO = 8 . 22
3 9t =>sin AEO = —3 .

sin AEO >0




