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1. Rezolvati ecuatia (x + Vx% + 1) ({x} + /{x}? + 1) = 1,unde x € R.

Am notat cu {x} partea fractionara a numarului real x.

G.M. 3/2019
Solutie*
Daci{x}=0=2>x+Vx2+1=1=2x=0 1p
Dacé{x}>0:>{x}+m>1:> x+VxZ+1<1 1p
Cumx>0=2x+Vx2+1>1=2x<0 1p
(x+\/xz—+1)({x}+\/m)=1=>{x}+\/{x}2—+=|x|+\/xz—+1: 2p
{x}=|x|:>[x]=—1:>x+1=—x:>x=—% 2p

2. Sd se arate cd orice triunghi are doud laturi de lungimi x si y cu proprietatea cd

V5—1 x V541

<=<
2 y 2

Solutie*

Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului.

Presupunemca a > b = c si notam M = 2, n= % 1p
. v5-1 . -
Observdmca m,n = 1> T, deci inegalitatea din partea stanga are loc. 1p

V5+1

Vom arata ca cel putin unul dintre numerele m, n este < > "




V5+1

Presupunem prin absurd c& M, N este >

Deoarece b + ¢ > a, avem

b+c \/§+1
n+1=— > -—=mn> .
Rezulta astfel
V5+1 _VJ5-1 4 2
1> -1 =
( 2 ) z = (J§+1)n N

. 5+1 o
adican < — contradictie.

1p

1p

2p

1p

3. a) O piramidd regulatd are toate fetele laterale triunghiuri echilaterale. Sa se afle cdte laturi

poate avea baza piramidei.
b) Fie OABC un triedru tridreptunghic in O, iar a, 5,y mdsurile unghiurilor formate de
dreptele OA, OB, respectiv OC, cu planul (ABC). Ardtaticd a + B +y < 135°.

Solutie*

a) Fie piramida VAA,...A, cu fetele laterale triunghiuri echilaterale si O centrul bazei piramidei.

In AVOA, dreptunghic, avem OA,<VA, =AA, =
in AOA, A,,isoscel de bazid (4,4,), m(xA4,;04,) > m(X04,4,) = m(x04,4,) =
m(<A,04,) > 60°

0
Dar m(<A4,04,) = 3% =>n

Tn concluzie, poligonul de la baza piramidei poate avea 3,4, sau 5 laturi.

b) Masura unghiului format de o dreapta cu un plan este cea mai mica masura a unui unghi
format de dreapta cu orice alta dreapta din acel plan.

Obtinem ca m(«x04, (ABC)) < m(x04, AC), respectiv m(%0A4, (ABC)) < m(x0A, AB)

si analoagele

Insumand cele 6 relatii, obtinem 2 - (a + 8 +¥) < m(X0AB) + m(x0BA) + m(X0AC) +
m(xX0CA) + m(X0BC) + m(X0CB) @ 2 - (a+ L +y) <270°=>a+p +y <135°

*Oricare altd metodd de rezolvare se puncteazd corespunzdtor. Problemele rezolvate prin incercadri se
puncteazd cu maximum 4 puncte.

2p
1p
1p

1p

2p



