Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
CLASA aV-a

Problema I

< . < 200 .
Sa se scrie numarul 6°°°-3 ca suma de sase numere naturale consecutive.

Problema propusa de prof. Maricel Manea
Problema 11
Sa se afle restul Tmpartirii numarului 57 prin 31, ne N

Problema propusa de prof. Cornel Hahui

Problema II1
Se considera multimea A={1,5,9,...,2009} si o submultime B a lui A, formata din 254 elemente. Sa

se arate ca exista in submultimea B doua elemente a caror suma este 2018.

Problema propusa de prof. Mihai Totolici

Problema IV

Fie numarul natural x=9 +99+999+...+ 999...99
H_J

2009 cifre
a) Sa se determine suma cifrelor numarului x.
b) Si se demonstreze ci numirul format din ultimele patru cifre ale lui x are forma 7k+1 si si se aflek € N

Problema propusa de prof. Andrei Nicoara Dorina

Nota

1. Toate problemele sunt obligatorii
2. Timp efectiv de lucru 3 ore
3. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
CLASA a Vl-a

Problema I

Sa de afle numerele naturale de forma E ,In baza 10, x#0, stiind ca x_yz +5=(x—4)2009

+y +7°

Problema propusa de prof. Saulea Tatiana
Problema IT

Determinati numarul natural n stiind ca este indeplinita conditia :

card A=12500, unde A= {x|5" < x<5""}
Problema propusa de prof. Dorina Savin

Problema IT1

Sa se determine numarul abc , divizibil cu 9, stiind ca

"2—1=b;3zc_4 si1<a<9;3<b<9:4<c<9.

Problema propusa de prof. Rodica si Dumitru Balan
Problema IV

Fie <AOB cu miasura de 128° si [OA; bisectoarea <AOB , [OA; bisectoarea <AOA, , [OA3

bisectoarea <AOA, ..., [OA; bisectoarea <XAOA, .

1) Aflati masura unghiurilor «A,0A; s1 <BOA,
2) Aflati masura unghiului dintre bisectoarea unghiului <A,OA; si bisectoarea unghiului <tBOA,

Problema propusa de prof. Serghie Cristi

Nota

4. Toate problemele sunt obligatorii
5. Timp efectiv de lucru 3 ore
6. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 1a 7
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a VII-a

Problema 1.
Fie a, a,, as,...,a;, sapte numere naturale patrate perfecte. Sa se arate cd existd doua dintre ele a
caror diferentd este multiplu de 20.

Manea Marcel, profesor, Galati
Problema 2.

Sa se determine toate numerele naturale a de trei cifre cu proprietatea \/ a+23++ya++a+2009 e N.

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati
Problema 3.
In exteriorul triunghiului MNP se construieste dreptunghiul NPQR. Perpendicularele din Q si R
respectiv pe MN si MP, se intersecteaza in punctul T. Perpendicularele din R si Q respectiv pe MN si MP,
se intersecteaza in punctul S.

a). Sa se demonstreze ca MT 1 NP.

b). Daca punctul O este mijlocul segmentului [MS] , sa se demonstreze ca punctul O se afla pe
mediatoarea segmentului [NP].

¢). Daca punctul O este mijlocul segmentului [MS] si centrul dreptunghiului NPQR, sa se
demonstreze ca triunghiul MNP este dreptunghic.
Problema 4.
Fie ABCD un patrulater convex in care ABIICD, ACNBD = {0} .

Prin punctul O ducem paralela la AB care intersecteazd AD in punctul E, iar pe BC in punctul F. Sa se

demonstreze ci EF <+/AB-CD .In ce caz are loc egalitatea?

Manea Marcel, profesor, Galati

Nota

7. Toate problemele sunt obligatorii
8. Timp efectiv de lucru 3 ore
9. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 1a 7
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a VIII-a

Problema 1.

Sa se determine cardinalul multimii M = {xe Z1x=n>-18- n, ne N, n<2009} .

Cirmaciu Milu, profesor, Galati

Problema 2.

(a). Sa se determine numerele reale a, b, ¢ astfel incat:

2 2 2
2-Ja]+3-|p|+5-|c|-38= % . Céte solutii(triplete) verifica relatia?

(b). Daca a, be RY i 3-a+5-b=1,sdsearate cd v3-a+1+~/5-b+2<2:/2.

Manea Marcel, profesor, Galati

Problema 3.

Fie a,,a,,...,a,,, numere reale strict pozitive astfel Incat a, +a, +...+a,,, =2009.

2 2 2 2 2 2
a, +a as +a a +a
L2472 34 4220 1 >92009.
Cll+612 a2+a3 a2009+a1

Sa se arate ca:

Veronica Grigore, profesor, Galati

Problema 4.

Se considera patru puncte diferite, necoplanare, V,A,B,C astfel incat [VB]=[AC]|=[BC]

si VA > VC(m(&(VBA)) > m(&(VBC))). Fie [BM bisectoarea £ (VBA), M € (VA), [BN bisectoarea
£(VBC), Ne (VC) si [AF bisectoarea £ (CAB),

Fe(BC);MNN(ABC)={P}; PFN(AB)={E};(VE)N(BM )={0}; (AF)N(CE)={J}sase
demonstreze c¢d QJ I (VAC).

Prof. Stiubianu Iulian, CNAIC, Galati

Nota

10. Toate problemele sunt obligatorii
11. Timp efectiv de lucru 3 ore
12. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
CLASA aIX-a

Problema 1.

. .l x=2 2x-1| 3 . R - - .
Sa se rezolve ecuatia ) + 1 =—x—2 ,unde [X] reprezintd partea Intreagd a numarului real x.

Problema propusa de Conf. Dr. . Ion Mirica

Problema II.

Sa se calculeze expresia:

_ sin53"—2c0s40°sin13°
cos 63’

E

Problema propusa de prof. Veronica Grigore

Problema II1

. & 3
Fie a,>0, ne N, pentru care a. <a, —a,,,,(V)ne N .

Sasearateca [n-a,]=1, (V)ne N
Problema propusa de prof. Iuliana Duma

Problema IV
Fie unghiul ABC si A’e (BC),B’e (AC), C’e (AB) astfel incat AA’ , BB’, CC sunt concurente in M.

Demonstrati ca :

MA _C'A+B'A

"MA' C'B B'C
MA+MB+MC+2_MA‘MB‘MC

"MA' MB' MC' MA' MB' MC'

MA MB MC
. + + >6
MA' MB' MC'

Problema propusa de prof. Vasile Dumbrava

Nota

13. Toate problemele sunt obligatorii

14. Timp efectiv de lucru 3 ore
15. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a X-a

Problema 1. Sa se demonstreze inegalitatea:

)sin a

.2 . cosar
(sm a+sma-cosx )

~(cos2 a+sino-cos o

<1(V)ae (o,fj
2
>|<>|<‘>l<

Problema 2. Sa se rezolve in R ecuatia:

logﬁ(arcsin(x—[x]))+log£(arccos(x—[x]))z 2

2 2 log , (arctg e[x] +arcctg e[x])

4

Vasile Duma, profesor, Galati
Problema 3. Sa se demonstreze inegalitatea:

3 3 3 2 2 2

1
x—3+y—3+z—32— SR A S (V)x, v, z€ (0,).
y o7 ox 2\yz zx xy) 2

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati

Problema 4. Sa se rezolve in C ecuatia: |z+|z—1/+|z—2|+...+|z—2009) =1005".

Prof. Totolici Mihai, CNVA,Galati

Nota

16. Toate problemele sunt obligatorii
17. Timp efectiv de lucru 3 ore
18. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a XI-a

Problema 1. Se considerd matricele A,Be M, (R) care indeplinesc conditiile:
(i). det(A+2008-B)=det(2008A+ B)
(ii). det(A+2009-B)=det(2009- A+ B).
Sa se demonstreze ca det A =det B.
Prof. Totolici Mihai, CNVA

Problema 2. Fie a, b, ce R, a#0. Si se arate ca det(a-X2+b-X+c-12)20, (V)X e M, (R) dacasi

numai dacd b> —4-a-¢ <0.
Conf. dr. Jenica Cringanu, Univ. Galati

Problema 3. Fie o e R. Sa se arate cd sirul cu termenul general x, = {n . a'}, ne N, este convergent

daca si numai daca e Z. ( S-a notat cu {a} partea fractionara a numarului real a ).

Conf. dr. Jenica Cringanu, Univ. Galati

2008 (

1g x)—arctg 2008 (x)

X2009

Problema 4. Si se calculeze |im

x—0

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati

Nota

19. Toate problemele sunt obligatorii
20. Timp efectiv de lucru 3 ore
21. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 la 7
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a XII-a

Problema 1. Fie G =(k, «)—{k+1}, k >0, pe care se defineste legea "+" astfel incat
log, [ (x*y)—k]=log, (x—k)-log, (y—k). (V)x,ye G, a>0,a #1.

a) Sa se determine numarul perechilor de numere Intregi (k,a) pentru care elementul neutru al legii "+"
sd fie e=2009.
b) Sa se verifice ca legea "+" este asociativa si sd se determine elementele xe G care verifica
relatia: x = x, in cazul k =a+1=1005 ( s-anotat cu @’ simetricul lui a in raport cu legea "+"
c) Sase determine f : (R*, ) —(G,*) , izomorfism de grupuri ,cu proprietatile:
1. dreapta y =1 este asimptota orizontald spre —oo la graficul functiei f ;
2. f(1)=2010.
Prof. Ion Viorel, Liceul Teoretic Dunarea

Problema 2. Fie (G,-) un grup cu proprietatea ci existd a€ G astfel incat a*x’a® = x, (V)xe G . Sa se

demonstreze ci x° = e, (V)xe G, unde ee G este elementul neutru al grupului (G,-).

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati.

x> —sin® x

Problema 3. Si se calculeze I wdx, X€E (0,%)

Prof. Dumbrava Vasile, L.E.R.,Galati.

1
Problema 4. Fie 1, = [{/1+x+x" -dx, ne N, n>2.
0

a) Sase calculeze I,.

b) Sa se arate ca sirul (I n) este convergent si sd se determine limita sa.

n22
Conf. dr. Jenica Cringanu, Univ. Galati
Nota

22. Toate problemele sunt obligatorii
23. Timp efectiv de lucru 3 ore
24. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 1la 7
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a VII-a
Solutii
Problema 1. Fie q;, a,, as,...,a;, sapte numere naturale patrate perfecte. Sd se arate ca existd doud dintre
ele a caror diferenta este multiplu de 20.
Manea Marcel, profesor, Galati
Solutie: Ultima cifrd a unui numar natural patrat perfect apartine multimii {0,1,4,5,6,9}. Deci conform
principiului cutiei existd doud dintre cele 7 cu aceeasi ultima cifra. Fie acestea ay, §i a, (putem presupune
ap>ay).
Numarul a,-a, are ultima cifra 0, deci a-a,=M;oCMs. (D)
Fie an=p° si a,=q". Evident p, respectiv g, au paritate egald cu a lui a,, respectiv cu a lui a,, deci p-q si p+q
sunt numere pare. Rezulta ca am—an=p2—q2=(p—q)(p+q)=4-k= My 2)
(p si q sunt de aceeasi paritate).
Din (1) si (2) rezulta ca ay-a,=Moy.

Problema 2. Sa se determine toate numerele naturale a de trei cifre cu proprietatea

\/a+23+\/a+\/a+2009 e N.

Solutie: 100 <a <999 = 2109 < a+2009 <3008. Punand conditia ca numarul a+2009 sa fie patrat perfect,

se obtine: a+2009¢€ {2116, 2209, 2304, 2401, 2500, 2601, 2704, 2809, 2916} .
Asadar, va+2009 € {46,47,48,49,50,51,52,53,54} si

a+~+a+2009 e {153, 247,343,441,541,643,747,853,96 1} .Dar a++/a+?2009 trebuie sa fie patrat perfect.
Rezultd ¢ a++/a+2009 € {441,961} . Obtinem ca +/a +~/a+2009 € {21,31} si
a+23++a+~a+2009 e {436,961}.

Deoarece +/436 ¢ N si /961 =31€ N, rezulta ca \/a+23+\/a+\/a+2009 =31=a=907.

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati
Problema 3. In exteriorul triunghiului MNP se construieste dreptunghiul NPQR. Perpendicularele din Q si
R respectiv pe MN si MP, se intersecteaza in punctul T. Perpendicularele din R si Q respectiv pe MN si MP,
se intersecteaza in punctul S.

a). Sa se demonstreze ca MT 1 NP.

b). Daca punctul O este mijlocul segmentului [MS] ,sa se demonstreze ca punctul O se afld pe

mediatoarea segmentului [NP].

. b3
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¢). Daca punctul O este mijlocul segmentului [MS] si centrul dreptunghiului NPQR, sa se

demonstreze ca triunghiul MNP este dreptunghic.

Gusta Constanta, profesor, Galati

Solutie:




Construim paralelogramul MPQL = ML || PQ, [ML]=[PQ].
Dar PQ || NR si [PQ] = [NR] , rezultd ca ML || NR, [ML] = [NR] = MNRL paralelogram;
PQ || ML
PQ L NP
LQ | MP
a). RT L MP
Analog, se demonstreaza cd QT L LR;
RT 1 LQ
QT LLR
LT LRQ
RQ || NP
Din (1) si (2) = punctele M,L,T sunt colineare = MT L NP.

}:MLJ_NP (1)

}:RTJ_LQ

} = punctul T este ortocentrul triunghiului LRQ = LT L RQ;

}:LTJ_NP (2)

b).Fie STNRQ ={U}

RT L MP
SQ L MP

Analog, se demonstreaza ca RS || TQ

= RT||S
} 150 = RSQT paralelogram =

punctul U este mijlocul diagonalelor :[RU | =[UQ];

— [oM]=[0s] L
In triunghiul MTS : = [OU ]este linie mijlocie = OU || MT;
[UR]=[US]
ou || MT
= OU L NP;
MT L NP
[rU]=[UQ] . . N .
= OU este mediatoarea segmentului[NP] = O e mediatoarei segmentului [NP]
OU L RO
c).
Punctul O este centrul dreptunghiului NPQR = OU:% -PQ 1

= OU=—-ML;
Dar [PQ]=[ML] 2

Cum [OU] este linie mijlocie in triunghiul MTS = OU = % -MT;
1

OU=—-ML
2

= punctele L si T coincid: L=T = RL L MP;

0U=1-MT
2

RL 1 MP .
= MN L MP = MNP este dreptunghic.
RL|| MN
Problema 4. Fie ABCD un patrulater convex si in care ABIICD, AC NBD ={0}.
Prin punctul O ducem paralela la AB care intersecteazd AD in punctul E, iar pe BC in punctul F. Sa se

demonstreze ci EF <+/AB-CD .In ce caz are loc egalitatea?

ateX MNTON0;



Manea Marcel, profesor, Galati

Solutie:

Cazuri: I) AD||BC=ABCD paralelogram si inegalitatea este adevaratd(devine egalitate) pentru ca
EF=AB=CD.

II) AD( BC #J = ABCD este trapez. Se demonstreaza ca EF:% astfel:

AB CD

EONAB=aDEO ~aDAB < £O = bo

AB DB

FOIl AB=aCFO ~aCBA « 2L = €0 = [EO]=[OF].
AB AC

DO _CO DO CO

DCIIAB=aDOC ~aBOA & & =
OB AO DB AC

EONCD =arAEO ~sADC & EO _40
DC AC
EO EO DO AO CO AO AB-CD
=1 EO=——
AB DC DB AC AC AC AB+CD
EF=2.p0=2ABCD
AB+CD

deci EF este media armonica intre AB si CD si conform inegalitatii mediilor= EF<+ AB-CD .

B
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a VIII-a

Solutii

Problema 1. Sa se determine cardinalul multimii M = {xe Z/x=n*>-18- n, ne N, n<2009} .

Solutie: Fie doua elemente egale din multimea M:
a=n2—18-n, b:m2—18-m, mne N, m#n.
a=b:>n2—18~n=m2—18‘m<:>(m—n)‘(m+n—18)=0.
Dar m # n. Atunci m+n-18=0= m+n=18, m,ne N, m#n

m=0=>n=18

=l=>n=17
Dacém "

Deci 9 elemente din cele 2009 din multimea M se repeta. In concluzie, card M=2000.

Cirmaciu Milu, profesor, Galati

Problema 2.

(a). Sa se determine numerele reale a, b, ¢ astfel incat:

2 2 2
2-|a|+3-|p|+5-|c|-38 = % . Cite solutiitriplete) verifica relatia?

(b). Daca a, be Ri si 3-a+5-b=1, sd se arate ca: x/3-a+1+\/5-b+2 <2~\/§.
Manea Marcel, profesor, Galati
Solutie:
a) a® —4-|a|+4+b>—6|p|+9+c* —10-|c|+25+38=0
& (a|-2)* +(p|-3)* +(c|-35)* +38=0 = a,b,ce &
Solutii: S=9.

x+y
2

Deci N3 -a+1+/5-b+2 <2-\/3"”1;5'Z’Jr2 =2-\/§=2-\/§

b) Se aplici inegalitatea \/;+\/; <2. , (V)x,y20,

Problema 3. Fie a,,a,,...a,,, numere reale strict pozitive astfel incat a, +a, +...+d,y,, =2009.




2 2 2 2 2 2
a +a, a,+a Ay T4
L2424+ 201 >2009.

Sa se arate ca:
a+a, a,+a, Ay T4,

Veronica Grigore, profesor, Galati
Solutie:

Se foloseste inegalitatea:

2 2
a; +a, _a +a 2

— 12 ls2-al+2-a; 2al +a+2-a,-a, & (a,—a,) 20, (V)a,a,>0,
a,+a

1 2

Se obtine:

2 2
a t+a, S a+a,
a +a, 2

2 2
a +a;  a,+a,
a, +a, 2

2 2
oo + G4 > D009 +a

oo G4 2
Prin adunarea inegalitdtilor se obtine:

> a +a, _I_az+a3 + +a2009+a1

a+ta, a,+a, Ay T4 2 2 2

2 2 2 2 2 2
a +a a, +a a +a
L2472 3y 420

Dar a, +a, +...+ a,,, = 2009, rezulta ca

2 2 2 2 2 2
a +a a; +a a +a
L2472 34 420 1 >92009
a1+a2 a2+a3 a2009+a1

Problema 4. Se considera patru puncte diferite, necoplanare, V,A,B,C astfel incat [VB]=[AC]=[BC]
siVA > VC(m(£(VBA))>m(£(VBC))). Fie [BM bisectoarea £(VBA), M & (VA), [BN bisectoarea
£(VBC), Ne (VC) si [AF bisectoarea £ (CAB),

Fe(BC);MNN(ABC)={P}; PFN(AB)={E};(VE)N(BM)={0}; (AF)N(CE)={J}sase

demonstreze c¢d QJ Il (VAC).

Prof. Stiubeianu Iulian, CNAIC, Galati

DL W e
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Se demonstreaza ca punctul

Pe

AC

M e (VA)= M € (VAC)
= MN c (VAC);
Ne (VC)= Ne (VAC)
MN c (VAC)
= Pe (VAC)
Pe MN
Pe (VAC)
= Pe (VAC)N(ABC)= P& (AC).
Pe(ABC)
AVAB: [BM —bisectoarea £(vBA)—Lti VM VB
AM ~ AB
WVBC: [ BN -bisectoarea £(vC)—Ltis YN _ VB
NC BC
AVAC: M,N,P sunt coliniare —enelaus VM PA NC 1= VB PA BC _
AM PC NV AB PC VB
PA BC _
PC AB
Dar [BC]=[AC].Rezulta PA ﬂzl;
PC AB
AABC: [AF—bisectoareaA(BAC) rois. (AC _CF
AB  FB
. PA CF
ect —--——=
PC FB
sABC: P.EE coliniare —Menclaws_ PA EB CF _\ EB | _ 1pA1=[EB](1):
PC EA FB EA
AVBE : [BQ—bisectoareaAC(VBE) T.bis. VB VQ BE:M(Z)
BE QE Vo
AAEC: [AJ—bisectoarea&(EAC)%TJ”’S' ﬂ:ﬂ: AE = AC-EJ (3)
EC JC JC

VB-QE AC-EJ

Din 1,2,3=>
" JjC — gE — % R.Th.Tales QJ e
Dar [VB]=[AC] ©
oJ Ve
= QJI(VAC)
VC c (VAC)

L\ TR
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Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009

Clasa a X-a
Solutii

Problema 1. Sa se demonstreze inegalitatea:
)sina )cosa

(sin2a+sina-cosa’ -(cosza+sina’-cosa

<1,(V)ae (o,gj.

Solutie: (V) e (Ogj = sina >0, cosa>0;
Se logaritmeza natural inegalitatea din enunt si se

sin-In(sin@)+cosa-In(cosa)+(sina+cos@)-In(sin+cos) <0, (V)ae (O,%j &

obtine: .
Snc In(sina)+ cosa ‘In(cos) < —In(sin @ +cos )

sina+cos o sin @ +cos

Aplicand inegalitatea lui Jensen functiei concave f :(0,00) = R, f(x) =Inx, obtinem:

sin o . cos o sin o . cosa

fl———sing+—————cosa |[2——— f(sina)+——— f(cosa) &

sina+cosa sina+cos & sina+cosa sina+cosa
inegalitatea propusa
Problema 2. Sa se rezolve in R ecuatia:

. 2

log,r(arcsm(x—[x]))ﬂog,r(arccos(x—[x]))z 5 BI%

P P log , (arctg e v arcctg el )

4
Vasile Duma, profesor, Galati

Solutie:
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arcsin{x}>0, (V)xeR

= arcsin{x}-arccos{x} >0, (V)xe R-Z
arccos{x}20, (V)xeR

{x}e[0.1), (V)xeR:{

X—[x]={x},(‘v’)xe R

arctg y+arcctg y=§, (V)yeR =
log,[(arcsin(x—[x]))ﬂog,[(arccos(x—[x])): 2
P B log , (arctg e[x] +arcctg e[x])
4
. 2
log ;, (arcsin{x}-arccos{x}) = o
z oo T
2 ogr
4
arcsin{x}+arccos{x}

log , \/arcsin{x}~ arccos{x} =log , & arcsin{x} = arccos{x} &

2 2

|\

{X}:T@XG {74‘]{/](6 Z}CR—Z

2

Obs.arcsin z+arccos z:%, (V)ze[-11]

Problema 3. Sa se demonsreze inegalitatea:

3 3 .3 2 2 2
X y z 1{ x y < 3
_+—3+—32 ( + + ]"'59 (V)x, Yy, zZ€ (O’oo)

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati
Solutie:
Fie a,be R, a+b>0; 5
) = (a=b)"(a+b)20 (a*=b*)-(a—b)20 &
(a—b)" 20, (V) a,be R

aA+b>>a’ b+a-b® Q)

33 3 2 2 2
. . . X
Inegalitatea din enunt devine: 2 (—3 + y_3 + Z—J > + + +3.

Folosind inegalitatea (1), se obtine:

3 3 3 3.3 33 33 2 2 2

Xy oz Xy Xz Yy oz Xy x yo o ox" oz

- 4+ < 47 = — 4 R B =z 4+ | > L
2{ 3t 3+3] (3"‘ 3]‘{3"‘ 3]"{3"”3]‘ 2t RV

y oz x vy oz yo X X y- oy z/ oy x
2 2 2 2 2 2 2 2
_._2+y_2.£+l.z_2_ X xzy x2z+ < Y +y2z2 Y 42 Y 43 deoarece
x X z x* yz z yo X'y Xz x* Yz Xy X2Z
x2y+x-2z+y2Z23 3 x-2y x';‘y; =3, (V)x, y,z€(0,)
Z y X z y X

~+ -
| ateX MIENO



Problema 4. S se rezolve in C ecuatia: |z|+|z—1/+|z—2|+...+|z—2009| =1005".

Prof. Totolici Mihai, CNVA
Solutie:
|2|+|2—2009] =|2|+[2009 — z| 2 |z + 2009 — z| = 2009, cu egalitate atunci cand M (z) € [AyAgo .
unde A; are afixul i, ie {0,1, 2,3,...,2009}. Asadar, are loc egalitatea pentruze R, ze [0, 2009].
z—1|+|z—2008| =|z—1|+|2008 — z| 2|z —1+2008 — z| = 2007, cu egalitate pentru z € R,
z€[1,2007]; Adunand
- 2| +|z — 2007| > 2005, cu egalitate pentru ze R, ze [2,2005]

Anolog,

Succesiv,

|2—1004| +|z —1005| > 1, cu egalitate pentru z e [1004,1005];
aceste inegalitdti, obtinem:
|2 +|z—1|+|z = 2| +...+|z—2009] 2 2009 + 2007 + 2005 +...+ 3+1=1005", adic are loc egalitatea in toate

cele 1005 cazuri.

Solutia ecuatiei este: z€ R, ze [1004,1005]

L & d _'Ea..'l NIONO!



Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a XI-a
Solutii

Problema 1. Se considerd matricele A,Be M, (R) care indeplinesc conditiile:
(i). det(A+2008-B)=det(2008- A+ B)
(ii). det(A+2009-B)=det(2009- A+ B).
Sa se demonstreze ca det A =det B.
Prof. Totolici Mihai, CNVA
Solutie:
Fie functia
f:R->R, f(x)=det(A+x-B)—det(x-A+B),A,Be M, (R);
Dupi calcule, se obtine f(x)= a-x*+B-x+7, af.yeR;
Din ipoteza se obtine: f(2008)= f(2009) = f (1) =0, adica ecuatia de grad cel mult doi, f(x)=0 are trei
raddcini reale distincte. Rezulta ca f este functia nuld: f(x)=0, (V)xe R.

Asadar, pentru x=0= f(0)=0=> det A=det B.

Problema 2. Fie a, b, ce R, a#0. Si se arate ca det(a-X2+b-X+c-12)ZO, (V)X e M,(R) dacasi

numai dacd b —4-a-c<0.
Conf. dr. Jenica Cringanu, Univ. Galati

Solutie:

"=". Presupunem ca det(a-X2+b-X+c-12)20, (V)X € M, (R). Pentru

0 x . ’ x 0 0 x 1 0
X = , X€ R, obtinem det(a-X +b-X+c-12)=det a- +b- +c- =
1 0 0 «x 1 0 0 1

b
det(ax+c X J:(a~x+c)2—b2‘)€20, (V) xe R,adica
b ax+c

az'x2+(2-a'c—bz)'x+c2 >0, (V)xeR,

2
conditie echivalenta cu (Z-a-c—bz) —4.4>.*<0eb*-d4ach’<0e

b? (b2—4-a-c)30,de unde rezultd ci b’ —4-a-c<0.

. <
| ateY MO0



"«". S demonstram cd dacad X € M, (R), ne N, n>2 si k >0, atunci
det(X?+k-1,)20.

Intr-adevar, det(X”+k-1,)=det(X +ivkI,) det(X —ivkI, )=

det (X +i\/EIn)-det(X +i\/EIn)=det(X +ivkI,)-det(X +ivkI, )=

‘det(X +ivkI, )

2
=>0.

b* —4ac <0 i fie X € M, (R).

2 2
a-X2+b-X+c-12—a-{(X+£-12) +%-
4a

- 12}—a-(Y2+k-12),

Presupunem ca 5
unde Y=X +£-12, k=M >0.
2a 4a’®

Atunci,det(a'Xz+b'X+c~12):det[a'(Y2+k~12)}:a2~det(Y2+k~12)20.

Problema 3. Fie ore R. Sa se arate cd sirul cu termenul general x, = {n . a}, ne N, este convergent daca si

numai dacd @€ Z. (S-a notat cu {a} partea fractionard a numarului real @)

Conf. dr. Jenica Cringanu, Univ. Galati
Solutie:

"&".Daca € Z, rezulti x,, =0, (V)ne N si evident (x,) _ e convergent.

n>0

"=". Presupunem ca (x, )n> este convergent si fie limx, =xe R.

20 n—yoo

Atunci x,,, —x, = 0.Cumx,,, —x, ={(n+1)-a}-{n-a} =
(n+1)~0(—[(n+1)'a}—na'+[na']= a—y, undey, =[(n+1)'0{:|—[n'a/]e Z,
rezultd cd ¢ -y, — 0, deciy, = . Dar (y,) _ este un sir cu termeni intregi = @€ Z.

thOOS (x)_arcthOOS (x)
x2009 ’

Problema 4. Sa se calculeze hm

x—0
Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati

Solutie:Notam limita data cu L.




2007

tg2008 (x) arctg2008 ( ) tex—arctgx 1

L =lim =lim : 17" (x)-arctg*x =
e 22009 e 2 X207 8 (x) 8
tgx —arctgx 207 1o VU (Carctgx '

lim—=———=—lim . . =L-L,

S

unde L, =lim m

x—0 X
2007 2007 -k k
3 arctgx
Lom() )
L, =lim tgx—azrctgx _lim tgxz—x+hmx—a;;ctgx_
x—0 X x—0 X x—0 X
. zr
Deoarecesinx < x, (V)xe (_5 —j {0},avem
.2 X
tg)c'(Zsm2 j‘
— tgx-(1—cosx
0S|tgx2 |Stgx 2smx S|g ( : )|: 2 2 ,pentruxe(—— _j o},
| 2| x ‘ x ‘ ‘ x
2
tg)c-(Zsin2 ;j . sin ™~ .
Cum lim - =|—limzgx-lim 2 =‘—-0-12 =0, rezulta
x—0 X 2 x—0 x—0 ﬁ 2
2

lim XX~

x—0 X

Notam arctgx=y

2

lim 2= TIEY oy 1YY iy IV Y iy Y .1 =0,

x—0 X y—0 tg y y—0 y y—0 tg y

L =0.

g tngzom_k (arctng g ( jzom_k (arctngk

L =1lim - lim -lim =

2 x—0 ;( X z x—0 x—0 X

2007

D" 1-1=2008.

k=0

L=1L-L, =0-2008=0.




Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a XII-a
Solutii

Problema 1. Fie mulfimea G = (k, «)—{k+1}, k >0, pe care se defineste legea "+" astfel Incat
log,, [(x* y)—k:I =log, (x—k)-log,(y—k), (V)x,ye G, a>0,a#1.

a). Sd se determine numdrul perechilor de numere intregi (k,a) pentru care elementul neutru al legii "+" sd

fie e=2009.
b). Sa se verifice cd legea "+" este asociativa si sa se determine elementele xe G care verifica relatia:

x=x",Incazul k =a+1=1005 .( s-anotat cu a’ simetricul lui a in raport cu legea "+") .
c). Si se determine f :(R*,') —(G,*) , izomorfism de grupuri, cu proprietatile:
3. dreapta y =1 este asimptota orizontald spre —oo la graficul functiei f ;
4. f(1)=2010.
Prof. Ion Viorel, Liceul Teoretic Dunarea, Galati
Solutie: Din calcul se obtine: x*y=k+ (x—k)log”(y_k) , X,ye G = (k, oo) —{k +1}, k>0

Din e€ G element neutru = x *e=e*x=x,(V)xe G

log, (e~k) log, (e~k)

xxe=x & k+(x—k) =x & (x—k) =x—k&
a).log,(e—k)=1oe-k=ae=k+acG.
k+a=2009, kae Z, k>0= (k,a)e{(1,2008), (2,2007), (3,2006), ...,(2008,1)}.

Numarul de perechi este 2008.
b). Se verifica asociativitatea;
k=1005,a=1004

log, (e—k)
xix =eex =k+a"¥ e G

Pentru x=x obtinem: log;, (x—1005)=1=

1). 108,00 (x—1005) =1=> x, = 2009¢€ G

1
2). 1o —-1005)=-1= x, =1005+ eG
)- 10g, 404 (x ) X5 1004

c).

o <
: ;ij;e.l NIONO!



Fie f:R—{0} > G, f(x)=k+a", k>0, a>0,a #1.
Se verifica ca functia f este izomorfism de grupuri.
Dreapta y=1 este asimptota orizontala spre - oo & lim (k + ax) =leok=1

£(1)=2010 & 1+a =2010  a = 2009.
£ (x)=1+2009", xe R—{0}.

Problema 2. Fie (G,-) un grup cu proprietatea ci exista a€ G, astfel incat a*x’a® = x, (V)xe G . Si se

demonstreze ci x° =e, (V)xe G, unde e€ G este elementul neutru al grupului (G,-).

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati.
Solutie:

Pentru x=e, relatia din enunt devine: a* ¢’ -a> =e < a’-e-a’ =e < a* =e.

Prin compunere la stinga si la dreapta cu a2, relatia din ipoteza devine

a2~(a2-x5'a2)~a2=a2~x-a2(:)a4-x5~a4=a2-x~a2(:)x5=a2-x~a2, (V)xeG (D)

Inlocuind in relatia (1) pe x cu x-y, unde x, ye G sunt arbitrare, obt inem:

x-(y-x~y-x~y-x~y-x)~y:(a2~x-a2)-(a2-y~a2)<:>x-(y-x~y~x-y~x-y~x)~y=x5-y5<:>

In ultima egalitate, punand y=a2,0b‘;inem: a’xa’xa’xa’x=x*a* & (azxa2 ) x(azxa2 )x =x*erXwr=x

M=t e ad =e, (V)xe G.
inx— T
Problema 3. Sa se calculeze [ = j de, X € (O,—j
X~ —sin” x 2
Prof. Dumbrava Vasile, L.E.R.,Galati.
Solutie:
sin x— Xx-CoS x ( X j X |
in x — xco .2 i 1 .
I:J‘Sl 2.x .?Czsxdx:J' 2S11’1‘.x2 d :J. Sln)C2 dx=—-1In sin x +C=
Xx“—sin” x X" —sin” x X { 2 X 41
sin® x sin x sin x
Lop[E=sinxl, o
2 X+sinx

1
Problema 4. Fie 1, = [{/1+x+x" -dx, ne N, n>2.
0

a). Sa se calculeze I, .




b). Sa se arate ca sirul (7,,)

" este convergent si sd se determine limita lui.
n=2

Conf. dr. Jenica Cringanu, Univ. Galati

Solutie:

X+

| =

)2*3 e 2

1
dx+31n(x+ +1+ x+x* jI:
4 0

:j 1+x+x2dx:j
0 0

1

(R (N ey PN R W e [

0 0

(x+ j \/l+x+x )I—I\/l+x+x dx+iln(x+;+m]i:
0

3 ﬁ———l +41 ( +[j__1 2

2

2 4 3

o ,ﬁ%{m—uzm%m],

b).

Pentru x € [0,1] si n > 2, se obtine:

V1

n

‘ X

() (W) (91 (9175)

+x+x" =1+ x|=

<x"

b

de unde rezultd Y1+ x —x" <Y1+ x+x" <Y1+x+x".

Integrand aceste inegalitati pe [0,1], se obtine:

1

1

21n+1_11 B Slnﬁzlnﬂ—ll L
Ty 4 LT
n n n n

Trecand la limita, se obtine: I, —1

L *
¢ 2 ate¥ MO0



Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a VII-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul maxim
corespunzator.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr.

problemei

Solutie, rezolvare

Punctaj

Ultima cifrd a unui numar patrat perfect apartine multimii {0,1,4,5,6,9}.
Deci conform principiului cutiei exista doud dintre cele 7 cu aceeasi ultima
cifra. Fie acestea ay, si a, (putem presupune a,>ay).

Numarul ay-a, are ultima cifra 0, deci ap-a,=M;ocMs. (1)

Fie an=p~ si a,=q". Evident p, respectiv q, au paritati egale cu a lui ap,
respectiv cu a lui a,, deci p-q i p+q sunt numere pare.

Rezultd cd am-an=p°-q°=(p-q)(p+q)=4-k= M, (2)

(p si q sunt de aceeasi paritate).

Din (1) si (2) rezulta ca a,-a,=Mo.

4p

100<a <999 = 2109 < a+ 2009 <3008. Punand conditia ca numérul
a+2009 sa fie patrat perfect, se obtine:

a+2009¢e {2116, 2209, 2304, 2401, 2500, 2601, 2704, 2809, 2916} .

Asadar, va+2009 € {46,47,48,49,50,51,52,53,54} si
a+~a+2009 e {153,247,343,441,541,643,747,853,961} .Dar
a++/a+2009 trebuie sa fie patrat perfect. Rezulta ca

a+a+2009 € {441,961} . Obtinem ci \a++/a+2009 e {21,31} si

dp

£ <
atey MO0



a+23++a+~a+2009 € {436,961}

Deoarece +436 ¢ N si /961 =31€ N, rezulta ca

\/a+23+ a+~Na+2009 =31= a =907

a).

Construim paralelogramul MPQL =ML || PQ, [ML|=[ PQ).
Dar PQ||NR 5i[PQ|=[NR], rezultd ca ML||NR, [ML]=[NR]|=>
MNRL paralelogram;

PQ”ML}:MLJ_NP D
PQLNP

LQ[[MP
RTJ_MP}:RTJ_LQ

Analog, se demonstreaza ca QT LLR;
RT 11Q T
= punctul T este ortocentrul triunghiului LRQ=LT 1 RQ;
QrLIR
LT LRQ
=LT 1LNP (2)
RQ|| NP

Din (1) i (2) =punctele M LT sunt colineare =MT _L NP.

b)Fie STNRQ={U}

RT LMP
SQLMP

}DRT” S0 =RSQT paralelogram=

Analog, se demonstreaza ca RS|| TQ
punctul Ueste mijlocul diagonalelor :| RU] =[UQ);

In triunghiul MIS : [OM] E[OS] :>[0U]esteh1ﬁeni'locie:>OU||MT'
(R =[es) J |

OU“MT}:OUJ_M)

MT LNP ’

[RU]=[ig)

OU LRQ

}:OU este mediatoarea segentului[NP| =

Oe mediatoarei segmentului [ NP

3p

ateX MNTON0;



c).

Punctul O este centrul dreptunghiului NPQR = OU:% -PQ 1
Dar [PQ] = [ML]
Cum [OU ] este linie mijlocie in triunghiul MTS = OU = % MT;

1

OU=—-ML
| = punctele L si T coincid: L=T = RL 1 MP;
oU =—-MT
2
RL L MP .
= MN L MP =aMNP este dreptunghic.
RL|| MN
Cazuri: I) AD||BC=ABCD paralelogram si inegalitatea este 1p
adevarata(devine egalitate) pentru ca EF=AB=CD.
2
EOIAB =aDEO ~aDAB & £O _DO P
AB DB
FOIl AB=aCFO ~sCBA & 9L €0 = [EO]=[OF]
AB AC
DCIIAB=2DOC ~aBOA & bo = co = bo = co
OB AO DB AC
2
EOICD =ArAEO ~AADC & Lo _Ao P
DC  AC
EO EO DO AO CO AO AB-CD
=l EO=——
AB DC DB AC AC AC AB+CD
EF=2.p0=2ABCD
AB+CD
.AB- 2
= 2-AB-CD este media armonica intre AB si CD si conform P
AB+CD

inegalitdtii mediilor= EF<+AB-CD .

DL W e
.| ateX MOS0



Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a VIII-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul maxim
corespunzator.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr.

problemei

Solutie, rezolvare

Punctaj

Fie doud elemente egale din multimea M:
a=n2—18'n, b=m2—18'm, m,ne N, m#n.
a=b:>n2—l8-n=m2—l8-m(:)(m—n)-(m+n—l8)=0.

Dar m # n. Atunci m+n-18=0= m+n=18, m,ne N, m#n

4p

Daca m=0=>n=18
m=1=>n=17

Deci 9 elemente din cele 2009 din multimea M se repeta.

In concluzie, card M=2000.

3p

a’ —4-|a|+4+b% —=6-b|+9+c* —10-|c|+25=0

& (d-2)7+(b]-3)° +(]-5*=0=|d=2=a=12
b =3 b=13;

=5 c=15

SOlutii: {(273’5)’ (2’3’_5)’ (2’_3’5)’ (_273’5)’ (27'37'5)9 (_2’3"5)’ (_29_3’5)7 ('
2,-3,-5)}. Sunt 8 solutii.

1p

Se aplica inegalitatea x/;+\/; <2, /izy, (V)x,y20,

Deci \3-a+1+/5-b+2 <2.\/3'“+1;:’-'bJr2 :z\/%:zﬁ

3p

| ot

L
g

<
cY NTON0



Se foloseste inegalitatea:

M e (VA)= M e (VAC)
Ne (VC)= Ne (VAC)
MN < (VAC)
Pe MN

Pe (VAC)
Pe (ABC)

}:Pe (VAC)

}:» MN c (VAC);

}: Pe (VAC)N(ABC)= Pe (AC)

3p
a’ +a, _a +a
L 2> 2&2.0’'+2-a2a +a, +2-a,-a,
a +a, 2
2
(a,—a,) 20, (V)a,a,>0
2 2 4
a, +a, S 4 +a, 1Y
a +a, 2
a,+a; _a,+a,
a, +a, 2
2o+ +
o9 TG, Gaong TG
Ay TG 2
Prin adunarea inegalitatilor, se obtine:
2 2 2 2 2 2
+ + + +
a ta, e T T I I | ta, a,+a b 0 Th
a+ta, a,+a, Ay T 2 2 2
Dar a, +a, +...+a,,, =2009, rezulta ca
2 2 2 2 2 2
a +a, a,+a Ay +
L 242 54 +-22 1>2009
a,+a, a,+a, Ay T4,
Se demonstreaza ca punctul Pe AC 1p

3
$3: _'sa.’l NIONO!



: 5

AVAB: [BM —bisectoarea £(vBA)—Lbis s M _ VB P

AM  AB
WVBC: [ BN —bisectoarea £ (vBC)—L2 YN _ VB

NC  BC
AVAC: M,N,P sunt coliniare —-2enetaus VM PA NC_, VB PA BC_, |

AM PC NV AB PC VB
PA BC
PC AB
Dar [BC]=[AC]Rezulta PA AC =1
PC AB

AABC: [AF—bi sectoarea&(BAC)i)ﬂzc—F

AB  FB
peci A CF 4

PC FB
sABC': P.FE coliniare —Merclews  PA EB CF _, EB _ .| pa]=[£B](1);
PC EA FB EA

AVBE: [BQ—bisectoareax(VBE)%E=Q Be=YB2E )

BE QE VO
sAEC: [ Al -bisectoareas (EAC)—2 AE B 4p=ACE (3

EC JC JC
Din1.2.3— VB OE _AC-EJ OF EI momm
Dar [VB]=[AC] ©
QJIVC 1p

= QII(VAC)

VC c (VAC)

L\ TR
.| AtEN NONO!



Olimpiada de Matematica —faza locala- Galati
14 februarie-2009
Clasa a X-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul maxim
corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
artiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare

Punctaj
problemei

3
(V)ae (O,%j:sinooo, cosa>0; P

Se logaritmeza natural inegalitatea din enunt si se

obtine:
sina-In(sin @) +cos - In(cos &)+ (sina+cos )-In (sin ¢+ cos @) <0,
(V)ae (0%) &

_S&-ln(sin 0!)+.CLa-ln(cos a)<—In(sina+cosa)
sina+cos & sina+cosa

Aplicand inegalitatea lui Jensen functiei concave

f:(0,00) > R, f(x)=Inx, obtinem:

4p

( sin cos o

- sina +— cosa |2
sina+cosa sina+cosa

sin @ ) cosa
_—f(SlIla)'i'.—'f(COSd) =4
sin & +cos @ sin & + cos @

inegalitatea propusa

arcsin{x} 20, (V)xe R
2. {x}e[0,1), (V)xeR= =
arccos{x} >0, (V)xe R
arcsin{x}-arccos{x} >0, (V)xe R-Z

dp




x—[x]={x},(‘v’)xe R

e = log , (arcsin{x}-arccos{x}) = 2_,
arctg y+arcctg y:E, (‘v’) yeR > log , =
" 2
arcsin{x}+arccos{x}

& arcsin{x} = arccos{x} &

log , \/arcsin{x} -arccos{x} =log ;

2 2 2

NG

{x}:g@xe {7+k/ke Z}CR—Z

Obs.arcsin z+arccos z:%, (V)ze[-11]

2p

Fie a,be R, a+b>0;

(a—b)220 (V) a,beR :>(a—b)2(a+b)20@(aZ_bz)(a_b)ZO@

@ +b>>a’b+ab® (1)

3p

373

3 3 3 2 2 2
Y 2x+y £
y oz x

Inegalitatea din enunt devine: 2(x— + + +3.

yZ X-Z x.y

Folosind inegalitatea (1), se obtine:

4p

|2 +|2—2009| =|2[+]|2009 — 2| > |z + 2009 — 2| = 2009, cu egalitate atunci cAnd M (z)€ [AyAygno ]
unde A; are afixuli, ie {0,1,2,3,...,2009}.Asadar, egalitatea are loc pentru ze R, ze [0,2009].
Anolog |z —1/+|z—2008| = |z —1|+[2008 — z| > |z — 1+ 2008 — 2| = 2007, cu egalitate pentru z€ R,
ze[1,2007];

Succesiv,|z—2|+|z—2007| 2 2005, cu egalitate pentru z€ R, z€ [2,2005]

|2—1004|+|z~1005| 2 1, cu egalitate pentru ze [1004,1005];

Adunand aceste inegalitati, obtinem:
|2 +|z=1|+|z = 2| +...+|z—2009| = 2009 + 2007 + 2005 +...+ 3 +1=1005"

adica are loc egalitatea in toate cele 1005 cazuri.

Solutia ecuatiei este: z€ R, ze [1004,1005]

3p
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14 februarie-2009
Clasa a XI-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul maxim
corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj

problemei

Fie functia 3p
f:R->R, f(x)=det(A+x B)—det(x-A+B),A Be M, (R);

Dupi calcule, se obtine f(x)= a-x’ +B-x+7, a.p,yeR;

Din ipoteza se obtine: f (2008)= f(2009)= f (1) =0, adica ecuatia de 4p
grad cel mult doi, f (x)=0 are trei raddcini reale distincte. Rezulta ca f
este functia nula: f (x) =0, (‘v’) xe R.

Asadar, pentru x=0= f(0)=0=> det A=det B.

"=". Presupunem ca 3p

3

det(a X2 +b-X +c1,)20, (V)X € M, (R). Pentru

x{?* Rob{inemdet( X2 +b- X+ I)det * 00 FL
= , XE a X+c L |=det| a- :
2. 10 2 0x |10

(ax+c bx
det
b ax+

jz(m(;)z-bzxzq (V)xeR adica
C

az-x2+(2-a-c—b2) X+ >0, (V) xeR




conditie echivalenti cu (Z'a'c—b2)2—4~a2~c2 <0 b —4-a-cb*<0d
b*(b>=4-a-c) <0, de unde rezultd ca b*>—4-a-c<0.

"«". S demonstram cd dacd X € M, (R), ne N, n>2 si k >0 atunci
det(X?+k-1,)20.

Intr-adevar, det(X”+k-1,)=det(X +ivkl,)-det(X —ivkI, )=

det (X +i\/E1n)-det(X +i\/E1n)=det(X +ivk, )-det(X +ikI, ) =

2

‘det(X +ikr, )| 0.
Presupunem 4p
ca
b* —4ac <0 si fie X € M, (R).

b Y 4ac—b?
a~X2+b~X+c'12 =a- (X+—o12j +—F1, :a-(Y2+k~12),

2a 4a’

32
unde Y=X +i~lz, kzMZO.
2a 4a’

Azfunci,det(a-Xz+17-X+c-12)=det[a-(Y2 +k-12)}=
a®-det(Y?+k-1,)20.
"«<". Dacd ae€ Z, rezulti x,, =0, (V)ne N si evident (x, )nZO e convergent 3P
"=". Presupunem ca (x,) _ este convergentsi fie limx, = xe R. 4p
Atncix,,, —x, >0.Cumx,,, —x, ={(n+1)-a}-{n-a}=
(n—f-l)‘a—[(n+1)-a}—na+[na] =a-y,, undey, =[(n+1)‘a]—[n-a]e 7,
rezultd cd -y, — 0, deciy, = a.Dar (y, )n20 este un gir cu termeni intregi = o
Notam limita data cu L. 2p

2008 2008
1g”" (x)—arctg®™ (x) . tgx—arctgr 1 X s k
2009 =lim 2 07 Z 18 (x)-arcig’x =

L=Ilim

x—=0

tgx — arctgx 27 (4o VU (Carctgx '

x—0 X =0

x—0 x—0 =0

tgx —arctgx
fgx—arcigx

unde L, =lim >

x—0 X
2007 2007k k
. tgx arctgx
L, =lim z Al - B,
x—0 =0 X X

2 b3
|} ate¥ MO0



3p
Deoarecesinx < x, (V)xe (—%,%)—{O}ﬁVGm
.2 X
. B tgx-(Zsm2 j‘
0<|r x| [igx—sinx | 2COSX)| = 2| pentruxe (_:
| X | X ‘ X ‘ ‘ X
2
tg)c'(Zsin2 ;j . sin ™~ .
Cum lim 5 =|~limzgx-lim| —2 :‘—.0.12 =0, rezulta
x—0 X 2 x—0 x—0 X 2
2
_ 2
lim & " =0, P
x—0 X
Notam arctgx=y
lim X =8 i 8Y 7Y i S8 Y iy Y —0.1=0
x—0 X y—0 tg y y—0 y y—0 tg y
L =0.
2007 2007k ko 007 2007k k
L=lmy (tg—xj -(”Ctng =y lim(tg—xj -hm(“mng -
x—0 =0 X X s x—0 X x—0 X
2007
D" 1-1=2008.
k=0
L=L-L =0-2008=0
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Clasa a XII-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul maxim
corespunzator.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei

Din calcul se obtine: 3p
xty=k+(x—k)*"" xye G=(k, w)—{k+1}, k>0

a). Dinee G element neutru = x*e=e*x=x,(V)xe G

X*ke=x & k+ (x—k)log“(e_k) =x e (x—k)log“(e_k) =x—k &

log,(e-k)=lee—k=aee=k+acG.

k+a=2009, kac Z, kx>0=

(k,a)e{(1,2008), (2,2007), (3,2006), ...,(2008,1)}.

Numarul de perechi este 2008.
b). se verifica asociativitatea; 2p
k=1005, a=1004

log, (e=k)
L xix=eo x =k+a"*"MeG

Pentru x=x obtinem: log;, (x—1005)=1=

1). 10g,40s (x—1005) =1=> x, =2009€ G

2).10g,4y, (x—1005) =—1= x, =1005+ 10104 eG
c). 3p
Fie f:R—{0} > G, f(x)=k+a",k>0
Se verifica ca functia f este izomorfism de grupuri.
y=1 este asimptota orizontala spre - oo & xlirgo (k +a* ) =l k=]
f£(1)=2010 & 1+a=2010 < a =2009.
f(x)=1+2009", xe R—{0}.

£ <
atey MO0



Pentru x=e, relatia din enunt se scrie: a” ¢’ -a’ =e<a’-e-a’*=e <= a* =e. 2p
Prin compunere la stanga si la dreapta cu a?, relatia din ipoteza devine 2p
az-(az-xs-az)ﬂz:az-x-az<:>a4-x5-a4=a2-x-a24:)
x5=a2-x~a2, (V)xeG ()
Inlocuind in relatia (1) pe x cu x-y, unde x, ye G sunt arbitrare, obt inem: 3p
(x-y)5=a2~(x~y)~a24:>
(x.y).(x.y).(x.y).(x.y).(x.y):aZ.(x.a4.y).a2(:,
x(y-x-yx-yx-y-x)y (a X a2) ( Z.y.QZ)@
x(yxyxyxyx)y=x-y o
x(y-xeyx-yx-yx)y=x- (x oy ) y &
VXY Xy X-y-x= Xt y (V)x,yeG
In ultima egalitate, punand y=a 2 obtinem: a’xa’xa’xa’x = x*a* &
(azxaz )x(azxaz )X = X4 (= XSXXSX = X4
x4x8=x4(:)x8=e, (V)xe G.
sin x — X - COS X 3p
I:J»sinzx—).cczosxdx:Izsinz.xzdx=
X" —sin” x X~ —sin” x
sin” x
( - j - . N
N = FWGIEE S L1 Yo}
( X j_l 2 .X 41 2 x+sin x
sin x sin x
a). 3p

3
e,l NIONO!



1 1
de=| +§j dx=
1Y 3 0 1Y 3 4 1Y 3
x+— | += x+— | += x4+— | +=
2 4 2 4 2 4
1
1 1 (x+2j 3 1
.[(x+—j' dx+—ln(x+—+ 1+x+x2j|
2 2 4 0
0 1 3
x+— | +=
)43
1 1
j(x+—j( 1+x+x2)dx+—ln(x+% \/1+x+x2]I=
0 0
1L 1
(x+—)( 1+x+x2)I—j\/1+x+x2dx+—ln(x+—+\/1+x+x2jI
0 0 0
3\/* 1 3. (3 3.3
2B———L+2In| 2+3 |-ZIn=
2 g (2 j 4
(36,3, 3525
2 2 4 3
b). Pentru x € [0,1] sin >2, se obtine: 2p
X <x",

Vi4+x+x" —\”/1+x‘ = (

deunde V1+x—x" <A1+x+x" <Y1+x+x".

Integrand aceste inegalitai pe [0,1], se obtine:

1 1

24l 11 24l ]

1

Lo 1y n#l a1y
n n n n

Trecand la limita, se obtine:/, — 1

n+l’

v ) (W | () ()

B
.| AtEN NONO!



