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Soluţii şi barem orientativ de corectare la CLASA a XI-a

Problema 1. Fie n ∈ N, n ≥ 2, şi A,B ∈ Mn(C) cu proprietatea că există o matrice
idempotentă C ∈Mn(C), astfel ı̂ncât C∗ = AB −BA. Arătaţi că (AB −BA)2 = On.
(C se numeşte idempotentă dacă C2 = C; matricea C∗ este adjuncta matricei C.)
Soluţie şi barem:
Arătăm că matricea C nu poate fi inversabilă. Dacă C ar fi inversabilă, din idempotenţă
rezultă că C = In. Dar atunci AB − BA = C∗ = I∗n = In, egalitate imposibilă deoarece
tr(AB −BA) = 0 6= n = tr(In). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Matricea C fiind neinversabilă, are rangul rang(C) ≤ n− 1. Distingem cazurile:
i) rang(C) ≤ n− 2. Atunci AB −BA = C∗ = On, deci (AB −BA)2 = On. . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
ii) rang(C) = n− 1. Atunci C∗ 6= On şi cum C ·C∗ = On, din inegalitatea lui Sylvester rezultă

că 1 ≤ rang(C∗) = rang(C) + rang(C∗)− n+ 1 ≤ rang(CĊ∗) + 1 = 1, deci rang(C∗) = 1.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Dar atunci, (AB −BA)2 = tr(AB −BA) · (AB −BA) = On. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 2. Fie f : [0,∞) −→ R o funcţie continuă, constantă pe N.
Dacă pentru orice numere reale 0 ≤ a < b < c < d, pentru care f(a) = f(c) şi f(b) = f(d) are
loc f

(
a+b
2

)
= f

(
c+d
2

)
, arătaţi că f este constantă.

Soluţie şi barem:
Fie k = f(0) şi pentru orice n ∈ N mulţimea An = 1

2n
·N. Arătăm prin inducţie după n ∈ N că

f(x) = k, pentru orice x ∈ An.
Pentru n = 0, f(m) = k, ∀m ∈ N, conform ipotezei. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Fie acum n ∈ N pentru care f(x) = k, ∀x ∈ An. Dacă x ∈ An+1 \ An, există m ∈ N, astfel
ı̂ncât x = 2m+1

2n+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Alegând a = m

2n
, b = m+1

2n
, c = (m + 2) şi d = (m + 4), avem 0 ≤ a < b < c < d, cu

f(a) = f(b) = f(c) = f(d) = k. Atunci x = a+b
2

şi

f(x) = f

(
a+ b

2

)
= f

(
c+ d

2

)
= f(m+ 3) = k.

Rezultă că f(x) = k, ∀x ∈ An+1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Cum mulţimea A =

⋃
n∈N

An este densă ı̂n [0,∞), iar f este continuă şi constantă pe A, rezultă

că f este constantă pe [0,∞). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 3. a) Arătaţi că există funcţii derivabile f : (0,∞) −→ (0,∞) cu proprietatea că
f(f ′(x)) = x, pentru orice x > 0.



b) Arătaţi că nu există funcţii derivabile f : R −→ R cu proprietatea că f(f ′(x)) = x, pentru
orice x ∈ R.
Soluţie şi barem:
a) Fie ϕ soluţia pozitivă a ecuaţiei r2 − r − 1 = 0. Atunci funcţia

f : (0,∞) −→ (0,∞) : x 7→ f(x) =

(
1

ϕ

) 1
ϕ

· xϕ

satisface condiţia din enunţ: f ′(x) = ϕ1− 1
ϕ · xϕ−1 şi f(f ′(x)) = ϕϕ−1−

1
ϕ · xϕ(ϕ−1) = x, ∀x > 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p.
b) Să presupunem că ar exista o funcţie derivabilă f : R −→ R cu proprietatea că f(f ′(x)) = x,
pentru orice x ∈ R. Atunci f este surjectivă, iar f ′ este injectivă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Cum f ′ are proprietatea valorilor intermediare (proprietatea lui Darboux), rezultă că f ′ este
strict monotonă (şi continuă). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Dacă există a ∈ R cu proprietatea că f ′(a) = 0, atunci fie f ′(x) < 0 < f ′(y) pentru orice
x < a < y, de unde f(x) ≥ f(a) pentru orice x ∈ R, fie f ′(x) > 0 > f ′(y) pentru orice
x < a < y, şi deci f(x) ≤ f(a) pentru orice x ∈ R. Rezultă că funcţia f nu este surjectivă,
contradicţie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Dacă f ′ nu se anulează, atunci f ′ are semn constant, astfel că intervalul J = Im(f ′) este inclus
fie ı̂n (0,∞), fie ı̂n (−∞, 0). Rezultă că f este strict monotonă, deci injectivă. . . . . . . . . . . . . . 1p
Obţinem că f(J) = R = f(R), contrazicând injectivitatea lui f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 4. Fie p un număr prim. Pentru orice permutare σ ∈ Sp considerăm matricea
Aσ = (aij)i,j=1,p ∈ Mp(Z), cu elementele aij = σi−1(j), pentru orice i, j = 1, p, unde σ0 este
permutarea identică, iar σk = σ ◦ σ ◦ · · · ◦ σ︸ ︷︷ ︸

de k ori

, pentru orice k ∈ N∗.

Arătaţi că mulţimea D = {| det(Aσ)| : σ ∈ Sp} are cel mult 1 + (p− 2)! elemente.

Soluţie şi barem:
Arătăm că det(Aσ) = 0, pentru orice permutare care nu este un ciclu de lungime p.
Notăm cu Ci coloana cu numărul i din matricea Aσ. Cum fiecare linie a matricei conţine toate
numerele 1, 2, . . . , p, avem

C1 + C2 + · · ·+ Cp =
p(p+ 1)

2
·


1
1
...
1

 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Dacă σ nu este un ciclu de lungime p, descompunerea sa ı̂n cicluri disjuncte conţine un ciclu

2



de lungime k, pentru un k ∈ N, cu 1 ≤ k < p. Fie c = (i1, i2, . . . , ik) un astfel de ciclu din
descompunerea lui σ. La intersecţia fiecărei linii a matricei Aσ cu coloanele Ci1 , Ci2 , . . . , Cik
ale sale se găsesc toate numerele din mulţimea {i1, i2, . . . , ik}, astfel că

Ci1 + Ci2 + · · ·+ Cik = (i1 + i2 + · · ·+ ik) ·


1
1
...
1

 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Coloanele matricei Aσ sunt atunci liniar dependente, astfel că det(Aσ) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Fie acum σ o permutare ciclică de ordin p. Deoarece p este prim, pentru orice k = 1, p− 1
avem

{σkl| l = 0, p− 1} = {σl| l = 0, p− 1} ,

astfel că liniile matricei Aσk sunt aceleaşi cu cele ale matricei Aσ, permutate ı̂ntr-o anumită
ordine. Rezultă că | det(Aσk)| = | det(Aσ)|, pentru orice k = 1, p− 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Pentru orice număr k ∈ N∗ ∩D vor exista deci cel puţin p− 1 permutări ciclice diferite σ ∈ Sp
astfel ı̂ncât k = | det(Aσ)|. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Numărul permutărilor ciclice de ordin p este (p− 1)!. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Fie d = |D|. Atunci (d− 1)(p− 1) ≤ (p− 1)!, de unde obţinem inegalitatea din enunţ. . . . . .1p
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