Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Deva, 23 aprilie 2019

Solutii si barem orientativ de corectare la CLASA a XI-a

Problema 1. Fien € N, n > 2, i A,B € M,(C) cu proprietatea ca existd o matrice
idempotentd C' € M, (C), astfel incit C* = AB — BA. Ardtati ci (AB — BA)? = O,

(C se numeste idempotentd dacd C* = C; matricea C* este adjuncta matricei C'.)

Solutie si barem:

Aratam ca matricea C' nu poate fi inversabila. Daca C' ar fi inversabila, din idempotenta
rezulta ca C' = I,. Dar atunci AB — BA = C* = [} = I,, egalitate imposibila deoarece

tr(AB — BA) = 0 F 1 =1 (Ln). oo 2p
Matricea C' fiind neinversabila, are rangul rang(C') < n — 1. Distingem cazurile:
i) rang(C) <n —2. Atunci AB— BA=C*=0,, deci (AB—BA?=0,................. 1p

ii) rang(C) =n — 1. Atunci C* # O,, si cum C - C* = O, din inegalitatea lui Sylvester rezulta
ca 1 < rang(C*) = rang(C) + rang(C*) —n + 1 < rang(CC*) + 1 = 1, deci rang(C*) = 1.

Dar atunci, (AB — BA)? =tr(AB —BA)- (AB—BA) =0y ..o 2p

Problema 2. Fie f :[0,00) — R o functie continud, constantd pe N.
Daca pentru orice numere reale 0 < a < b < ¢ < d, pentru care f(a) = f(c) si f(b) = f(d) are
loc f (‘IT“’) =f (ﬂl), ardatati ca f este constanta.

Solutie si barenf:

Fie k = f(0) si pentru orice n € N multimea A,, = % -N. Aratam prin inductie dupa n € N ca
f(z) = k, pentru orice z € A,,.

Pentru n =0, f(m) =k, Vm € N, conform ipotezei. ............. .. ..o, 1p
Fie acum n € N pentru care f(x) = k, Vo € A,. Daca z € A,11 \ A,, exista m € N, astfel
incat x = 22”7}111 ............................................................................ 1p
Alegand a = 2+, b = 2t ¢ = (m + 2) §iZZ: (m+4), avem 0 < a < b < ¢ < d, cu

at

f(a) = f(b) = f(c) = f(d) = k. Atunci z = 432 si

r@ =1 ("57) =1 (S50) = rm 3 =k

Rezulta ca f(z) =k, V& € Api. oo 3p

Cum multimea A = (J A, este densa in [0, 00), iar f este continua si constanta pe A, rezulta
neN

ca f este constanta Pe [0, 00). o .ttt 2p

Problema 3. a) Aratali ca exista functii derivabile f : (0,00) — (0,00) cu proprietatea ca
f(f'(x)) =z, pentru orice x > 0.



b) Aratali ca nu exista functii derivabile f : R — R cu proprietatea ca f(f'(x)) = z, pentru
orice x € R.

Solutie si barem:

a) Fie ¢ solutia pozitiva a ecuatiei r* — 7 — 1 = 0. Atunci functia

F1(0,00) — (0,00) s 2+ fl) = (é)x

satisface conditia din enunt: f'(x) = ¢ a9 g f(f'(z)) = gp‘”fl*é cxP) =g Vo > 0.

PP 2p.
b) Sa presupunem ca ar exista o functie derivabila f : R — R cu proprietatea ca f(f'(z)) = =,
pentru orice x € R. Atunci f este surjectiva, iar f’ este injectiva........................... 1p
Cum [’ are proprietatea valorilor intermediare (proprietatea lui Darboux), rezulta ca f’ este
strict monotona (§i CONTIMUA). .. ...ttt e Ip

Daca exista a € R cu proprietatea ca f'(a) = 0, atunci fie f'(x) < 0 < f'(y) pentru orice
r < a <y, de unde f(z) > f(a) pentru orice x € R, fie f'(z) > 0 > f'(y) pentru orice
r < a <y, sidec f(x) < f(a) pentru orice x € R. Rezulta ca functia f nu este surjectiva,

CONETAdICHIe. . 1p
Daca f’ nu se anuleaza, atunci f’ are semn constant, astfel ca intervalul J = I'm(f’) este inclus
fie in (0, 00), fie in (—o0,0). Rezulta ca f este strict monotona, deci injectiva.............. 1p
Obtinem ca f(J) = R = f(R), contrazicand injectivitatea lui f............................ 1p

Problema 4. Fie p un numar prim. Pentru orice permutare o € S, consideram matricea
Ay = (aij); j=15 € Mp(Z), cu elementele a;; = o'1(4), pentru orice i,j = 1,p, unde o° este
permutarea identicd, iar oF =gooo---o0a, pentru orice k € N*.

—_—

de k ori
Ardatati ca multimea D = {|det(A,)| : o € S,} are cel mult 1+ (p — 2)! elemente.

Solutie si barem:

Aratam ca det(A,) = 0, pentru orice permutare care nu este un ciclu de lungime p.

Notam cu C; coloana cu numarul 7 din matricea A,. Cum fiecare linie a matricei contine toate
numerele 1,2, ... p, avem

1

+1) |1
01+02+---+cp:p(p2> :
1

Daca ¢ nu este un ciclu de lungime p, descompunerea sa in cicluri disjuncte contine un ciclu



de lungime k, pentru un £ € N, cu 1 < k < p. Fie ¢ = (1,19, ...,1) un astfel de ciclu din

descompunerea lui 0. La intersectia fiecarei linii a matricei A, cu coloanele C;,, Cy,, ..., C;
ale sale se gasesc toate numerele din multimea {iy, s, ..., i}, astfel ca
1
. . . 1
Ci1+C’Z~2+~~-+Ci :(21+22+"'+2k>' .
1
........................................................................................... 1p
Coloanele matricei A, sunt atunci liniar dependente, astfel ca det(A,) =0................. 1p

Fie acum o o permutare ciclica de ordin p. Deoarece p este prim, pentru orice k = 1,p— 1
avem

{Ukl|l:0,p—1}:{0l|l:0,p—1},

astfel ca liniile matricei A, x sunt aceleasi cu cele ale matricei A,, permutate intr-o anumita

ordine. Rezulta ca | det(Ayx)| = |det(A,)|, pentruorice k =1,p—1. ... ... .. Ip
Pentru orice numar k& € N* N D vor exista deci cel putin p — 1 permutari ciclice diferite o € .5,
astfel Incat k = [det(Ag )| .o v e Ip
Numarul permutarilor ciclice de ordin p este (p — 1)l ... 1p
Fie d = |D|. Atunci (d —1)(p — 1) < (p — 1)!, de unde obtinem inegalitatea din enunt...... Ip



