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CLASA a X-a

Problema 1. Fie a, b, ¢ numere reale strict pozitive. Sa se arate ca

1 1
— +1>3 :
ae 77 <a2+b2+02+a+b+c>

Solutie. Folosind inegalitiitile a? 4+ b + ¢ > 3vVa2b2c2 sia+b+c>3Yabe, . .............. 2p
obtinem

1 1 1 1
3 < .
<612+b2 + c2 + a~|—b—l—6> ~ Va2b2¢2 * Vabe

........................................................................................ 2p
Notand ﬁ = t, este suficient si ardtam ca 3+ 1 > 2 + ¢, sau (t — 1)2(t + 1) > 0, ceea ce
ESTE EVIARIIE. « o et e 3p

Problema 2. Fie A;As ... A, un poligon regulat. S& se determine numéarul de submultimi
{Ai, Aj, Ay, A} ale caror elemente sunt varfurile unui trapez (patrulaterul cu doua laturi paralele
si inegale).

Solutie. Daca n este impar si A;A;||A;A;, atunci un diametru al cercului circumscris
poligonului care trece printr-un varf al acestuia va fi mediatoare a celor doua segmente. .... 1p

Acesta poate fi ales in n moduri, iar apoi perechea de segmente in (("721)/ 2) moduri. Seg-
mentele nu pot fi congruente, altfel patrulaterul determinat de acestea ar fi dreptunghi, deci

poligonul ar contine puncte diametral opuse, imposibil. Asadar numarul cautat este n(("}l)/ 2) =

MO0 e %

Daca n este par, perechile de segmente paralele sunt de 2 tipuri: paralele cu o latura a
poligonului, respectiv perpendiculare pe un diametru care trece printr-un varf al poligonului.
Numarul de alegeri (numéarand de doua ori perechile de segmente congruente) este, in primul

caz, %(”42), iar in al doilea caz, %((”_22)/2) .................... REEEEEE R TR T REE PR PR 2p
Numarul de perechi de segmente congruente este ("42) In concluzie, numarul cerut este
2 —2)/2 2\ _ n(n—2)(n—4)

m(n2) | on(0-2)/2) _g(n/2y _mvnsd) 2

Problema 3. Determinati numerele naturale n > 4 pentru care este adevarata proprietatea:
orice numere complexe distincte, nenule a, b, ¢ care verifica

(@=b)"+(b—c)" + (c—a)” =0,

sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral.
Solutie. Vom ardta cdn € {4,5,7}. Fiex =a—b, y =b—c. Evident, ,y # 0,0 = 7 # —1.
Relatia din enunt devine

Daca n este impar, obtinem 2" +y" — (z+y)" =0,sau o +1— (a+1)" = 0. Cum « # —1,
deducem
A"t 41— (a+ )" =0,



echivalent cu

(2 )=

Pla) = g <(" . 1) + (—1)’““) aF1 = 0.

Pentru ca a, b, ¢ sa fie afixele varfurilor unui triunghi echilateral, trebuie ca « sa fie o radacina
n—3
n=3 n—>5

Cum « # 0, obtinem

primitiva de ordinul 3 a unitatii, deci P(a) = n(a?+a+1) 2 . Identificind coeficientii lui o

deducem n € {5,7}. Pentru n = 5 obtinem P(a) = 5(a? + a + 1), iar pentru n = 7, P(a) =

T A L) 3p
Daca n este par, obtinem similar ca polinomul

n—1
n Lin k
Qla) =« +1+22<k>a
k=1
trebuie si coincidi cu (o2 + a4+ 1)2, de unde obtinem n = 4, iar Q(a) = (o2 +a+1)%. ... 3p
Problema 4. Fie A, B C N doua multimi finite, nevide. Notam cu F multimea functiilor
f:P(A) = B cu proprietatea
(X AY) = min(f(X), /(Y)), VX, C 4,
i cu G multimea functiilor g : P(A) — B cu proprietatea
g(X UY) =max(g(X),g(Y)), VX,V C A.

Sa se arate ca multimile F si G au acelagi numar de elemente gi sa se determine acest numar.
Solutie. Definim o bijectie ® : F — G prin formula ®(f) = g, unde f € F iar g(X) =
IBl +1—f(X), X CA,junde X = A — X ottt 2p
Aratam ca functia este bine definita: daca f € F, atunci
g(XUY)=|B|+1- f(XUY)=|B|+1- f(XNY) =B+ 1—min(f(X), f(Y))
=max(|B| + 1 — f(X),|B] +1 - f(Y)) = max(g(X),g(Y)).

Functia ® este bijectivi si avem, pentru g € G, ®~(g) = f, unde f(X) = |B| + 1 — g(X).
Deducem ca |F| = |G|. Sa observam ca daca g € G i X C Y, atunci g(Y) = g(X UY) =
max(g(X), g(Y)), deci g(X) < g(Y), adica functia g : (P,C) — (B, <) este crescatoare. Fie

A={a1<az<...<ap}, B={b1 <by<...<bpy}.

Daca valoarea minimé a unei functii g € G este b;, atunci g(0)) = b;. Consideram G = G; UG U
...UGp,, unde G; = {g € G |g(0) = b;}. O functie g € G; este unic determinata de valorile luate
in multimile {a;}, {az},...,{an}, unde g poate lua arbitrar valorile {b;, bj11,...,bn}, rezultand
(m — i+ 1)" functii. In rest,

g({ailvai27 s 7aik}) - max(g({ai1})7g({ai2})7 s 79({aik}))‘
In concluzie, |G| = 1 2 3p



