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Clasa a IX-a

Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie ABC un triunghi oarecare si P un punct interior astfel incat BP = AC.
Notam cu M mijlocul segmentului AP si cu R mijlocul segmentului BC. Fie BP N AC = {E}.
Demonstrati ca bisectoarea unghiului £ BE A este perpendiculara pe M R.

Solutie si barem: Fie N mijlocul lui AB. Atunci M N este linie mijlocie in triunghiul APB,
deci MN = %. De asemenea N R este linie mijlocie in triunghiul ABC, deci NR = A—QC. Atunci

triunghiul NM R este isoscel in N. Obtinem A NMR=ANRM. ......... ... 3p
Fie Q@ € BC astfel incat M@Q || AC. Atunci MQ || NR, deci LQMR = ANRM, adica
LAQMR = ANMR, de unde rezulta ca M R este bisectoarea unghiului A NMQ. .............. 2p

Unghiurile L BEC si £ NM(@Q au laturile paralele si sunt congruente, prin urmare, bisectoarele
lor sunt paralele. Cum bisectoarele unghiurilor £ BEC' si £ BEA sunt perpendiculare, se obtine
CONCIUZIA. . . 2p

Observatie: Alternativ se poate demonstra vectorial. Se arata ca 2]\7§ = QW + 2ﬁ =
ﬁ+ﬁ+ﬁ:ﬁ+ﬁ:ﬁ+ﬁ:2ﬁ,undeX€(EBcuﬁ:ﬁ,YE(ECcu
ﬁ}/ = 1@ , lar Z este mijlocul segmentului XY. Triunghiul EXY este isoscel cu varful in E, deci
MR || EZ, iar EZ este bisectoarea unghiului £ BEC'. Se finalizeaza ca mai sus.

Problema 2. Determinati toate numerele naturale n, n > 3, pentru care exista o multime M,
formata din n vectori diferiti, nenuli si cu module egale astfel incat ) -, U = ﬁ, stiind ca
oricare ar i U, W € M avem U + W # 0.
Solutie si barem: Cazul n impar este conven\abil. De ex\emplu\considerém un poligon regulat
A1 As.. A,. Atunci multimea M, = {AlAQ, AsAs, ..., A1 A, AnAi} satisface conditiile. ..... 2p
Demonstram ca n nu poate fi egal cu 4. Presupunem contrariul. Atunci M = {7, 7, W, 7} :
Fie O un punct din plan. Atunci existd U, V, W, Z astfel incat @ = 07, v = O—‘}, W = O—I/I}
si 7 = 07 . Cum vectorii au acelagi modul, deducem ca aceste patru puncte sunt varfurile unui

patrulater inscriptibil. Fara a restrange generalitatea, fie UV ZW acest patrulater. Fie P, Q)

simetricele lui V' si Z fata de O. Din OU+OV+OW+OZ = ﬁ obtinem OU +OW = O?’+OZ§,
— =

deci U PW () este paralelogram, eventual degenerat, deci dreptunghi. Atunci OU +OW = ﬁ, ceea
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In continuare demonstram c& orice numér natural par, mai mare sau egal cu 6, este convenabil.
Consideram o multime de puncte {A;, As, ..., A,} astfel incat A;AyAs este triunghi echilateral,
AzAy... A, este poligon regulat cu n—3 laturi de aceeasi lungime cu a triunghiului anterior si masura
in radiani a unghiului A;A3A, este de forma « - m, unde « este numar iratjiional (spre \exemplu
misura unghiului sa fie ). Atunci multimea M = {AIAQ, Ay A AsA, AsA . AL A AnA;,}
satisface conditia din problema, irationalitatea lui v asigurandu-ne ca nu exista vectori de aceeasi
directie. In concluzie n € N\ {0,1,2,4} ... . oo 3p

Observatie: Alternativ se poate demonstra pentru n impar si n = 4 ca mai sus. Se arata

apoi ca daca n convine atunci n + 3 convine. Pentru aceasta, fie n vectori care respecta conditiile
\ N\

OA1,04;,...,04,, . Dreptele OA;,OA,, ..., OA, impreuni cu cele 2n care fac unghiuri de %

respectiv %’T cu primele n drepte, intersecteaza cercul pe care se afla punctele Ay, Ay, ..., A, 1n cel

mult 6n puncte. Alegem un punct A, diferit de acestea, situat pe cerc si consideram triunghiul

. ~ . ~ .o 4 .
echilateral A, 1A, 24,3 Inscris in acest cerc. Vectorii OA;,OA,, ..., OA, 3 sunt n + 3 vectori

ce respecta conditiile. Pentru n > 6 par, avem ca n — 3 > 3 este impar §i convine, deci n convine.

Problema 3. Pentru orice numar natural nenul n definim multimea

An:{(az,y)GNXN’\/SCQ—i—y—i—n—i—\/y?—l—x—l—neN}.

Demonstrati ca pentru orice n > 1 multimea A,, este nevida si finita.

Solutie si barem: Din /22 +y +n+ /y2 + 2 +n € N demonstram ci 22 +y+nsi y> +z+n

sunt patrate perfecte. ... ... .. 2p
Perechea (n —1,n —1) € A,, deci A,, este nevida. ........... ... i, 1p
Daca (x,y) € A, atunci 2° +y +n > z?. Daci presupunem ci 2 +y +n < (z + 1)2 , atunci

r? + ¥y + n nu mai poate fi patrat perfect, ceea ce nu convine. Rdmane 2% +y +n > (v + 1)2 . 2p
Analog avem si ¥ +x +n > (y + 1)2 . Adunand cele doua relatii obtinem 2n — 2 > x + y, ceea
ce Implica A, Iba. ... 2p

Problema 4. Determinati toate functiile f : R — R care satisfac relatia

flaty) < f(a®+y),

pentru orice z,y € R.
Solutie gi barem: Vom demonstra ca singurele functii convenabile sunt cele constante.

Cu alegerea y = —ux, obtinem f(0) < f(2? —z), pentru orice z € R. Deoarece imaginea
functiei g : R — R, g (x) = 2% — x este [—i, oo) , atunci f (0) < f (), pentru orice ¢t > —%. Apoi,
alegerea y = —x? conduce la f (z — 2?) < f(0), pentru orice z € R. Similar obtinem f (¢) < f(0),

pentru orice ¢ < 1. Obtinem f (¢) = f (0), pentruorice t € [—3, 1] . ... 3p
Prin inductie, demonstram ca, oricare ar fi n € N*| f (t) = f(0), pentru orice t € [—%, ﬂ :

Pentru n = 1 este verificat, presupunem adevarat pentru n gi demonstram pentru n + 1. Alegem

y = —x — 7. Atunci f (—%) < f (1.2 —x— %), pentru orice z € R. Cum imaginea functiei



h:R =R, h(z)=12?—z—2 este [~ 00), obtinem f(0) < f(¢), pentru orice ¢ > —%H.

4

Similar, alegerea y = —a? + 7, conduce la f (—:(:2 +x+ %) <f (%) , pentru orice x € R. Suntem
condusi la f (t) < f(0), pentru orice t < "TH si inductia este finalizata. ...................... 3p
Acum, fie z € R. Fie n = [4|z]] +1 > 4|z|. Atunci —§ < z < §. Obtinem f () = f(0),
PENETU OTICE T € R. Lo 1p



