Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Deva, 23 aprilie 2019

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a VIII-a

Problema 1. Consideram A, multimea numerelor naturale cu exact 2019 divizori
naturali, si pentru fiecare n € A, notam
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unde dq, ds, ..., dsg19 sunt divizorii naturali ai lui n.
Determinati valoarea maxima a lui S,, cand n parcurge multimea A.

S, =

Solutie. Deoarece 2019 = 3 - 673 si 673 este prim, rezulta ca orice numar din A are

una din formele: p?°'®, cu p numér prim, sau p? - ¢°72, cu p, ¢ prime distincte. Astfel, cel
mai mic numar din multimea A este 32-2572 .. 2p
n
Deoarece d; divizor al lui n < — divizor al lui n obtinem ca
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................................................................................. 4p
2019 3673 673
Rezulta S,, = RV RNC R = om0 valoarea maxima a lui S,, cand n par-
curge A. Egalitatea se atinge pentru n = 32 - 2672,
................................................................................. 1p

Problema 2. Aratati ca daca numerele a,b,c € (0, 00) verifica relatia a + b+ ¢ = 3,
atunci:

a b c < 3

3a+bc—|—12+3b+ca+12+3c+ab+12 - 16

Solutie. 3a—|—bc+12:(a—l—b+c)a+bc+4+8:a2+ab+bc+ca+4+8:
(a+b)(a+c)+4+8>2\/a+b a—i— )-44+8=4y/(a+b)a+c)+8............. 2p

Folosind megahtatea +y < == —|— =), urmeaza ca
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si analoagele
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3b+ca+12 ~ 32\b+c b+a ’

c < 1 c n c n
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3c+ab+12 — 32 \c+a c+b
care prin adunare conduc la inegalitatea ceruta................ ... ... ... . ... 3p

Problema 3. In prisma hexagonala regulata ABCDFEF A, B,C1D,FE;F;, construim
P, Q, proiectiile punctului A pe dreptele A; B respectiv A;C' si R, S, proiectiile punctului
D pe dreptele A1 D respectiv CqD.

a) Determinati masura unghiului dintre planele (AQP) si (D1 RS).

b) Aratati ca 1@ = ﬁg

Solutie. a) Fie T, proiectia punctului A pe dreapta A;D. Din proprietatile hexagonului
regulat, DB 1 AB, iar din AA; L (ABC) avem DB 1 AA;, deci DB L (A;AB), plan
ce include dreapta AP. Rezulta ca AP este perpendiculara pe DB si A; B, deci pe planul
lor, (A;BD). Conform reciprocei intai a teoremei celor trei perpendiculare obtinem ca
PT 1 A\D.

Analog, DC L (A;AC), AQ C (A1AC) deci DC L AQ. Deoarece AQ L A,C
obtinem AQ) L (A;DC). Conform reciprocei intai a teoremei celor trei perpendiculare
rezulta ca QT L Ay D.

Intrucat dreptele TA, TP, TQ sunt toate perpendiculare pe 4; D, ele sunt sunt incluse
in unicul plan dus prin 7', perpendicular pe A1D.......... .. ... ... . . . 3p

Analog A;Cy; L (CDC1Dy), deci A;Cy este perpendiculara si pe dreapta D;.S, ca
dreapta inclusa in acest plan. Asadar DS este perpendiculara pe doua drepte concurente
, DCY ¢i A;C4, incluse in planul (DA;C), deci este perpendiculara pe el gi apoi pe A;D,
ca dreapta inclusa in el. Asadar A;D este perpendiculara pe D1 R si DS deci pe planul
IOI', (DlRS)

In concluzie planele (AQP) si (D1 RS) sunt perpendiculare pe A; D, deci vor fi paralele
si vor forma un unghi de 0°. ... .. 2p

b) Mijlocul O al muchiei AA; este egal departat de punctele A, P, @, T, deci este
centrul sferei ce contine aceste puncte. Din coplanaritatea demonstrata la la punctul ante-
rior, rezulta ca punctele A, P, ), T sunt conciclice deci A/Q\P = ATP. Tnsi triunghiurile
D1SR i APT sunt dreptunghice in S respectiv P si au D1S = AP i D1 R = AT, deci sunt
congruente, rezultand m = ATP. Din egalitatile de mai sus deducem A/Q\P = m .

................................................................................. 2p






Problema 4. Aflati numerele naturale x, ¥y, z care verifica ecuatia:

2% 4 3.11Y = T7°.

Solutie. Daca x =0, 14+ 3-11Y = 7%, imposibil din motive de paritate.

Deoarece 7 = M3+ 1,3-11Y = M3 deducem ca x estepar . .................... 1p

Daca z este impar atunci x = 2, altfel, daca prin absurd z > 4 obtinem 2* = MS,
si in functie de paritatea lui y, 3-11Y = M8+ 3 sau 3-11Y = M8 + 1, imposibil caci
7" =M8—-1.

Daca x = 2 atunci 4 + 3 - 11¥ = 7 = y = 0, altfel daca y > 1 = 7* = 4 (mod 11),
imposibil pentru z impar, ciaci 7'% = 1 (mod 11), 7%+l = 7 (mod 11), 710%+2 = 5
(mod 11), 71%+3 = 2 (mod 11), 71%+* = 3 (mod 11), 7'%+5 = 10 (mod 11), 7'%%+6 = 4
(mod 11), 7*%+7 =6 (mod 11), 7*%*+8 =9 (mod 11), 71%*+9 =8 (mod 11).

Obtinem astfel solutia z =2,y =0, 2 =1 .. ... . . 2p

Daca z este par, z = 221,21 > 1 si @ = 421, 2, > 1 obtinem 3 - 11Y = 721 — 2401 —
(7z1 _ 22:51) . (7z1 + 22951).

Deoarece (771 — 2221 771 4 2221) = 1 gi 71 + 2271 = M3+ 2, obtinem sistemul de ecuatii
T 2% = 3 77 4 22% — 11Y | Dacd 2, ar fi par, z; = 22, din prima ecuatie am
obtine (772 — 271) . (72 + 2%1) = 3, ceea ce este imposibil. Deducem ca z; este impar si
trecand in a doua ecuatie, 22%1 = 11Y — 7% este fie M8 + 2 fie M8 + 4. Concluzionam ca
xr1 =1,z = 1gideaici solutiax =4,y =1,z = 2.

Daca z este par, z = 221,21 > 1 gix = 4x1+2, 21, > 0, obtinem analog descompunerea,
3-11Y = 725 — 24:F2 — (771 _ 2mHly (721 4 92:iHl) i cym T — 2201FL = M3 + 2 i
(771 —22etl 7z 4 92+ ]) — 1 rezultd sistemul de ecuatii 771 —221 ! = 11Y, 77142201+ = 3
care evident nu are Solutie. .. ... ... 4p



