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CLASA a VII-a

1 1 2
Problema 1. a) Demonstrati ca, daca z,y > 1, atunciz+y — — — — > 2,/7y — ——
Ty Ty
.. . . . 1 1 1 1
b) Demonstrati ca, daca a, b, c,d > 1 si abed = 16, atunci a+b+c+d——— 7o d > 6.
a c

Solutie si barem de corectare
a) Inegalitatea se scrie echivalent (zy — 1)(v/z — \/§)2 >0, 3p
b) Scriind inegalitatea de la a) mai intai pentru a si b, apoi pentru c¢ si d, obtinem

1 1 2 1 1 2
a+b———->2Vab— —sic+d— - — - > 2vVed — ——. Adunand aceste doua
a b vab C d vVed
1 1 1 1 1 1
inegalitati obtinema+b+c+d——— - — — — — > 2 Vab+ Ve ————).2
g {1 obt a c < = i p

Aplicand acum inegalitatea de la a) pentru z = vab > 1 si y = Ved > 1 se obtine ca

1 1 1 1 2
atbtetdo——=—-_= >9(ovVab ved— —=—— | =6. ........... 2p
a vab - ved

Problema 2. Fie ABCD un pitrat si £ un punct oarecare pe latura (C'D). In
exteriorul triunghiului ABFE se construiesc patratele ENM A si EBQP. Demonstrati ca:
a) ND = PC;

b) ND L PC.

Solutie si barem de corectare:
a) Fie U ¢i V proiectiile punctelor N gi P pe dreapta C'D. Triunghiurile dreptunghice
NUE si EDA sunt congruente (IU), deci, daca notam DE = z, CE = y, deducem ca
NU =z, EU = AD = CD = x +y si DU = y. Analog, triunghiurile EPV gi BEC sunt
congruente, deci PV = EC = y i CV = EV — EC = (x +y) — y = 2. Deducem ca

triunghiurile NUD gi CV P sunt congruente (CC), prin urmare ND = PC. ......... 4p
b) Daca {T} = ND N PC, m(£CDT) + m(£DCT) = m(LNDU) + m(£LPCV) =
m(LNDU) +m(£LDNU) = 90°, de unde concluzia. ................oooiiiiiiiii... 3p



Schita de solutie alternativa:

a) Dacd DE =z, CF =y, atunci NE? = AE? = 22+ (2+y)?, PE? = BE? = y?+(2+y)~

Din teorema cosinusului in triunghiurile NDE si EC'P rezulta ND? = PC? = 22 + 1.

b) Tot din teorema cosinusului, daci {7} = N DNPC, atunci cos?(£CDT)+cos?*(DCT) =
2

2
cos2(LNDE) + cos(ECP) = —*— + " =1, de unde rezultd ci DT L CT.
T4 +y Tt +y

Problema 3. Fie ABC un triunghi in care m(£ZABC) = 45° si m(LBAC) > 90°.
Fie O mijlocul laturii [BC]. Consideram punctul M € (AC) astfel incat m(ZCOM) =
m(£ZCAB). Perpendiculara in M pe AC intersecteaza dreapta AB in punctul P.

a) Aflati masura unghiului ZBCP.
b) Aratati ca, daca m(£LBAC) = 105°, atunci PB = 2MO.

Solutie si barem de corectare:
a) Fie P’ punctul in care mediatoarea laturii [BC] intersecteaza dreapta AB si M’ proiectia
punctului P’ pe dreapta AC. Atunci triunghiul P’BC este dreptunghic isoscel. Din
teorema catetei obtinem ca P'C? = CM'-CA s P'C? = CO - OB.
cM CO

Avem agadar B —CA si ZOCM' = ZACB, deci triunghiurile OCM’ si AC'B sunt

asemenea. Deducem ca ZM'OC = LZBAC = ZMOC, ceea ce arata ca punctele M si M’
coincid. Atunci si punctele P si P’ coincid, deci m(£ZBCP) = m(£ZBCP') =45°. ...5p
b) Fie D mijlocul segmentului [PC]. Daca m(£BAC) = 105°, atunci obtinem succesiv:
m(LACB) = 30°, m(LMCP) = 15°, m(ZMDP) = 30° si m(£LMDO) = 60°. In plus,

MD = OD = CD, deci triunghiul M DO este echilateral, de unde MO = MD = CD =

PB
B R IR 2p




B O C
Problema 4. O bucata de hartie dreptunghiulara 20 x 19, impartita in patratele uni-
tate, este taiata In mai multe bucati de forma patrata, taieturile facandu-se de-a lungul
laturilor patratelelor unitate. O astfel de bucata patrata se numeste patrat impar daca
lungimea laturii sale este un numar impar.

a) Care este numarul minim posibil de patrate impare?
b) Care este cea mai mica valoare pe care o poate lua suma perimetrelor patratelor impare?

Solutie si barem de corectare:
a) Daca notam cu k numarul bucatilor patrate obtinute si cu xy, zs,. .., z) dimensiunile
lor, atunci scriind in dous moduri aria dreptunghiului obtinem 19-20 = z? + 23+ ...+ z3.
Deoarece 19 - 20 = 380 este divizibil cu 4, patratul unui numar par este un multiplu de 4,
iar patratul unui numar impar este un numar care da restul 1 la impartirea cu 4, deducem
ca numarul bucatilor patrate de dimensiune impara trebuie sa fie multiplu de 4. .... 1p
Sa observam in continuare ca acest numar nu poate fi 0: la latura de dimensiune 19 nu
pot contribui numai patrate de dimensiune para. (Alt argument: daca am colora bucata
de hartie pe coloane, alternativ cu alb si negru astfel incat prima si ultima coloana sa fie
negre, am avea cu 20 mai multe patratele negre decat albe, ori un patrat de dimensiune
para ocupa la fel de multe patratele albe ca si negre, deci nu putem avea numai din
T CIS171CY: 1p
Un exemplu cu 4 patrate de dimensiune impara este usor de dat: de exemplu decupam
din ultimele 5 coloane 4 bucati patrate 5 x 5 (acestea sunt cele 4 patrate de dimensiune
impara). Ramane o bucata dreptunghiulara 20 x 14 care se poate taia in bucati 2 x 2. 1p
b) Coloram bucata de hartie pe coloane, alternativ cu alb gi negru astfel incat prima
si ultima coloana sa fie negre. Vom avea cu 20 mai multe patratele negre decat albe,
iar un patrat de dimensiune para ocupa la fel de multe patratele albe ca si negre. Un
patrat de dimensiune ¢ impara ocupa fie cu £ mai multe patratele albe decat negre, fie
cu ¢ mai multe patratele negre decat albe. Asadar suma dimensiunilor patratelor care
acopera mai multe patratele negre decat albe trebuie sa fie cu 20 mai mare decat suma
dimensiunilor patratelor care acopera mai multe patrate albe decat negre. Rezulta ca
suma lungimilor patratelor care acopera mai multe patratele negre decat albe trebuie sa
fie cel putin 20, deci suma dimensiunilor patratelor de dimensiune impara trebuie sa fie
cel putin 20, agsadar suma perimetrelor patratelor impare este cel putin 80. ......... 3p
Un exemplu in care suma ceruta este chiar 80 este cel dat laa). .................... 1p



