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Clasaa X -a

Problema 1. Un stadion are 20000 de locuri. Se desfisoard un meci si se vand toate biletele. Spectatorii intrd
pe stadion dupa urmaitoarea reguld: in primul minut intrd doi spectatori, in al doilea minut intrd sase
spectatori, in al treilea minut intrd zece spectatori si asa mai departe pana se umple stadionul. In cat timp se
umple stadionul?

SOLUTIE:

Notdm cu a,,n € N", numarul de spectatori care intra pe stadion Th momentul n.
Avem: g =2,a, =6, a3 =10.

Se deduce ca a, n € N este o progresie aritmetica cu ay =2, r =4.

n>1’

& +a, -n 2+4n-2-n
S,=a +a,+..fa,=——" = —2n2.
2 2

S,, = 20000, deci 2n? =20000si obtinem n =100.
Noteazd a,, n € N numérul de spectatori care intrd pe stadion Tn MINUtUL N ..o 1p
Gaseste a, st NE N progresie aritmeticA cu 84 = 2,1 =4 ..o 2p

. a;+a, -n
Scrie sumaSn:a1+a2+...+anle” ................................................................................................ 1p

2+4n—-2 -n
S = o e 1p
2

Rezultd S,, =20000, si determind N =100. ..........c.cccirriiiiiiiiiii s 2p

Problema 2. Se consideri triunghiul ABC si punctele D,E,F, astfel incat: D este mijlocul lui BC , E este

mijlocul lui AD si F este mijlocul Iui AE .
Sa se demonstreze ca:

a) BE=AC—3AB



b) E:M

SOLUTIE:

a) in ABAD, BE este mediana si avem:

B—E':% BD -+ BA :%[;B—C»_ﬁ]: BC—2AB _ BA+A4C—2AB: AC—43ABl

b) In AACE, CF este mediani si obtinem: CF :% CE +CA

—

CE este mediana in ACAD si avem: CE :% CD+CA

si obtinem:

11

EZE : CD+CA +CA|-CD+3CA

D — mijlocul BC :>C—D>:C_2IB:CA+AB si ¥:7CA—|—AB: AB—-T7AC

8 8
Deci ﬁf — 7AC—_AB
) I 01U - RSP SUPS PR TP VTP URURPPRPTPIN 1p
BE = BDFBA e 1p
inlocuieste ﬁ = —ﬁ, ﬁf = ﬁ—f— E .................................................................................................. 1p
FINAHIZEAZA ......oceeeeeieeiieeeee ettt ettt ettt e et e e ae e teeaseete e beesbeesteeRe e teaneenaeenaeeneeareeneeneenres 1p
b) CF :% CE - CA  oeoeeeeeeeeeeoeeeeeeeeseeseesssese s ssssess e ss s e e s ee s es e eeseesssesseen e 1p
Gaseste CF = w ........................................................................................................................ 1p
FINALIIZEAZA .......oeeeiieeee ettt et e et e et e e et e esa e e easaeeenaaeeeabeeeea bt e e e Rb e e e br e e e ar e e treeenes 1p

Problema 3.

a) Calculati numerele X si y stiind ca numerele X —1, 3Xx —4, X +5 formeaza, in aceasta ordine, o progresie

aritmetica, iar numerele 2, 1/11+ o5y,14 7y, formeaza, in aceasta ordine, o progresie geometrica.

b) Se considera o multime H de numere reale care are proprietatile 1€ H si daca 2h € H , atunci he H.

Demonstrati ca %E H.



SOLUTIE:

a) Conditia ca numerele x—1,3x—4,Xx+5 sa fie in progresie aritmetici este echivalentd cu

2 3x—4 =x—1+x+5; de aici avem x=23. Conditia ca 2,,11+5y,1+7y sd fie in progresie

o . 5 . ... (11+35y>0 .
geometrica este echivalenta cu 2(1+7y) =11+5y, in conditiile , obtinem y=1.
1+7y>0

b) 1eH
1=2. 1 €EH = 1 eH

2 2
I olenslen
2 4 4
1 =2 1 €EH = 1 eH
4 8 8
BAREM:

@) Scrie conditia 2 3X—4 = X =14 X5 i 1p
DIELETINING X == 3. . ieiiiiiiite ettt b bt E e bt e s et R e bt e s bbb e bt e s et R e e bt et b e n e re s 1p
Scrie conditia 2(1+7Yy) =11+ 5y si conditiile de eXISTENTA .....ccueeeeruierieieiieie e 1p
DEterMINA Y = L. ..ottt bRt E e et Rt e n e e R e b e e nnr e reenneas 1p

b) Justificd faptul céé B e, 1p
Justific faptul céi L3 (Y 1p

1
Justifica faptul ¢ 7 € 5 OO 1p

Problema 4. Intr-un pom fermecat sunt 2018 de mere, 2019 de portocale si 2020 de pere. Din pom, se pot lua o
data numai doud fructe de feluri diferite si, in acest caz, in pom creste un fruct din al treilea fel. Stiind ca se
culeg fructe din pom péana ce rdmane un singur fruct, determinati care este acesta.

BAREM:

Oricum am alege cele doud fructe diferite, dupd ce se mareste numarul de fructe din cealaltd categorie cu o
unitate, numarul merelor si numarul perelor au aceeasi PATItae. ..........eeveeriiieriiiiiienie e 4p
La sfarsit nu poate ramane un mar i zero pere, dar NiCi O PArd $1 ZEIO METC.....ccueeeveerueeririerieeereerieeereerseeseseeanes 2p

Ultimul fruct ramas in copac €St€ 0 POItOCALA...........ccuieiiiuieirieiieti ettt ettt ettt e steeaeesseereeseesreenee e 1p
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Problema 1. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) 2log,% 4x* —log, 8x +%:O.

X+7 X-+19
b) 32x%=0,25-128 *1 .
SOLUTIE:
a) CE. x>0

Notam log, x=t,t € R
log, 4x* =log, 4 +log, x* =2+ 2log, x =2 +2t

log, 8x =log,8+log, x=3+l0og, x =3+t

Ecuatia devine:
2(2—|—2t)2 —3—t—|—% =0sau 16(t +1)2 —6—2t+1=0<16t> +32t +16 -2t —5=0 <

16t% +30t +11=0

Se obtine:t; = —%,tz — _%

8[55
Deci I0g2x=—i:x=£ sau Iogzx:—1—1:>x:i
2 2 8 4

8/~5
Deci solutia: S = ﬁ,i .
2 4

X—5=0 X=5
b) C.E. =
Xx—1=0 Xx=1
X+7 x+19
Y— 7.
2% 5 929" x1 g Xt 5 2 XH19  SXAT) 5 T(x+19)
X—5 x—1 X—5 X—1

5(X+7)(X—1) = (X—5)(—2X + 2+ 7X+133) <5 x2 +6x—7 =(X—5)(x+2)-5<16x =128 < x =8



BAREM:

a) Conditii de existenta

Notatie log, x=t,t e R I0922 4x% = 242t 2 1095 8X =341 (oo 2p
Rezolva ecuatia 1662 £ 30t 4110 0...ovoooveoceeeeeeeeeeeeeeeseeeseeeseeesee s 1p
8/-5

Determina solutia S = ﬁ,i TP PP PRI OPRR TR 1p

2 4

Lol 7.XH9

b) Conditia de existentd sirelatia: 2 X5 =272.2 X1 e 1p
Relatia 20T o ) e 1p

X—5 x—1
DELETINING X =8 ... iiiiiiiiii et b bR b Rt n e nne s 1p

Problema 2. O minge de baschet are traiectoria parabolicd descrisd de ecuatia y = —Xx% 4+6X—5, cUX€

3

g 5].
2
Este posibil ca mingea sa intre in cosul de baschet situat la inal{imea de 3m? Justificati raspunsul.

SOLUTIE:
y:—x2 +6X—5, X€

25
2

Consideram functia: f :R — R, f(x) = —x% +6x—5
Graficul functiei este o parabola.

3
2

37

V(3,4),f[ ]:1,75, f(5) =0, A[E,Z],B(S,O)

Arcul de parabola AB este traiectoria mingii de baschet. Pentru ca mingea sa intre in cos la inaltimea h=3m
rezolvaim f X =3 siobtinem X =2 (nu convine) sau x, = 4.

Solutia este x =4.

BAREM:

Scrierea functiei: 1R — IR, f(X) = X2 - BX =5 eurvereeeeeeeeeeeseeeseeesee e eseeeese s e eee e 1p
Determinarea V (3,4), A[gg] B (5, 0) it ae e arae s 2p
I UL=Te (o T - 1T T | PSP UPSUPRRS 2p
REZOIVArea BCUALIET T X == 3.ttt bbbt e e s e s et e e et e sbesbeereeneeneene e 1p
Justificd ale@erea SOIULIET X == 4. ...ooui ettt et et e e be e e st e et e e e sb e e e be e e nbeeabeeenneenneeennis 1p

Problema 3. Ionut a primit cadou de ziua lui o motocicletd Honda. A doua zi Ionut parcurge, intr-o miscare
rectilinie §i uniforma, distanta de 120 km dintre localitatile A si D, cu viteza constanta v, trecand prin

localitatile B si C (B,C € AD, AB=BC =CD = % ). Aratati ca, daca lonut ar parcurge, cu motocicleta

cea noua, fiecare dintre distantele AB, BC, CD cu o alta viteza, astfel incat media aritmetica a vitezelor sa



fie totusi egala cu v, atunci timpul necesar parcurgerii distantei AD ar fi mai mare decat in cazul parcurgerii
intregii distante cu viteza constanta V.

SOLUTIE:
Din conditia AB=BC =CD = % =davem d =40km

Fievy, Vo, V3 vitezele cu care parcurge distantele AB, BC, CD, respectiv ty,t,, t3 timpii corespunzatori.

Avemjvzm
3
v V2 V3

Demonstram cd t; 4-t, +13 >t relatie echivalentd cu

1 1 1 120 1 1 1
O =+—+—|>=c|=+=+=| v+, +Vv; >0
Vi Vo V3 Vi Voo V3

AR h B % %
V2 i V3 Vi V3 Vv,

Dar:

v, V
L4+2>2
Vo Vg

V; V. 1 1 1
i+i22:{—+—+—
Vo V.

V33 Vi

Vi +Vy +V; > 9 (inegalitate strictd deoarece avemV; ==V, sauVy = V3 Vy = V3)

V. V.
243>2
V3oV

BAREM:

Noteaza V;, Vy, V3 vitezele pe segmentele AB, BC, CD, si t;,ty, t3timpii ... 1p
Trebuie sa demonstram inegalitatea ] +t) +1t3 > (¥) oo, 1p
Exprimad t,t,,t3, t In functie de Vi, Vo, Vg, T 1p

1 1 1

Vi Vo Va0 1
v v, v 1TV V3 p

Scriem inegalitatea (*) sub forma

Stabileste echivalenta relatiei (*) cu Y + + 1y 3+ + S o B e 1p
Voo i V3 Vi V3 V)

v, V
L 42>2
Vo Vi
vV, V
Vi Vs
V33 Vp

Vo V
24 3>2
V3 Vp

FINATIZAE ..ottt ettt h e bt e s e e Rt e bt oAb e e R e e R e e Rt e Rt e Rt e Rt e Re e Rt e been b e ebeenbeene e reeae e 1p



Problema 4. Determinati X,y € N, stiind c¢& 2% +2%1 4 2X+2 42XV —9gp.

SOLUTIE:
Relatia din enunt este echivalenta cu:

2yt _q

DX 42X 242X 22 4 42%.2Y =002 = 2X. 142422 4. 4+2Y =092 & 2%, —992 =2°.31

Xx=5

29 _1numdr impar 2Y™1—1,2% € 1,992 , 31,32 ;»{y_4

BAREM:
SCOALE TACLON COMUN 2% .. oo eeeee e ee ettt e et et et e et et et e et et eeessesseeeeseeseseeseese s eneeeesseneeseseessasesressensenessessensaeesreeeneens
SO SUMA L2422 o 2Y = 2 L e,

Determini ecuatia 2* 2V 1 2002 et

DeSCOMPUNE 992 = 2% -3L=1-992 .......eorireirrersrereresereeseeeseeeseee e eseeeseee e eseeessee s eseee s ee e s ee s es e eseeesees e s eesees e

Determing 271 —1=31= T ST PR PRPOPP PR

DIELEITNIN 2% = 27 CU X =5 oo e eeeeee et ee e s e e e e e s e e s e e e s s e s e e e e s e e e e e s e ee e
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Problema 1.

BAREM:
a)
INTERVALE DE VARIATIE FRECVENTA ABSOLUTA
() ()
I, =167 10
L=107.9 23
I, = [8.9) 42
I,=1[9.10] 35
.......................................................................................... 2p
D) p% = 22272 . 100 (96) = 222 . 100(6) = 7OV cvververeeeeeereeeeeseereeeseeessessssssseeseseeesseeessesesesssesesesesesese 2p
110 110
c)
g
2
£
s
&
o
&
(6,7) (7.8) (8,9) {9,10)
e BT el e 1p
A =Agpur T Apcwnr T Acopn
A= ““";3}'1 + ‘23*:2}'1 + ““;'5}'1 - =3 € T 2p
Problema 2.
BAREM:
a¥+b? _ ath al+y? a+by &
a) =, = = ( " ) .................................................................................................................... 1p

20 +2b* za*+2ab+b* @ a® —2ab+b* Z0 S (@ —B)F Z 0 oo 1p



O
~

Mumér elevi
[ [ [~ (&= L
(=] [%;] [=] L [=]

(%)

0 - I I I I I |
5 & 7 B 9 10

a4

Media la matematica

............................................................................... 1p
c)
_4'1+5'5+6:9+7:134817+9-21+10-25 _ __
M = 115+94+13+17+21+25 -
445464748494 10
m = =
a 7

Deoarece peste 40% din populatie corespunde valorilor 8 si 9 si doar aproximativ 14% din populatie
corespunde  valorii 7, media aritmeticA  ponderatd caracterizeazd mai  bine  distributia
POPULALICI. ..ttt b bbbt E bbb R et n e 1p
d) f:R = R, f(x) = ax + b, A(4,1),B(5,5) € Gf

f:R—=R,f(x)=4x —15

Celelalte puncte verificd relatia F{17,) = M. ..o, Ip
) numarul termenilor din suma este n = P11 =506

termenii din suma sunt in progresie geometrlc CUTAtA 2% Lo, lp
214254294 218 4917 4 g g2021 = 5. (&) =2 (2% — 1) <2 1 1p
Problema 3.

BAREM:

a) (X, Xy, X, X)) SAU (X, Xy, Xys Xg, %) SAU (X, Xy, Xg, %) - e en 1P
b) numarul muchiilor este 7, iar d(x)+... +d(X1) 3+2+1+3+2+3=14 , deci egalitatea este
adevarata.. e RO PRT PPN PRTPURSPRPOPIPRR § o)
) (X, %); (x1 x5) (xz,xg) (xz,xs) (xz,x6) (x3,x4) (x3 xﬁ) (x4,x5) et e e e es 2]

. 1 . 1 .. . .
d) Lungimile celor doua trasee sunt a+— si b+ b Utilizeaza 0 <a<b <1 pentru a demonstra inegalitatea
a

arlspil o @ZD@D 2
a b ab

Concluzia: traseul cel mai SCUrt €St (X, Xgy Xy) v vvevnenvnenininiiiiicirisiissssiniee e e e ee e e 1D
Problema 4.
BAREM:
a) In primul an va fi o singurd afectiune; in al doilea an vor fi 1+1+2-1.1=4; in al treilea an vom
aveal+4+2-1-4=13; 1n al patrulea an 1+13+2-1-13=40, iar in al cincilea an 1+40+2-1-40=121 ......... 2p
b) a, =1+3an,1=1+3(1+3an,2)=...=1+3+32+...+3"-1=3—_1.............................................................. 2p

2



c) regula de aparitie a afectiunilor este a+b+2ab, iar numarul addugat anual este a =1, pentru care obtinem
n

regula 1+ 3b = conform b), dupa n ani,

..2p

n n

Concluzia; =— <3?este adeviratd pentru VN eN .. ... 1D
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Clasa a Xll-a

Problema 1. Se considerd matricea A =

=
o o o
o o

a) Calculati: A® —A? + A.
b) Calculati: I, + A— A% + A® + A* — A° + A® .+ AP0 — A2018 4 2019

BAREM:
0 0 -1
) S O N RO 1p
10 -1
-10 0
A% =] 0 0 0 | oo 1p
0 0 -1
A% A% A =0, oo 2p
b) Dina)avem: A—A> +A*=0,, A=A+ A° =0,,..., AT AL AP =0, Ip
Existd 673 grupe in suma (A— A% + A®) + (A* = A° + A®) ..+ (A — AP L AP0y Ip
In concluzie, I, + A= A% + A* + A* = A° + A® L+ AP AP L APOTS 1p
Problema 2.

: : 2 0} | ) . . .
Fie matricea A=(3 2} si multimea matricelor patratice de ordinul 2 cu elemente numere reale
M (A) = {X | XA= AX}.
x 0
a) Demonstrati ca daca X € M(A), atunci exista numerele reale X si y astfel incat X =( j .

y X

b) Rezolvati ecuatia X + X? = Ain multimea matricelor pitratice de ordinul 2 cu elemente numere reale.

BAREM:
X z
a) Fie XeM(A), X :(y J , X, Y, Z, t numere reale.

. 2X+3z 22 2X 22
Din XA = AX rezulta S e 1p
2y+3t 2t 3x+2y 3z+2t



2X+3z2 =2x

Obtinem SIStEMUL {2V 4 30 = 3X 1 2Y oreiiiiiii et 1p
2t=3z+2t
< , x 0
Urmeaza z = 0, t = X. In concluzie, X :( j CU X, Y NUMETE TEAIE.....c.eiiiiieiiiiieiiee s 1p
y X
b) Daci inrelatia X + X* = A inmultim cu X la stanga si apoi la dreapta obtinem: X + X° = XA si
x 0
X%+ X% = AX, de unde rezulta AX = XA, iar din a) rezulta X :( j ......................................................... 1p
y X
2
X2 =( 4 Ozj ................................................................................................................................................... 1p
2xXy X
X* + X 0 2 0 rx=2
X2+ X = " , = deunde rezulth 4 e 1Ip
y+2Xy X +X 3 2 y+2xy =3
Rezolvand sistemul precedent obtinem solutiile: (1, 1) $1 (=2, =1) voooviiriiriiiiiiieieee s 1p

Problema 3.

1 1 1
Se considera determinantul D(X,y) =| X y 2/, unde X, y sunt numere reale.
x*+1 y*+1 5

a) Demonstrati ca D(x,y) =(x—2)(y—2)(y —X), pentru orice numere reale x, y.
b) Determinati numerele reale x pentru care D(2*,4*) =0.

SOLUTIE:
a) D(X, Y) = 2X2 =2y 4 XYZ = X2Y = AXA Y oottt 2p
D(x,y) ==2(y* =x*) +xy(y = X) + 4(y = %) = =2(y = X)(y + X) + Xy (y = X) + 4(y = X)
Rezulta D(X,y) =(Yy—X)(-2y =2x+ Xy +4) = (Y= X)[y(X—=2) =2(Xx=2)] = (X =2)(Y = 2)(Y = X) cevvrrvrrrrrre. 2p
b) Dina) avem: D(2%,4%) = (2" —2)(4" —2)(4" —2") = 0urrreeeeeceeeeee e 1p
UIMeEazad 2% = 2, 4% = 2 AX = 2 ettt ettt e e e e et e e e e e e et e e 1p
Rezolvand ecuatiile anterioare obtinem X {O; % ;1} ..................................................................................... 1p

Problema 4.

-1 1 1
Fie matricca A=| 1 -1 1 |. Andrei obtine noi matrice schimband semnele tuturor elementelor dintr-0
1 1 -1

linie sau coloand din matricea A si apoi urmand acelasi procedeu cu matricele obtinute.
a) Calculati determinantul matricei A.
b) Scrieti un sir de transformari p in care plecand de la matricea A, Andrei obtine o matrice cu prima linie
cu toate elementele egale cu -1.
c) Poate obtine Andrei o matrice in care doua linii au toate elementele egale cu 1?

SOLUTIE:
) T L] 0 N SR 2p

-1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1
by |1 -1 1|—»>1 1 1|-»>]1 1 -1
1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1



-1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1

SAU | 1 =1 1 |1 =1 1 || =1 =1 1 | e 2p
1 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1
c) Daca B este obtinuta din A si are doua linii cu toate elementele egale cu 1, rezulta ca det B =0............. 2p

Dar [det Bl = [det Al falS . ..vineii it



