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Clasaa IX -a

Problema 1.
Se considera multimea Q (\/5) = {a +by2/a,be Q}

a) Demonstrati ca pentru orice a,b,c,d € Q, daca a+b\/§ = C+d\/§, atunci a=c si b=d

X+ y«/§_4+3«/§_

b) Determinati X,y e Q care verifica egalitatea =2
) y g 2o 2102

C) Aratati ca numerele (1+\/§)2+(2+\/§)2 si (1—\/5)2+<2—\/§)2 sunt din Q(\/E)

d) Arétati ca pentru orice ne N* nu existd n numere din Q(\/E) incat suma patratelor lor sa fie 1+\/§.

SOLUTIE:
2) D#EA = V2 EQ (F) D=0 oo 1p
D = 0 o B = C it b bRttt bbb 1p
b) x+yﬁ:4—ﬁ > X T, Y = bbb 2p
(o) TN T 1 oF: -SSRSO 1p

d) Fie l+«5=i(ai +bi«/§)2 = 1+\/§=Z(ai2+2aibi\/§+2bi2):2(ai2+2bf)+(2-2aibij\/§ =N

i=1 i=1 i=1 i=1
= D(a%+207) =181 2D 8B =1 oo 1p
i=1 i=1

— 1-2= Z(ai -b. \/5)2 , contradictie cu (N o N 1p
i=1
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ClasaaIX -a
Problema 2.
2x-1 :x<-1
Fie functia f :R >R, f(x)=1x-2 ;xe[-11]. Se cere:
-3x+2; x>1

a) Aratati ca rezultatul calculului 3f (\E —g)+ f (\@ —1) este numar rational.

b) Determinati numerele a,b R pentru care A(2;a) si B(b;—2) sunt puncte pe graficul functiei f .

c) Determinati daca existd doud numere m,neR incat pentru orice x e R si se verifice f (x)=m-|x+1+n-|x-1].

SOLUTIE:
a) ﬁ—g<—1, O L S OO 1p
3f(ﬁ—gj+f(J§—l)=—135(@ .......................................................................................................... 1p

b) A(2a)eG, < f(2)=a,respectiv B(b;—2)eG; < f(b)=-2 i, 1p
S PP TPR 1p
b:—1 nu convine, b e{o; ﬂ} ................................................................................................................. 1p

2 3
) Daca existd m,neR in conditia ceruta, f(1)=2m=-1si f(-1)=2n=-3 ..o, 1p

Din f(x)=m-:|x+1+n-|x-1 = f(2)=3m+n=-3 in contradictie cu f (2)=—4 .....cccocerrrurrrurur. 1p
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Problema 3.

In triunghiul ABC cu laturile de lungimi AB=c, BC=a, AC=b si b=c, considerim [AD , cu De(BC),
bisectoarea unghiului <BAC si punctele M €(AB), N €(AC) incat [BM |=[CN]. Daca P este mijlocul laturii [BC]
si Q este mijlocul segmentului [MN ], demonstrati urmatoarele:

2) AD=_2 AB+ ° .AC
b+c b+c
b) 2QP =MB+NC
c) PQIIAD
SOLUTIE:
. ) .BD ¢ — — == -—= ¢ == b — ¢ —&
a) Din teorema bisectoarei —=— = AD=AB+BD=AB+——BC = AB + AC i, 2p
DC b b+c b+c b+c
D) QP =QM +MB+BP, QP = QN £ NC +CP ...rrverereereeeereeereeeeeseeseeeesseeseseseseseseesseseessesesssesesssseesseeessesssseeseeees 1p
QM +QN =0, BP+CP =0 = 20QP = MB 4 NC ....oiieeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeese e eee e 1p
c) Daca BM=CN=d,atuncim=gﬁ,W:%E .................................................................................... 1p
c
= 2QP =MB+NC =2 AB+ T AC =L (BAB+CAC) v 1p
c b bc
_—. d(b+c) bAB+cAC d(b+c)-—
L oop = d(0He) bABCAC _ d(btC) s AD 1p
bc b+c C
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ClasaaIX -a

Problema 4.
Un copil se joaca umpland cu semne ’x” si ”0” patratelele ultimei foi a unui caiet de lucru, dupd o regula inventata de el:
scrie un semn “’x”, apoi doud semne “’0”, apoi trei ”x”, apoi patru ’0”, apoi cinci ’x” si continud la fel pana umple un
careu patrat cu 121 de patratele, dupa care isi continud jocul si se opreste cand scrie al 2019-lea semn. Se cere:

a) Aflati care din cele doua semne a fost scris ultimul in careul patrat.

b) Aflati care din cele doud semne este cel de al 2019-lea semn.

C) Aratati ca numarul total al unuia din cele 2019 semne scrise este patrat perfect.

d) Aratati ca de fiecare data cand copilul scrie un semn ”’0”, cel putin unul din cele doua totaluri de semne de acelasi

fel prezente la acel moment pe foaie este patrat perfect.

SOLUl:IE:
a) In careul patrat, copilul scrie ”x”-uri in numar de a=1+3+5+7+... , respectiv ”0”-uri in numar de
T R ok« 1 SRR 1p
s n(n+1) _ .
cu un numdr total (1+2+3+..+n)+p= > p=121,cu neN maxim posibil .........c.cccccoerrrrernnn, 1p
15-16 .
Cum 121= +1:(1+3+...+15)+(2+4+6+...+14)+1, al 121-lea semn SCIiS €St€ 70" cuvvvvveeeveeeeennnn. Ip
n(n+1)
b) 1+2+3+....+n=T§2019 < N(N+1)<4038, 4038 €(63;64) ......covveurirerrerierieereieeeiiereienas 1p
63-64 64-65

T =2016<2019 < , deci 2019 = (1+ 2+3+..+ 63) +3 sial 2019 -lea semn scris este ”0” ....... 1p

¢) Numirul total al ”x”-Urilor SCrise eSte 1+3+5+... 463 =327 ......coooiireeeereeeeeee et 1p
d) Numirul total al “x”-urilor scrise este de forma 1+3+5+...+(2N—=1) =N ..o, 1p



&)\
) MINISTERUL EDUCATlEl NATIONALE

CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"

ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR i CONSTRUCTII DE MASINI
JUDETEAN IASI 16 martie 2019 SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
Clasaa X -a

Problema 1.
Demonstrati afirmatiile:

a) Daca xeN si ﬁe(@ atunci ﬁeN.
b) Pentru orice x, y e N, daca /x +.[y e N atunci Vx e N si [y eN
c) Pentru orice ne N* numirul +/n++/n+1 este irational.

d) Multimea A= {\/ n+1++16n+1/ne N} contine doar doud numere rationale.

SOLUTIE:
2
a) Considerand J_=EEQ\Z,CU a, b e N* prime intre ele, atunci Xz(%j EQ\Z e 1p
Deci dacd X €N $i VX € Q AUNCH VX €N oo 1p
2 p—
b) Vx+y=aeN = Jx=a-\[yeN = y:a;—zxe(@:ﬁeN.Analog JxeN ... 1p
¢) Considerand Vn+vn+1eQ=+Vn, ¥n+1eQ = YN, VN+1N .o 1p
= N=2a% N+1=b% = N=0, CONTAAICHE ...ovovrvvererreeeeeeeeeeeeeeee e 1p
d) VN+1+V16n+1€Q = N+1EN §i VIBNHLEN Lo 1p

1: 2
n+i=a = 16a’—b*=15= (4a—b)(4a+b)=15,cu a,beN = A={29} ... 1p
16n+1="b?
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Clasaa X -a
Problema 2.

a) Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia 1+log, 1;0)( = (2 Ig2 —1) -log, 10

b) Aratati ca x =3 este singura solutie reala a ecuatiei 2" — ! > =7.
X —_
SOLUTIE:

a) Conditie de existentd X € (0; 5)\ {1} oo 1p
Transformand in baza 10, se obtine echivalenta Igx+1g(5—X) =194 ......cc.cccoovnrinrinniiniiniincininnee, 1p
= X(5-X)=4, cusolutii X, =1, X, =4 .o 1p
si din conditia de existentd raimane solutie a ecuatiei initiale doar X =4 ........cccocceviiiiiiiinicicn 1p

D) X' =3 VETIICA CUALIA ....vevieiitieieie ittt bbbtk b et e et e b et bbb 1p
X >3 23 2 7 > L > e ittt e et e 1p

X—2
X <8 o 27 — 7 s oottt ettt eene e 1p
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Problema 3.
Considerand numarul complex z=1—i+/3, se cere:
a) Sisearatecd z°—2z+4=0si 2°+8=0
b) Sa se demonstreze ca numarul t = (322 -4z +4)(Z2 -3z+ 2) este real

c) Sa se calculeze suma S=Z——22+l23—lz4+iz5—iz6
2 8 16 32
SOLUTIE:

) Verifica / T€Z0IVA Z% —2Z+8=0 ..ooooeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt 2p

22=21-4 = 7°=27"-47=2(22—4)— 42 =8 5au alterNatiVa .......cccooervererrrrerrrrerierrieerereresenseeniene. Ip
b) t=(22-8)(-2-2)=-2Z2"+4Z+16=24ER ...ccceoooiirrirrirrririiecieeeese e 2p
€) 22=2(z2-2), 2°=-8, 2" =-82, 2° =—16(2-2), 2° =64 ..cesoostrrrrrreer s 1p

S 00000 1p
Alternativa la c):

3 5,2 6 5,5 4
A e M e 1p
4 32
2(22—22+4) 24(22—22+4)
== - T 1p

4 32
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Clasaa X -a
Problema 4.
Fie multimea M = {x(a;b)/ x(a;b) :%, a,beN* a<b, (ah) :1} , unde prin notatia (&;b)=1 intelegem ci fractia %

este ireductibila. La fiecare x(a;b)eM , numim strada lui x(a;b) intervalul s[a;b], cu s[a;b]zrizz_l; 432:1}

iar numerele reale x e s[a; b] le numim vecinii lui x(a;b).

1
<—.
40°

o e o . . . . . . o a
a) Ardtati ca orice x €(0;1) este vecin al lui x(a;b), daca si numai daca X~

b) Demonstrati ca ? este vecin al lui x(1;2) si 73 nu este vecin al lui x(1;2).

C) Aratati ca orice X, € M are o infinitate de vecini xe M dar si o infinitate de X M care nu-i sunt vecini.

SOLUTIE:
a 1 a 1
I ] o IR ISR 1
) sl ]{b 4b2b4b2} P
rezulta XES[a;b] = ——izgxgg+i2 <:>—i2£x—§£+i2 = x—E _iz ............................. 2p
b 4b b 4b 4b b 4b b| 4b
b) ﬁes[l;Z] N ?—%s%@ 45 <9 < 80<81 (A), deci ?es[l;Z] ......................................... 1p
ﬁes[l;z] S ﬁ—l sic>7£4\/§ <> 49<48 (F). deci ﬁgs[l;z] ......................................... 1p
4 2| 16 4
c) Spre exemplu, pentru orice x, =x(a;b)e M, alegand X, :%+4_:)"’ cuneN* n>3 = x eM
. . a 1 1
si totodatd |X, ——|=——=<—— = X, €5[a;D], CU X,y <X, worovvrrirriiniiiriisrieres s 1p
b| 4b" 4b

4ab+1 . L 5 _y
——— <1, cum media aritmetica a doud numere distincte este

mijlocul intervalului celor doud numere, sirul definit de recurenta y, = %(% +1j A %(% + ynj va

avea toti termenii din M si nici unul nu va fi vecin al lui X, = x(a; b) ..........................................................

Analog, observand cad la orice X, = X(a;b) eM,
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Clasa a Xl -a

Problema 1.
a) Calculati Iim\/;(\/x+l+2\/x+2—3\/x+3).

(a+ sz j =2.
X—>00 X _1

b) Determnati ae(0;+) si beR* incét lim

SOLUTIE:

a) mﬁ(«/x+1+2«/x+2—3¢x+3)=lmﬁ[(ﬂ-&)u(ﬁ-ﬁ)-s(ﬁ-ﬁ)}= ........... 1p

=lim Jx + 4x - 9x :1+2_§:_2 ............................................................... 2p
ool X1+ X+2+0% x+3+dx ) 2 2
b) lim ?X 0 ittt et e oot eeete et e e—e e —eeate et e e teeh e et e e teeReeate e teeReeeRe e teeReeeteeteeraeeteeareenrenneears 1p
X—)OOX —
= Ilm(a+ > j =a” = limitd finitd nenuld = A =1 ....ccooiiiiii s 1p
X—»00 X —
:lilpo(lJr v J D et ettt ettt ettt n ettt en s 1p
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Clasa a XI -a
Problema 2.
Considerand M, (R) multimea matricelor patratice de ordin doi si cu elemente din multimea numerelor reale, se cere:
a) Demonstrati ca orice matrice X e M, (R), X = [: Zj , verificd X*—(a+d)X +(ad-bc)l,=0,.

b) Demonstrati ca orice pentru orice alegere de doud matrice X, Y €M, (R) are loc det(X -Y)=det X -detY

c) Considerand A BeM, (R) incat A-B = (;812 J aratati ca A-B este inversabild si B- A—(B . A)ﬁ1 =20191,.
SOLUTIE:
Q) CalCUIEAZA X7 oottt sttt en et s ettt st 1p
FInaliZ@aza VEITHICATEA .......eeuiiiiiieiieeieee et ettt et et e et e e st e et e e sae e e s e e et e e e be e et e e naeeenneeanneas 1p
b) Calculeaza det(X -Y) .................................................................................................................................... 1p
FINaliZ@aza VEITHICATEA ... ..eeuiiiiiieiieeie ettt b ettt b ettt e e b e e et e et e e et e e nbeesnneenneeas 1p
c) det(A-B)=—1 = det(B-A)=—1 = B A InVersabila ..o 1p

B-A—(B-A)" =2019l, < (B-A)"~2019(B-A)-1,=0,, confirmata de a)
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Clasaa Xl -a
Problema 3.
2X+3
x-1
Considerand functia f :R >R, f(x)=x*-3, xe[0;2] |, secere:

, Xe(—oo; 0)

x-1, xe(2+)

a) Determinati ecuatiile asimptotelor la graficul functiei.
b) Rezolvati ecuatia f(x)<1, xeR.

C) Arétati ca ecuatia X- f (x)=3 are o singura solutie X €(2;+x)

SOLUTIE:
a) asimptota orizontald spre —00, e ECUALIE Y =2 ...ooiiiiiiiiiiriiiiesie e 1p
NU Are ASIMPLOTE SPIE 00 .uitiiiiiitiieesieieeteste et e ettt et et eebe et e st et e st e e ese st e seeseeseebe e eseebeseeneabesbe e ebeabeseeneeneneeneas 1p
NU are aSIMPLOLE VEITICAIE .......cveeiiiic ettt e et et e et e eaeeste et e e beesteeneesaeeneas 1p
b) Functia este continud pe R si ecuatia f(x)—1=0 are solutiile X, =—4 si x, =2 iar din tabelul de semn se
deduce f(X)SL & XE[—4 2] oo 2p

c) Considerdm functia continud g:(2;+o) >R, g(x)=x-f(x)—3, deci g(x)=xyx—-1-3, care se dovedeste

strict crescdtoare si cum limg (x)=-1si g(3)= 3(\/5 —1) >0, rezultd concluzia ........cocoeveveveeeeeeveennnnne. 2p

X>2
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Problema 4.

x—2)(3x* -1
Considerand, in planul cartezian ortogonal, graficul G, al functiei f:R >R, f(x):( 4()(2 1) ), respectiv
X* +

punctele A=A(-2;0), B=B(23), C=C(20) si M, =M (x; f(x)), se cere:
a) Verificati ca punctul C este pe graficul functiei f si aratati ca acest grafic are asimptotd oblicd spre +oo 0
dreapta care trece prin C si este paralela dreptei AB.
b) Folosind eventual cele verificate anterior, determinati limitele I, = lim A(x), I, =limd(x) si I, =lim M.A

X—>00 X—»0 X—»0 MxB '
unde A(x) este aria triunghiului ABM,, d(x) este distanta de la punctul M, la dreapta AB iar M,A si M,B sunt
lungimile respectivelor segmente [M,A] si [M,B].

SOLUTIE:

) T(2)=0 = C(20)EG; i 1p
Obtine ecuatia asimptotei Y = 3 X —g ........................................................................................................ 1p
Obtine panta M, :% A ATEPIET AB .o e 1p
Deduce m :% panta asimptotei, din care rezultd paralelismul cerut de enunt ...........cccceevieiiiiiieniinneens Ip

b) Interpretand eventual datele punctului anterior, obtine:

L = TIMA(X) 212 1p

I2_I|md(x)=% ....................................................................................................................................... 1p
M A

Ly = lIM o =1 s 1p
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Clasa a XlIl -a

Problema 1.

o O BB

1 X
Pentru numerele impare x € Z, consideram matricele A(x)=|0 1| si multimea G = {A(X)/X € 7, X NUMar impar}.
0 1
a) Aratati cd inmultirea matricelor este lege de compozitie pe G si (G;-) este grup abelian.
b) Aratati ca orice matrice A(X) din G este inversabild in (G; ) , cu toate ca det A(X) =0. Explicati acest fapt.
¢) Demonstraticid f:G — 27, f (A(x)) = x+1 este izomorfism de la (G;-) la (2Z;+), unde 2Z ={2x/x e Z}.

SOLUTIE:

a) Se verifica A(X)-A(y)=A(X+y+1) si cum X+y+1 este intreg impar la orice X,y €Z impare, - este lege
de COMPOZITIE PE G .ot b bbb bbbt e e b nre s 1p
Conform cu A(x)-A(y)=A(x+y+1), (G;-) este structurd comutativa i as0CIativa ...........cccceerevereuene. 1p
cuelement NeUtry E = A(—1) €G ..o 1p
In (G;-), inversa matricei A(X)eG este MAtriced A(—X—2) €G ...ccccovmrrimrrrimreeiereieneiseeeiesesseneieneeens 1p

b) In acest caz E # I, siinversabilitatea se referd la structura (G;'), nicidecum la structura (M2 (R);-) ,
in care A(X) NU SUNEINVEISADIIE .........ovuiiiiriiiciiciccs s 1p

C) FUNCHIA T €St DIJECIVA c.ueieviiiieiiciieeiieie ettt ettt ettt e e e se e ae e b e esaeeseesseesaesseesseesse s seabeebeeneenneas 1p

cu f(A(X)-A(Y))=f(AX+Y+1)) =T (A(X))+ F(A(Y)) i 1p
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Clasa a XII -a

Problema 2.
Pe Z definim legea xoy=xy—3x—3y+12, pentru orice X,y €Z. Se cere:

a) Aratati cd “o” este asociativa si (Z;) are element neutru e=4.

b) Determinati multimea elementelor inversabile in (Z; o) :

(2019)

c) Cu notatia X" = XoXoXo...0X, rezolvati ecuatia X =X, In necunoscuta X € Z.
%,—/

x apare de n-ori

SOLUTIE:
a) Xoy=(x-3)(y—3)+3 = (xey)ez=xo(yoz)=(x-3)(y—3)(z-3)+3
sau verificare prin CAICUL AIFECE ........cviiiiie e 1p
A Lo LI Y A e SR 1p
L , 3x-8 . . -8
b) XoXx'=x'ox=e = X'= = X &(Z;) este inversabil < ET o, Ip
X—3 X—3
3)2(__3,8:3+Xi362 = Xe{2;4} .............................................................................. Ip
c) X0X=(X—3)2+3 ..................................................................................................................................... 1p
X = X0 X0 X010 X = (Xm3)" 43 etettrererereeresrsssssessssssss s 1p
%/—J

X apare de n-ori

X =x @ (x=3)" ~(x-3)=0 & (x=3)e{0-L1L < X{2B 4} e 1p
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Problema 3.
Fie functia f :R >R, f (X) =e* si F primitiva functiei f, care verifica F (1) =0.

T e-1
a) Aratati ca Ixf(x)dx=7.
0

1
b) Calcuati I F(x)dx.
0

1 7
Calculati lim——| f (t)dt.
c) Calculati lex—ll (1)
SOLUTIE:
2) X=t, X=0 = t=0; X=1 = £=1 oottt 1p
:.l[xexzdx—lj[etdt—e; 2p
0 0 R R R R R R
=F = f
b) Integrare prin parti: {u (X)j{u O e 1p
v'i=1 V=X
= j.F(x)dx—xF(x)‘l—j‘xf (x)dx——e—l 1
0 = o) S P
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Problema 4.
In urma unui studiu, s-a constatat ca rata de memorare a cuvintelor vocabularului limbii engleze, pe parcursul unei lectii

de 50 minute, este data de relatia M (t)= [f (t)], unde [ x | reprezinta partea intreagd a numarului xR iar f esteo
_6t t 3
100 1000 (t+1)°
de cuvinte noi memorate de un cursant pe intervalul de minute [O;t] din parcursul lectiei.
t?(90-t) L3
3000 t+1

b) Determinati numarul total de cuvinte noi memorate de un cursant la momentul de minut t =10 al lectiei.
c) Determinati cate cuvinte noi memoreaza un cursant in intervalul ultimelor 20 de minute din parcursul orei.

functie f :[O; 50] — R, care verifica f (t) si f (O) =0, respectiv M (t) reprezinta numarul total

a) Arataticd f(t)=

SOLUTIE:
6t t? 3
f(t _ T 1
) ()ej{loo 1ooo+(t+1)2J P
2 2 3 2 _
[ [t T L S RO G 2p
100 1000  (t+1) 100 3000 (t+1) 3000 (t+1)
() T T 1p
TR L) F= N 1p
= M (10)=[ £ (L10) [ S5 oo 1p

€) M (50) =M (30) =36 =20 =16 w..oeoorrireerersmeeeesssseenssssseess s 1p



