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Clasaa X -a

Problema 1.
a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f:[1,19] - R, f(x) =vx — 1+ V19 — x.
b) Rezolvati ecuatia 2(vVx — 1 + V19 —x) + (x — 1)(19 — x) = 93.
(Concurs GM, editia a V-a, prelucrare)

SOLUTIE:
x=y

a)vx,y € [1,19],x <y, f(x) —f(y) s TS
V19—-x+,/19-y—Vx—-1—/y

=(x-y)- i 1) (V1o x+\/19 y) ................................................................................................... 1p
Dacax,y € [1,10] 2 V19 —x >Vx —1,{/19 -y = /y— 1= f(x) — f(y) <0 = f este strict
o et 1ee Y-y o Y- 1 00 0 USROS 1p
Dacd x,y € [10,19] V19 —x <vVx—1,,/19 -y <. Jy— 1= f(x) — f(y) > 0 = f este strict
descrescatoare PE [10,19] oottt bbb neere e 1p
b) Din conditiile de existenta ale radicalilor avem ¢ X € [1,19].....cccceiiiriiiiiiiiinicieeeee e 1p
2F () = (X = 10)2 4 12 oottt b bbbttt b bbb e et aes 1p
12 < 2f(x) < 2f(10) = 12,Vx € [1,10) U (10,19] = Ecuatia nu are solutii x € [1,10) U (10,19] ... 1p
Cum x = 10 este solutie, concluzionam ca ecuatia are o singura solutie: x = 10. ......c.ccocvriieriiiiiiiennns 1p
Problema 2.
5 3x+5
Sa se rezolve in R\ {— —} ecuatia:2 - [ s ] + (2x—11)- [22:1] +5—-—x=0.
SOLUTIE:
Notand t = [%] T N ¢ T B L T e | B 1p
I L A I ¢ Sy G ) Y 1p
tl—_,tz—_x+5 .................................................................................................................................. 1p
cum [3x+5] €Z> [3x+5] X A 5 X E L oot 1p
2x+1 2x+1
5—x 3x+5(:)3x+5+x—520(:>2x(x_3)>0<:>xe(—l 0] U [3,4+0)
= 2x+1  2x+1 2
CUM X EZ 2 X E N\ {1, 2] ottt et et esbenbe b e e reeneane e 1p
3x+5 _ _ N2 3 3
=<6 x®x+4<(5 )2x+1) & 2(x —2) 9<0<:>xe(2 2,2+ﬁ) ................. 1p
x €N\ {1,2}six € (2 Nl 2+ \/_) = x € {0,3,4} care verifica ecuatia .........ccocerervrivrernrisiesernenn,s 1p



Problema 3.

O dreapta care trece prin centrul de greutate G al triunghiului ABC intersecteaza segmentul (AB) in
punctul P si segmentul (AC)in punctul Q. Notam cu p = % siq = g :
a) Sa se arate ca GP = =2GB - -2 GC.

1+p 1+p

b) Arataticap +q = 1.
C) Arétati ca BQ, CP si AG sunt concurente daca si numai daca PQ |l BC.

SOLUTIE:
P S GP=-—GB+-2CA
a) == p=>GP—1+pGB+1+pGA ...................................................................................................... 1p
GP=—GB+-"L-(=GB = GC) = “2GB = L GC oo 1p
1+p 1+p 1+p 1+p
5ciGO =960 — LGB

b) Analog se arata ca GQ = v GC T GB oo e 2p
1-p -

Vectorii GP,GQ sunt coliniari = =2 = 22 5 2P = P o 5L g =1 e 1p
“1+q 1+q q 1-q

¢) Din teorema lui Ceva si reciproca teoremei lui Ceva avem ca BQ, CP si AG sunt concurente =

1

(—p)'(—a)-(—l) e L e e 1p

P_ — PB _ QC

;—1(:)p—q<:>PA—QA(:>PQIIBC .................................................................................................. 1p

Problema 4.

Pe ambele laturi ale unui unghi drept in directia varfului unghiului se misca doua corpuri. Primul corp se
misca cu viteza de 12 m/min, iar al doilea cu viteza de 16 m/min. La un moment dat distanta dintre
corpuri a fost egald cu 100 m. Trei minute mai tarziu distanta dintre corpuri a devenit de 40 m. La ce
distantd de varful unghiului erau situate corpurile in primul moment fixat de timp?

SOLUTIE:
Notam cu x = distanta de la primul corp la varful unghiului in primul moment fixat de timp, y = distanta
de la al doilea corp la varful unghiului in primul moment fixat de timp.

X2 A P2 = 1002 oottt h bbbttt 1p
(X = 36)2 4 (F = 48)2 = 402 ...ttt ettt ettt enen s enen s s e 1p
X2 +y% — (x — 36)% — (y — 48)? = 8400 = 36(2x — 36) + 48(2y — 48) = 8400 =

B A 4Y = 500 iRt et e R e e bt b et et et e e e n e e re e e ne e nnneeree 1p

3x 3x 2

y =125 -2 5% + (125 = %) = 10000 = x? = 1202 + 3600 = 0.rccccccrrccrrr 2p
(X = 60)2 =0 2> X = 60 M oottt ettt et e et et e et e et et e et e et et et et e e et et e et et e e e, 1p
2 {1 RO TSRO U TP UR PP PR 1p

Notd. Orice alti rezolvare corectdi va fi punctati conform baremului.
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Problema 1.

a) Demonstrati cid a’+b’+c*>>ab+bc+ca, oricare ar fi numerele reale a, b si ¢. Cand se atinge
egalitatea?
b) Determinati numerele reale X pentru care 4* +9* +36" =6 +12* +18".

SOLUTIE:

a) Inegalitatea revine la (a—b)2 +(b—c)2 +(c—a)2 2 01 ot 2p
Egalitatea Se atinge PENIIU @ =D =C. .ciiciiiiiiiiieiiece ettt 1p
b) Pentru a=2",b=3",c=6", se atinge egalitatea in inegalitatea de [2 a). ........c.cccocervvririnrninreninenn, 2p
Rezultd cd 2" =3 =67, e UNUE X = 0. .ovcceiiieicicieei et 2p
Problema 2.

log, 24  log,192

$1 b — 2'09618 . 3'0963 )
loge, 2 log,, 2

Se considera numerele a =

Aratati ca 2a—b=0.

SOLUTIE:
Fie x=1log, 3; atunci a=(3+X)(5+X)—(6+X)(2+X)=3€N. .o 3p
2v)-U+Vv? 2
Fie u=1g2,v=1I1g3; atunci Igb=I(‘:]£~I92+Ig—3-lg3=(u+ v)-utv =(u+v) =u+v=Ig6,
g6 Ig6 u+v u+v
PrINUMMAIE D=6 € IN . oottt sttt e bt e bt s e b e e be e s e e sbe et e eneesbeenbeaneesbeeneas 3p
RezZUltd €8 28 -—D=2-3 -6 =0 . iiiriiiiiit ettt e e are s
1p
Problema 3.

a) Ardtati ca functia f :R—>R, f (x)=32x—1 este bijectiva.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 23/2x—1=x3+1.



SOLUTIE:

a) Functia f se obtine prin compunere de functii strict crescatoare; rezulta ca f este strict crescatoare, deci
3

injectiva. Pentru y € R, existd X = € R cu proprietatea ca f (X) =y, asadar f este surjectiva. ..... 3p

b) Considerand functia de la a), ecuatia se scrie sub forma f (X) =f (X) , echivalenta cu f (X) =X....2p

_1i£}. ............................................................................................... 2p

2

Solutiile acestei ecuatii sunt {1,

Problema 4.
Numerele complexe z,,z,, z, si z, sunt astfel incat |z, —z,| =2, |z, — 7| =2, |z, ~ 2,| =3V2, |z, ~ 2| = 4
si|z,-2,|= 24/5. Calculati |2,-1,|.

Gazeta Matematica 12/2018 (Supliment)

SOLUTIE:

Consideram punctele A B,C,D avand afixele z,,z,,z,, respectiv z, . Ipoteza problemei spune ca
AB=2,BC=v2,CD =32, DA=4 §i BD =25 o ooroooreoercoeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeteeseeeereeessesee s eese s s 2p
Cum AB? + AD® = BC2 +CD? = BD?, rezulti ci m(BAD) - m(BCD) O 2p

Ducem finalfimile AA" si CC’ in triunghiurile dreptunghice ABD, respectiv CBD si consideram proiectia
M a punctului A pe dreapta CC’. Folosind teorema catetei si teorema indltimii in triunghiurile ABD si
CBD, apoi teorema lui Pitagora in triunghiul MAC, obtinem ca AC = J10, prin urmare |zl — Z3| =410.

(Altfel: patrulaterul ABCD are doua unghiuri opuse suplementare, deci este inscriptibil. Folosind teorema
lui Ptolemeu: AB-CD+ AD-BC = AC-BD, obtinem ca AC = J10 )

Nota. Orice alti rezolvare corectd va fi punctati conform baremului.
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Clasaa Xl -a

e zrelea)

Demonstrai ca (1, +iA)' ~(1,+iB)" =((1+i)' ~1)(A-B),vneN".
Gazeta Matematica 11/2018 (Supliment)

Problema 1.

Fie matricele A=

NP

SOLUTIE:
Avemcad A"=Asi B"=B,oricare ar fi NeN . ... 2p
Cu formula binomului, (1,+iA)" =1,+ A(Clni +Co% e+ Chi" )= 1+ A((1+ i) —1) si, analog,
(13 +1B)" = 1,4 B((11) =) st 4p
Scazand membru cu membru, obtinem relatia dOTita. ...........occoviiiiiiiiiiiee e 1p
Problema 2.
x-1, x<1 x* -1, x<0
Se considerd functiile f,g:R—>R, f(x)= . a(x)= ' .
; : () {Inx, x=1 9(x) {ex, x=0
Determinati functiile fog si go f si studiati continuitatea lor.
SOLUTIE:
In(x2 —1), x< -2
fog:R>R,(fog)(x)=4x"-2, XG(—\/E,O) ............................................................................ 2p
X, x>0
x*—2x, x<1
of  R>R,(gof)(x)= e e e e e 2
g (gof)(x) {X, o1 p
Functiile f si g sunt continue, cu exceptia punctelor de racordare a ramurilor, intrucét operatiile cu functii
elementare au ca rezultat fUNCEl CONTINUE. ......c.eeiiiiiiiiiiieiie ettt n e e e neeas 1p

Calculand limitele laterale si valorile functiilor in punctele de racordare a ramurilor, obtinem ca fog

este continud in —2 si discontinud in 0, iar go f este discontinua in 1. .......c..ccoeeeveeieeeieeeieieeeene. 2p



Problema 3.
a) Dacd functia f :[1,2] ->[2,5] este continud, demonstrafi ca ecuatia f(x)=x*+1 are cel putin o

solutie in intervalul [1,2].
b) Dati exemplu de o functic g:[12]—>[2,5] pentru care ecuatia g(X)=x*+1 nu are solutii in

intervalul [1,2].

SOLUTIE:
a) Considerdm functia h:[1,2] >R, h(x)= f (X)—(X2 +1). Cum h este continua, h(1)= f (1)—- —2>0

si h(2)=f(2)—-5<0, rezulta ca functia h se anuleaza pe intervalul [1,2], de unde cerinta problemei.

Problema 4.
Date trei numere naturale de cate trei cifre m= ﬂ:, n = def si p= m , le asociem determinantul
a b c
A(m,n,p)=ld e f.
g h i

a) Daca m, n, p sunt numere divizibile cu 29, aratati ca A(m,n, p) este un numar divizibil cu 29.

b) Daca m, n, p sunt numere prime, rezulta ca A(m, n, p) este un numar prim?

SOLUTIE:
a) Adunam de 100 de ori prima coloana si de 10 ori a doua coloana peste cea de-a treia coloana; in acest

fel, putem da 29 factor comun de pe coloana a treia, prin urmare A(m, n, p) este un numar divizibil cu 29.

.................................................................................................................................................................... 4p
b) Nu neaparat: de exemplu, A(101,103,107)=0, care nu este NUMAT PriML. ......cceveerrverereereeemceecnens 3p

Nota. Orice alti rezolvare corecti va fi punctati conform baremului.
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Clasa a XII -a

Problema 1.

Fie n un numar natural impar. Pe R, definim operatia algebricd xxy={x" +y", x,y e R.
a) Demonstrati ca R,* este grup.

b) Demonstrati ca R,* =~ R,+ .

c) Pentru n=2019, rezolvati ecuatia x s X *...x x = 2019.

2019o0ri
SOLUTIE:
@) Se verifica aXiomele GIUPUIULL.....cviiviiiiiiieieeieete ettt ettt et e sre e te et esreesreenaeareenneeneenneeneas 2p
b) Se considera functia f:R — R, f(x)=x",neN,nimpar. Evident, f este bijectiva ........ccccocervrrrrernnne. 2p
f(xsxy)="f «”¢x”+y” =X YT = T (X) A T () oottt 1p
C) Xk Xtk X = 2ORY2019%%%1% = 2019 = x =2OR/20192028 ... oo 2p
2019 ori

Problema 2.

a 0o a b
Fie M; =410 b OflabceZ, M, :{[C OI]la,b,c,d €Z,a+b=c+dj.

0 0 c

a) Demonstrati ca M;,M, au structuri de monoid, relativ la operatia de inmultire.
b) Determinati multimile elementelor simetrizabile U M; ,U M, .

SOLUTIE:
a) Se verificd axiomele MONOTAUIUT ......ccuviiiiiiiiiii et e e nre s 2p
JL11 .
a0 g € e p

0j(r 0 0)(-1 002 0 O})(-2 0 O}(-1 0 O)(-2 0 O
0,0 -10,0 10,0 -1 00 12 0},/O -1 0[O -1 O
-0 o0 1){0 O0 10 0 -1)(0 0 -1){0 O 110 0 -1




Problema 3.
Fie f: —a,a — Ro functie para si continud, a > 0.

a a
a) Demonstrati ca f j-fizxdx = f f(x)dx, (V)k e R.
+e
- 0

2019x

1
2
b) Calculati f dx.
1V1-x? e 41
2

SOLUTIE'
0
f(X) f(x) f(x)
a dx + 0D PR 1
) f1+e fl+e f1+e P
¢ f(x) f(—t) , frad e ) f(t)e o f(x)eX
Alegem x=—tsi obtinem caf dx _—j‘;kd = f—dt—f f d
1+ 14+e ™ 014 L 1+e“ 1+e
kt
.................................................................................................................................................................... 3p
FINAIIZATE. ...ttt bbbt bbb Rt bbbt bRt e et bbb ne e 1p
1 1
b)j ! j ! 3 2
dx = dX =arcSin(X)[2 = — wioiriiiiii i p
“1 \/1 x2 1% 11 0 \/1—X2 0
2
Problema 4.
Se considera functia f :R— R, f(xX)={¢ {x}—-2 +2.
a) Demonstrati ca f este periodica de perioada T =1.
1 2019
b) Calculati f f(x)dx si f f (x)dx.
0 ~2019
SOLUTIE:
Q) FXAD) =X A BEX AT —2) 4 2= DFEKF—2) £ 22 F(X) errrrereereeeeseeeeseeeseseeseeseseeseeeseseeeesseeseeseeeeseees 2p
1 1
4
D) | F(X)AX= | X(X=2) 4 2 OX o — . terieeieieeieisie st eee st esteeee s e steesee st esteestesseesteeseeaseesseenseaneesseeneeaneenreensens 1
) [ 1) { (x—2) . p
2019 2018 —2017 2019
f f(x)dx = f f (x)dx + f f()dX + .. +ff(x)dx+f f )X +... + f FOOX crrrrreereeereeeerreeeens 2p
2019 2019 —2018 2018
Din faptul ca f este periodica de perioada T =1, ob;mem ca
2019
f f (x)dx =4038 f F (X)X 5384 1vvorveeeeeeseeeeseseeeeeeseee e ee e ee e st ee s ee s ee st ee et eee e s 2p
—2019

Nota. Orice alti rezolvare corectd va fi punctati conform baremului.



