MINISTERUL oy
< — =y ﬁ
N EDUCATIEI = >
&Y NaTIONALE romania2019.eu

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 16 martie 2019

CLASA a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie n un numar natural nenul si fie G un grup finit de ordin n.
O functie f: G — G are proprietatea (P), daca f(zxyz) = f(x)f(y)f(2), oricare ar fi
x,y, z din G.

(a) Daca n este impar, aratati ca orice functie care are proprietatea (P) este un
endomorfism al lui G;

(b) Daca n este par, ramane adevarata concluzia de la punctul (a)?

Solutie. (a) Fie e elementul neutru al lui G. Pentru x =y = z = e, rezulta f(e)® = f(e),

deci f(e)? = e. Cum n este impar, rezultd cd f(e) =e€. ....oooviiiiiiiiiiiii... 2p
Deci, daca x si y sunt doua elemente oarecare ale lui G, atunci f(zy) = f(zye) =
fx)f(y)fe) = f(x)f(y), i.e., f este un endomorfism al lui G. ...................... 2p

(b) Raspunsul este negativ. Fie a un element de ordin 2 al lui G i fie f: G — G,
f(x) = a. Daci x, y, z sunt elemente ale lui G, atunci f(zyz) = a = a® = f(x)f(y) f(2),
deci f are proprietatea (P). ... ... 2p

Dar f(e) = a # e, deci f nu este un endomorfism al lui G. ....................... 1p

Problema 2. Fie n un numar natural nenul si fie f: [0,1] — R o functie integrabila.
Aratati ca exista un punct ¢ in intervalul inchis [0, 1 — 1/n], astfel incat

1

/c+n
C

Solutie. Fie F: [0,1] = R, F(z) = [; f(t)dt; aceastd functie este continud. Concluzia
problemei este echivalenta cu existenta unui punct ¢ in intervalul inchis [0, 1 —1/n], astfel
incat (F(c+ 1/n) — F(c))(F(1) = F(c+ 1/n) — F(c)) = 0, ie., F(c)(F(1) — F(c)) =

flz)de =0 sau /ch(x) do = /i f(z) da.

Fle+1/n)(F(1) = F(cH1/n)). oo 2p
Pentru a demonstra acest lucru, consideram functia continua g: [0,1] — R, g(x) =
F(z)(F(1) = F(z)). Evident, g(0) =0=g(1). ....oooiiiiiiiiiiiia 2p

Sa presupunem ca g(z) # g(x+1/n), oricare ar fi « in intervalul inchis [0,1—1/n]. Din
continuitate, rezulta ca g(z) < g(xz + 1/n), oricare ar fi x in intervalul inchis [0,1 — 1/n],
sau g(z) > g(x + 1/n), oricare ar fi x in intervalul inchis [0,1 — 1/n]. Prin urmare,

0=g(1) —g(0) =372, (g(k/n+1/n) — g(k/n)) # 0 — contradictie. .............. 3p

Remarci. In argumentul de mai sus, functia g poate fi inlocuitd cu h: [0,1] — R,
h(z) = F(2)2+ (F(1) - F(z))* = F(1)2 — 2g(x).

Problema 3. Fie G un grup finit si fie x1, ..., x, o enumerare a elementelor sale.
Consideram matricea (a;;)1<ij<n, unde a;; = 0, daca :Ci(ﬂ;l = xjxfl, si a;; = 1, in caz
contrar. Determinati paritatea numarului intreg det(a;;).



Solutie. Determinantul det(a;;) este par. Pentru a demonstra acest lucru, vom arata ca
det(as;) este divizibil cu |S|, unde S = {z|z € G,z # 2~'}. Intrucat un element din G
apartine lui S daca gi numai daca inversul sau apartine lui S, |S| este par (posibil zero),
deci si det(a;j) este Par. ... 2p

Valoarea unui determinant nu se schimba daca o coloana este inlocuita cu suma tuturor
coloanelor. Pentru a demonstra divizibilitatea, este deci suficient sa aratam ca fiecare linie
contine exact |S| unitati.

Daca S este vida, atunci (a;;) = Oy, deci det(a;;) =0. ... 1p

Daca S nu este vida, fixam o linie, de exemplu, linia 7, si consideram multimea J; =
{jla;; = 1}. Intrucat j — z;x; " defineste o bijectie de la J; la S, rezultd ca | J;| = [S].
..................................................................................... 4p

Problema 4. Fie a un numar real, a > 1. Determinati numerele reale b > 1 astfel incat
x

lim [ (14+¢*)7"dt = 1.

T—00 0

Solutie. Fie b > 1 si functiile fy, F: [0,00) — R, fy(x) = (1 +2%)7° si Fy(x) =
Jy fo(t)dt. Cum f, este pozitiva, rezulté ca Fy este crescatoare, deci existd limita I(b) =

By oo Fu() . oo 1p
Cum 0 < fi(z) < fi(x), oricare ar fi x > 0, rezulta ca

1 T x
ong(x)gFl(g;):/ (1+t“)‘1dt+/ (1+t“)_1dt§1+/ todt
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— 1+ 1/(a—1)—2"/(a—1) < af(a—1),

oricare ar fi x > 1. Deci I(b) este real. ... ... . i 1p
Aratam ca aplicatia b — I(b) este strict descrescatoare, deci injectiva. Fie 1 < b < c.
Cum f; si f. sunt functii continue §i f,(x) > f.(x), oricare ar fi x > 0, rezulta ca

T
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Aritam ci I(14 1/a) = 1. Intr-adevar,

/ (14t~ Vedt = / (1t 7Vodt = (1 +12)~ Ve
0 0

+ / ta(l + ta)—l—l/a dt
0 0
=z(l+ xa)_l/“ + / (1+ t“)_l/a dt — Fiq1/0(7).
0

Rezultd c& Fiy1/a(7) = 2(1 +2%)7Y¢ deci I(1+ 1/a) = 1 si, prin urmare, b= 1+ 1/a.



