Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 16 martie 2019

Solutii si barem orientativ de corectare la CLASA a XI-a

Problema 1. Fie (a,),>1 un sir de numere reale strict pozitive, cu proprietatea ca sirul
(@pt1 — Gn)n>1 este convergent, cu limita nenuld. Calculati limita
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Solutie gi barem:
Fie L = 1Lm (a1 — a,). Daca L < 0, exista ng € N, astfel incat a,,1 — a, < %, Vn > ng.
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Rezultd cd a, < an, + (n — ng) - £,¥n > ng. Atunci, pentru n > ng — =22, obtinem a,, < 0, in
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contradictie cu ipoteza. Deci L > 0. ... oo 1p.
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Conform teoremei Stolz-Cesaro, lm — = L.. ...t 1p.
n—,oo N,

Deoarece L > 0, exista ny € N*, cu proprietatea ca a,r; — a, > é, Vn > ng. Rezulta ca

an>an0+(n—n0)-§,Vn>no, deunde im @, = 00... .. 1p
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Pentru n > ng avem a, 1 —a, > 0 si
n
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= 0, obtinem
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Problema 2. Fien € N, n>2, si A, B € M,(R). Ardtati ca exista un numar complex z, cu
|z| =1, avand proprietatea ca

Re(det(A + 2B)) > det(A) + det(B),

unde Re(w), reprezintd partea reald a numarului complex w.

Solutie si barem: Notam f(z) = det(A + zB), pentru z € C.
Din proprietatile determinantilor, exista aq, as, ..., a,_1 € R astfel incat

f(z)=det(A) +a1-z+ay 22+ +ap_y - 2" +det(B) - 2", pentru orice z € C.



Fie € o radacina primitiva de ordinul n a unitatii. Atunci, pentru orice 1 < k <n — 1, are loc

1 —en*

L+ef +e® 4. el Dk = — =0
........................................................................................... 1p
Obtinem

n—1
PO+ 1)+ FE) +- -4 F(E) = n(det(4) +det(B)) + 3 a1+ 5+ - e0¥) =
k=1
=n- (det(A) + det(B)).
........................................................................................... 2p
Atunci
Re(f(1) + Re(f()) + Re(f(e?) + -+ Re(J(e" 1) _ 1 ( f(gk)> _
n n —
= det(A) + det(B).
........................................................................................... 1p
Fie kg € {0,1,...,n — 1}, astfel incat Re(f(e*)) = max{Re(f(*))|k =0,n —1}.
Atunci |efo| = 1 i
n—1
Re(det(A + £ - B)) > % : Z Re(f(e")) = det(A) + det(B).
k=0
........................................................................................... 1p

Problema 3. Fie n un numdr natural impar gi matricele A, B € M,,(C), cu proprietatea ca
(A— B)? = 0,. Ardtati cd det(AB — BA) = 0.

Solutie si barem: Fie C = A — B. Conform ipotezei, C?> = O,,. Din teorema lui Sylvester
obtinem

astfel ca rang(C) < G oo o 2p
Deoarece n este impar, rezulta rang(C) < "T_l ............................................. 1p
Are loc egalitatea AB — BA=CA — AC, . ... .. 1p

Astfel, deoarece pentru orice X,Y € M, (C) au loc inegalitatile
rang(X £Y) <rang(X)+rang(Y) si rang(XY) < min(rang(X),rang(Y)),

avennl:

rang(AB — BA) = rang(CA — AC) < rang(CA) + rang(AC) <
<2-rang(C) <n—1<n.



Problema 4. Fie f :[0,00) — [0,00) o functie continua, cu f(0) > 0 si cu proprietatea ca
pentru orice 0 < x < y au loc inegalitatile v —y < f(y) — f(x) < 0. Aratati ca:

a) Ezista un unic numdr o € (0,00) cu proprietatea ca (f o f)(a) = a.

b) Sirul (x,)n>1, definit prin x1 > 0 i i1 = f(x,), Yn € N*, este convergent.

Solutie si barem: a) Conform ipotezei, functia f este descrescatoare.

Functia f fiind continua, functia g : [0,00) — R, definita prin g(x) = f(x) — z, pentru orice
x > 0, este continua. Pentru 0 < z < y avem g(z) — g(y) = f(x) — f(y) + y — x > 0, astfel ca
g este strict descresScatoare. ... ... ... ... 1p
Avem ¢(0) = f(0) =0 > 0si g(a) = f(a) —a < f(0) —a < 0, pentru un numar a > f(0).
Din proprietatea valorilor intermediare rezulta ca exista a € (0,a) C (0,00) cu proprietatea
g(a) = 0, de unde f(a) = a. Monotonia stricta a lui g implica unicitatea punctului fix « al
NG el o 1p
Rezulta (f o f)(a) =a. (1)

Pentru x € [0, @), folosind de doua ori inegalitatile din ipoteza, obtinem

v —a< flo) = flz) < f(f(2) = F(f(@) = F(f(x)) —a <0,
deunde z < f(f(x)) <a. (2)

Analog, pentru x € (o, 00) avem

a—z < f(z) = fla) < f(fl@) = f(f(2)) = a— f(f(x)) <0,

astfel ca v > f(f(z)) > a.  (3)

Din relatiile (1), (2) si (3) rezulta ca functia f o f are ca unic punct fix numarul a......... 2p
b) Daca x; = «, atunci x,, = a pentru orice n > 1, deci sirul este convergent la .

Daca x; # «, consideram subsirurile (29,—1)n>1 S (%2)n>1. Acestea verifica relatiile de
recurentd To,11 = (f o f)(z2n_1), respectiv xo, 0 = (f o f)(z2,), pentru orice n > 1.

Pentru z; < «, din monotonia functiei f avem x5 > «. Prin inductjie, folosind relatiile (2) si (3),
rezultd ca sirul (z2,-1)n,>1 este monoton crescator si marginit superior de «, iar girul (x2,)n>1
este monoton descrescator gi marginit inferior de . Ele sunt deci convergente cu limitele [; si
respectiv [y, cu [y < a < ly. Folosind continuitatea functiei f o f, trecand la limita in relatiile
de recurenta, se obtine I; = (f o f)(l1) silo = (f o f)(l2). Rezulta cd l; = o = l5. Prin urmare,
sirul (z,),>1 este convergent, cu limita a.

Cazul 1 > a se trateaza analog. .. ... ... 3p



