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CLASA a X-a
Solutii si bareme

Problema 1. Sa se determine functiile f : R — (0, 00), cu proprietatea

f(2)f(y) flz+y)
: S(x2+1)(y2+1)§(m+y)2+1’

oricare ar fi z,y € R.
Solutie. Aratam c& f(z) = 277(2% + 1) ottt Ip
Daca x = y = 0 obtinem 1 < f(0)? < f(0), de unde rezultd f(0)=1.............. 1p
Daca y = 0 in relatia data, obtinem

27 < , (%
a2+ (*)
PENEIU OTICE T . .vet ettt ettt et ettt e e e e e e e 1p
Pentru y = —z in relatia din enunt. avem
241 x2+1 "
..................................................................................... 1p
In final, folosind (*), rezulta ca fiecare inegalitate din produsul de mai sus devine
egalitate, deci f(2) = 27%(@% 4+ 1) .ttt 3p
Problema 2. Fien € N,n > 3.
a) Sa se arate ca exista 21, 29, ..., 2z, € C astfel incat
21z Zn— z
N R Y
22 3 Zn <1
b) Care sunt valorile lui n pentru care exista numere complexe z1, 2, . . ., 2, de acelasi
modul, astfel incat
21z Zn— z
T T Ll T
Z2 %3 Zn <1
Solutie. a) Alegem z; = 29 = ... = z,_1 = 1 §i cautam z = z, € C care sa verifice
relatia din enunt. Obtinem n — 2 + i + 2 = ni, adicd 2% + (n — 2 —ni)z + 1 = 0, ecuatie
care are radacini in multimea C. ... . .. 2p.
b) Presupunem ca exista numerele zi, 29, ..., 2, € C, de acelagi modul care verifica
relatia din enun§ Numerele - o i—i . ZZ L z" au modulul 1 si din inegalitatea modulului
rezulta ca 2 = 2 =...= Z—*l =E m 3p

Prin inmultire obtlnem =1, de(31 n este multiplude 4 ............ ... .. ........ 1p



Pentru n = 4k alegem k grupe de patru dintre numerele —i, —1,i,1, care verifica
Tl A . 1p

Problema 3. Fie a, b, c numere complexe distincte, cu proprietatea |a| = |b| = |¢| = 1.
Ardtati ca daca |[a+b—c|* +|b+c—al*+ |c+a — b|? = 12, atunci punctele de afixe a, b, ¢
sunt varfurile unui triunghi echilateral.

Solutie. Fie A, B, C punctele de afixe a, b, ¢, aflate pe cercul unitate cu centrul O.
Afixul ortocentrului H al triunghiului ABC' este a 4 b+ ¢, deci mijlocul w al segmentului
OH are afixul (@ +b-+€). ..o 1p

Deducem ca Aw = | — | = b4 ¢ — af, deci [b+ ¢ — a|* = 44w? si analoagele.

Rezultd, Aw? + Bw? 4+ Cw? = 3. oo 3p

Din teorema medianei, avem Aw? = $(2AH?+2A0%—OH?). Folosind relatiile OH? =
9R?— (AB?>+BC?+CA?), AH? = 4R?— BC? gi analoagele, deducem Aw?® = (14 AB*+

AC? — Bl ) 2p
de unde AB? + BC? + AC? = 9, deci OH = 0. Rezlta O = H, adica ABC e
echilateral ... ... .. 1p

Problema 4. Sa se gaseasca cel mai mic numar real strict pozitiv A astfel incat,

3 3
pentru orice numere reale a;,as,as € [O, %} i by, ba, b3 € (0,00) cu . a; = > b = 1,
avem =1 =1

blbgbg S /\(Clel + agbg + (Igbg).

b1bsb
Solutie. Fie functia f: (0,00) = R, f(z) = 123 Functia f este convexa ...... 1p
x
Lo : b1b2b3 3 5
Aplicam inegalitatea Jensen: =[O ab) <> aif(by)eeeeiiii 1p
; i=1

3 -1
> aib; -
i=1
Presupunem ca by < by < bs. Atunci f(by) > f(b2) > f(bs3).

Avem
b1b2b
31 22 < arf(b) + asf(bs) + asf(bs)
Z a;b;
i=1
< arf(b) + (a2 + as) f(b2)
= arf(b1) + (1 —a1) f(ba)
= f(b2) +ai(f(b1) — f(b2))
1
< f(b2) + §(f<b1) — f(b2))
1
== §<bl ‘|— bg)bg
1 (1)2 1
< Z(z) ==,
- 2\2 8
In ultima inegalitate am folosit inegalitatea mediilor si conditia din enunt. ........... 3p

2



Se verificd usor ca pentru a; = as = %, a3 = 051 by = by = 1. by = L. se realizeaza
3 5y W3 3 R 2

egalitatea. .. ..o 1p

Constanta A ceruta este A = % .................................................... 1p



