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w INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD

OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 22.02.2019 —

CLASA A IX-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului
1. Se dau punctele fixe A,B si punctul M exterior dreptei AB. Sa se arate ca rezultanta

vectorilor 2 MA s SMB trece printr-un punct fix .

Solutie:

Fie C a.i. MC = 2MA si D a.i. MD = 5MB, N=mijlocul lui [CD]

——  MC+MD 2MA+5MB
= MN = SR (1)

F1eMNﬂAB—{P}s1kER*a1 o5 = k. Atunci

MP = ﬁ MA+— MEB. (2)

Dar MP, MN sunt vectori coliniari, deci MN = aMP 3)

Din (1), (2) si (3) se obtine k = ; . Atunci P € (AB) ali. ﬁ—g = geste punct fix,(V)M

Barem:

DIESEIN ...t ettt et eentae e e bt e e enbaeenbeeeenreeens lp
Din teorema medianei Tn A MCD deducem relatia MN = MZ’;W _ZW;SW ............... 2p
F1eMNnAB—{P}Atunc1MP—— MA+— MB, unde k € R* ai. 5, = k....1p
Vectorii MP, MN sunt coliniari,deci MN = @MP .......ooooovveeeeeeeseeeeseeeseeeeeeeeeeeeeene lp

Se obtine k = ; deci P € (AB) al. ﬁ—g = geste punct fix,(V)M .....ccooovvreieierne, 2p
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2. Numerele reale strict pozitive verifica relatiile: a = mx,b = ny,c = pz. Aratati ca
daca tripletele a,b,c si x,y,z sunt progresii geometrice, iar tripletul m,n,p este progresie
aritmetica, atuncim=n=p .

Solutie:

a,b,c in pr. geometrici = b? = ac = n®y? = mx - pz = xz- mp. Dar y?> = xz > 0 pt. ci si
x,y,Z sunt in pr. geometrica, deci n? = mp. Deoarece m,n,p sunt in pr. aritmetici avem

2
n= mTer si atunci (mTer) = mp de unde se obtine (m — p)? = 0 deci m = p si din

T TnEm
Barem:
Din a,b,c in progresie ge0m.= N%Y? = XZ TP ...covvveeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s 2p
Deoarece Y2 = xz > 0 se deduce CA M2 = MP ...eoveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeea. 2p
. ) . . (m+p\?
m,n,p sunt in pr. ar1tmet1ca:»(T) =mp,deunde M =P .cccceevvveviiiiieieeiee 2p
din n = mTer T ML D MMliiiiiiiee ettt e et e et e e et e e et e e et e e e ae e e et e e e ba e e sneeeeabaeenabaeenreeens Ip

3. Aratati cd,daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi,atunci:

3a+b+c<2
2" b+c c+a a+b™

Solutie:
b+c=x s s

Notdm c+a=yz2a+2b+2c=x+y+zza=%—(b+c)=%—x=
a+b=z

YT27X i analog b = Z+;_y ,C = x+§ — Daci E este expresia din enunt, atunci E = 22— +

x
zhaoy  xdy—z 1 (% z) 1.(1 z) 1.(5 f)_§> 2 __Ezi
2y + 2z 2 (y+x +2 Z+y +2 x+z 2_2 2+2 +2 2 27

Egalitatea are locd.d. x =y = zadicia = b = c.

Pe de alta parte, din ipotezé deducemca b + ¢ > a de unde prin adunare cu b + ¢ vom avea

2(b+c¢c)>2p dem — < -~ 31 atunci in mod evident si T <? E <- de unde prin sumare

a+b+c
p

seob;1neE<—+—+—= = 2.
P P P
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Barem:
b+c=x

NOAM € A = Y i lp
a+b=2z

Atunci @ = X5 S EI 0 S ITE e Ip

DacéEesteexpresiadinenun;,E=%-(£+X)+%-(X+£)+%-(£+f)—§2 2-%+2-%+

Yy X z y X V4 2
E Lot 2p
Dinipotezi b+ ¢ > a,deunde 2(D 4 C) > 2D woveoeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee Ip
Avem atunci b%c < % $1ANAl0AZEIE ....ooouiiiiiiiie e Ip
E<%+§+§=“+Z+C=2 ............................................................................................. 1p

4. Aritati cd pentru orice numir natural nenul, numarul 22*~t — (= 2)" 1 — 1 se

divide cu 9.

Solutie:
Demonstram prin inductie :
P(1):2271—(-=2)°-1=0:9

Presupunem ci 2271 — (= 2)*1 — 1 = 9p, unde p € N*. Atunci 2?1 — (= 2)k¥ -1 =
22k+1 — (= 2) - (= 2)*1 — 1 si inlocuim pe (— 2)*~1 din relatia anterioard. Obtinem
221 _ (= 2)k — 1 = 22K+ (= 2). (221 — 1 — 9p) — 1 = 22K+l 4 2%k _3_ 2. gp—
3-(2% —1) —2-9pi9pentruca 22k — 1 = 4k —1:3.

Barem:

Inductie matematica

P(1) 12270 — (= 2)0 = 1 = 039 1p
Presupunem ¢ 2271 — (= 2)* 1 =1 =9p, unde p € N* ...ooomoimeeeeeeeeeeeeeee. Ip

Demonstram ca propozitia ,,P(k) = P(k + 1) este adevarata ............cccccvevrveeereerennene. 5p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 22.02.2019 —

CLASA A X-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului

1). Se dau numerele: x = 3\/ 7+4+5V2, y= 3\/ 7 — 5v/2.

a) Sase determine a € Q astfel incat x = a + V2.
b) Sasearateca x+y € N.

Solutie:
3
a) Din x® = (a+Vv2) obtinem: 7+ 5vV2=a3+6a+ (3a% +2)V2 ccocovvvrrnrrrnnee. Ip
Cuma €Q == a4+ 6a="7 Si (3A% +2) =5 oo 1p
Deducem Ca: @ = L. e ree e lp
b) Notam x +y = b.
Din (x + y)3 = b3 obtinem ecuatia: b3 +3b — 14 = 0....cocovvvimevviiieieeeeeeen 2p
Deducemca: b =2, deci X+ Y =2 € N.cooovvooeieeeeeeeeeeeeeee e 2p
2). Fie z4,z5,z3 € C* astfelincat z, + z3 # 0si |21 + 2, + 23| = |2, + 23| = |74].

Sa se calculeze valoarea expresiei

Z2+Z3'

Solutie:
FIEe 2 = @A 1D, BB € Re oot 1p.

Z3+z3
Egalitatea |z; + z, + z3| = |z, + z3| se scrie:

Z1 _ . Z1 —
|(22 + z3) (22+Z3 + 1)| = |z, + z3| ® |z, + 23| |ZZ+Z3 + 1| |zy + Z3] e 2p.
si cum |z, + z3| # 0, rezulta zZ+1z + 1| =1 |a+ 1+ bi| =1 deunde
2 3
(a+1)?+b>=1.(1)
Zy+2z3

Avem |z, + z3| = |z1| &

=1 |a+bi| =1, adici a® + b*> = 1. (2)
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Din (1) 1ezultd b2 = 1 — (@4 1)% oo 2p.

si inlocuind in (2) obtinem a®? + 1 — (a+ 1)> =1 2a+ 1 = 0, deci a =—% iar b =1 ?
- Loz 13 2 __1_.¥3

Avem doua solutii: i 2 ti—- s Pl Rl R — 2p

3). Se considera inegalitatea: log a (2+ x?) > 1, a € R.

a+1

a) Rezolvati inecuatia care se obtine pentru a =— 3.
b) Determinati a € R pentru care inegalitatea data este adevarata pentru orice x € R.

Solutie:
a. log§(2+x2)>1<i>2+xz>%<i>xz>—%¢>xER ...................................... 2p
2
b. Din conditiile de existenta avem
a a
m>0,m-‘/—'1—>ﬂ€(—00,—1)U(0,00) ................................................................ Ip

(D) Dacaa;:lr1 € (0,1), ar trebui sa avem 2 + x? < ﬁ, ¥ x € R, ceea ce este fals...... Ip
_a : — oo — 25 @ —a—2

(2) Daca > 1,adicaa € (— o, — 1), avem 2 + x* > D YXE R& e <0..2p

IN FINAL @ € (7 00, — 2) ettt sa et aeeaee Ip

4). Sa se rezolve ecuatia: (logsx) -log, (27 —x) =1

Solutie:

Fie x € R o solutie. Cum log, (27 — x) si logsx, au acelasi semn rezulta ca x € (1,26) si

ambele expresii sunt pozitive. Notam logsx = t > 0. Atunci log, (27 — x) = % Cum

1 1
X = 55027 — x = 4t obtinem 5 4 47 = 27. oo Ip
1
Fie f:(0,00) » R, f(t) = 5% 4+ 4¢. Vom arata ca f este strict crescatoare pe [,/10g54, ) si
strict descrescatoare pe (0,,/1ogs4].

Fie ty,t;, € [\/logs4, ) cu t; < t,.

1
Din tt; > logs4 =>tl < tilogy5 => tl< log 5% => 42 < 51, (1).
2 2

1 7t 1_1
Din tit; > logsd => 412 <5=>4u2 <5270 =>0<41 2—-1<5271 -1 (2).
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Din (1) si (2), prin inmultire obtinem:
171 1 1l 1
4t <4t1 tz — 1) <5h(527h —1) &4t — 4t < 52 — 51 &

1 1

51 4 48 < 582 4 42 (1) < D) ermeeieeeeeeeeeeeeee e, 2p
Analog pentru (0,3/ L0854 ]. .ooovieeiieiieeeeeeee et naeeabaens 2p

Cum f(2) =27, f(logs2) = 27, din injectivitatea lui f pe cele doua intervale rezulta ca
ecuatia f(t) = 27 are exact doua solutii: t; = 2 sit, = logs 2, deci ecuatia data are exact

doua SOIULIL: X1 = 25 ST X = 2. oo e e 2p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 22.02.2019 —

CLASA A XI-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului

1. Fie A € M, (R) cudet(A) = Tr(A) = 1. Sa se arate ca are loc relatia
2
Yy det(A® + klp) = nn +2), unde n € N,n > 2.

Solutie:
Fic A = (Z Z) € M,(R). Dinipoteza Tr(4) =a+d=1=d = 1 — asi det(4) = ad —
bc=1=c= a(l_ba)_l ,b # 0 . Din teorema Cayley-Hamilton obtinem ci A% = A — I, deci
at+k—1 b
A>+ kI, = a-a?—1 de unde avem ci det(A® + klI,) = k* —k + 1
- k—a
2 2
N ZZ=1 (2 —k+1) = 5 K2 —Yk+ $1= n(n+1)6(2n+1) _ n(n2+1) tp= n(Zn6 +4) _ n(n3+2) .
Barem:
a b a b
A= ( ) € M, (R) Din Tr(4) = det(A)=1 = A = [ a—a?—1 bEO0........1p
c d T 1—a
a+k—1 b
Din t. Hamilton-Cayley se obtine ci A + kI, = ( a—a?-1 K — a) .............................. 2p
b
AUNCT AEE(AZ 4 KI5) = K2 — K A Lo e e Ip
2 2
T (2 — et 1) = RO D gy ) D) 3p

2. Fie matricele A,B € M, (R) cu A?> = A3 si A+ B = I,,. Si se arate ci matricea
I, + AB este inversabila.

Solutie:

DinA+B=1,=AB = A— A? deunde (AB)? = (A — A?)? = A2 — 243 + A* = 0,, pentru
cd A% = A3,A3 = A* si adunand relatiile avem A% + A* = 243. Atunci
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I,=1,—(AB)? = (I, — AB) - (I,, + AB), deci (I, + AB)™ = I, — AB.

Altfel: observand ci I,, + AB = I, + A — A? si folosind relatia (care se demonstreazi usor)
(I, +A—A?) - (I, — A+ A?) = I, concluzia este demonstrati.

Barem:
Se arati ci din cele 2 relatii din ipoteza rezultd cd (AB)? = Oy ceovevveveeeeeeeeeeeeeeeeee e, 3p
Atuncil, =1, — (AB)? = (I, — AB) * (I; F AB) oo, 3p
Finalizare: (I, + AB) ™1 = 1, = AB ..ot Ip
. . - . 1+a?

3. Se considera sirul (a,),>1 cua; =1sia, = —n=1

a) Aratati ca sirul (a,),>1 este convergent;

b) Calculati lim —2—

n—-oo a1taz+..+ay

Solutie:

a) Aratam prin inductie ca sirul (a,),>1 este descrescator. Presupunem ca a,, < a,,_; Atunci

14a2  1+a? L n-(afl—arzl_l)—arzl—l e . . .
a —-a, = L - — <0=a < a,, adica sirul este descrescator si
n+1 n n+l n n-(n+1) n+1 n > >

in plus a,, < a; = 1 deci a, € (0,1] si fiind marginit si monoton sirul este convergent.

Notam lim a,, = [ > 0 si trecem la limita 1n relatia de recurenta.

n—oo

. . 1
Avem lim @, =1£1_1)‘£10(1+a,21)-7111_r)gml =1+ -0deundea, > 0

+1
. . Inn . In(m+1)-Inn . (n+1)In=—
b) Folosim teorema Stolz-Cesaro: lim ————— = lim Dt dnn _ — =
n-oo arjtaz+..+a, n—oo Ap+1 n—ooo (n+1)ay41
n+1
. In (1+1)
lim —=1.
n—oo 1+a;
Barem
a) Se arata prin inductie ca sirul (a,),>1 €Ste deSCreSCALOr ......vevvevirveierieriieiieiieieie e e, 2p
Se aratd Ca @y, € (0, 1] et e et Ip
Din relatia de recurenta rezultd @,; = 0 ....ooceieiiiiiiiiiie e Ip
. . Inn . In(n+1)-Inn
b) Din TCS avem lim ———— = lim e USROS Ip
n-oo aitaz+..tay, n—oo an+1
n+1
. (n+1) 22 . In (1+%)
L= lim L= e PR 2p

noo (n+)apt+1 n-oowo 1+a,21
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1
4. Sa se calculeze lim (lin(} (cos x cos 2x...cos nx)n3sin2x)
X

n—oo
Solutie:
. . COSXxcos2x...cosnx—1 1 . eln(cosxcos2x...cosnx)_q 1 .1 1
Fie L = lim — == lim — == lim=- Y}y _ Incoskx =—-
x—0 n>-(sinx) n°  x-0 (ﬂ) o2 n’  x-0x = n
X

_ (n+1)-(2n+1)

De aici rezultd lim e 122 = e

_ kz) __ (n+1)2n+D)
o 12n? no>co

n
e (-3
Barem:

eln (cos x cos 2x... cos nx) -1

li COS X COS 2X...cosnx—1

= M e 2
x—0 (sinx)?2 x—0 (Siﬂ)z.xz P
X
1i In cos kx _ k_2 )
lim—>— s p
1 5. 1 n 1 n k2 (n+1)-(2n+1)
= lim—- Incoskx =—- (—— e S e
L B e T Zk=1 w3 Zk=1 5 122 2p
_ (n+1)-(2n+1) 1
Finalizare: lim e 1202 2 @ 6 ittt ettt ettt ettt ete et s e raens Ip

n—oo
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 22.02.2019 —

CLASA A XII-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului

1. Fie Gun grup si a,b € G astfel incat @’ =b* =e si ba = ab’. Demonstrati ci

1) b’a=ab’
i) b’a=ab
1ii) bla'b =a’
Solutie:
1) ba =ab’ < b*a=bab’ = ab® = ab’ (2 pct)
ii) b’a=ab® < b'a=bab* =ab’ =ab (2 pct)
iii) b'la'b'=a’ ©a'b' =ba’ < b =aba’ < e=baba’ < e=ab'a’ < e=a’

(3 pct)

m

m,ne ., mn impare} si G=M xZ .Pe multimea G
n

2. Se considera multimile M :{

se defineste legea de compozitie (x,,y,)*(x,,»,)=(x %,¥+»,), Vx,x,eM si

Vy,y,eZ.
) Caleulati (1,1)%(1,2)*...%(1,2018)
ii) Demonstrati ¢ (G,*) este un grup abelian

iii)  Aritati cd functia f:G—>Q", f (x, y)=x-2018" este un izomorfism intre

grupurile (G, *) si (Q*,-)

D (L1)*(1,2)*...%(1,2018) = (1,14+2+...+2018) = (1,1009-2019) (1 pct)

i1) Se verificd axiomele grupului
Partea stabila (1 pct)
Asociativitatea si comutativitatea (1 pct)
Elementul neutru e=(1,0)e G (0,5 pct)
Elemente simetrizabile (x',y') = (x_l,— y) eG (0,5 pct)
iii)  Arata cd f'este un morfism de grupuri (1 pet)

Arata ca f'este bijectiva (2 pet)
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3. Sa@ se determine functia f :(0,00)—>]R cu f (1)=0 si care admite o primitiva

F:(0,00) >R cu proprictatea ca F(xy)+xy :xy(f(x)+f(y)) oricare ar fi

x,y€(0,0).
Solutie:

Fie y=1. Atunci F(x)+x=x-f(x).

.ox-fi(x
Deduce relatia / =

Adics (Mj 1

X

. F(x)
Deci =lhx+C
X

F(x):xlnx+Cx
f(x)=Inx+1+C sicum f(1)=0 obtine C=-1

De unde f(x)=Inx.

1 2

4. Sa se calculeze integrala I Xx n
e+

dx .

-1

Solutie:

Face schimbarea de variabila x = —¢

1 xz 1 tzet
Obtine /= [ ——dx=[——adt

et +1 Je+1

2 12 ¢ 1 2 1 2 x 1

ZI:J].exerlderJ'ettildt:Ief+1dx+jeii1dx=].x2dx

-1 -1 -1 -1 -1

(1 pet)

(1 pet)

(1 pet)

(1 pet)

(1 pet)
(1 pet)

(1 pet)

(2 pct)

(2 pct)

(2 pet)

(1 pct)



