Societatea de Stiinte Liceul Teoretic "lon Luca”
Matematice din Romania Vatra Dornei

Concursul Interjudetean de Matematica
~Memorialul Stefan Dirtu” - editia a XX-a
Vatra Dornei, 8 decembrie 2018
CLASAalV-a

Problema 1.

a. Un numadr natural micsorat cu 10 este de doud ori mai mare decét un al doilea numér marit cu 4
si de 4 ori mai mare decit un al treilea numdr. Stiind ci suma celor trei numere este 62, aflati
cele trei numere.

(Gazeta Matematica)

b. Dati un exemplu de asezare a numerelor naturale de la 1 la 10.inclusiv, pe un cerc, astfel incat

suma oricaror trei numere alaturate sa fie cel mult egali cu 18

Problema 2.
Bunicul lui lonut are in curte gdini,rate, oi si capre, in total 50 de capete si 130 de picioare.
Dacé rate sunt cu 5 mai putine decat giini, iar oi cu 5 mai multe decét capre, aflati cite
animale sunt de fiecare fel in curtea bunucului lui Tonut.

Problema 3.

Se da urmatorul tablou cu numere:

2 3
- S 6
8 9 10 11

16 17 18 19 20
32 33 34 35 36 37

..........................................................

a. Completati tabelul cu urmatorul rand
b. Calculati suma numerelor din primele 7 rianduri ale tabloului
c. Incerand si pe ce loc se afld numarul 2050 ? Dar 1025 ?

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problema se noteazd cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de la ... ”"Mos Craciun”!
Succes!!!
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Societatea de Stiinte Liceul Teoretic "Ion Luca”
Matematice din Romania Vatra Dornei

Concursul Interjudetean de Matematica
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CLASAaV -a

Problema 1.

1. La ora de sport, cei 26 de elevi ai clasei a V-a se joacd ,, druncd mingea”. Regula jocului este
simpla. Ei sunt agezafi la intdmplare intr-un cerc, apoi fiecare primeste, in ordinea locului pe care 1l
ocupd, un numdr de la 1 la 26.

Fiecdrui elev i se dau 26 de mingi de ping - pong.

Pe rind, incepdnd cu copilul cu numirul 1, fiecare elev care are un numir impar ii va arunca
fiecdrui coleg céte o minge, cu conditia s nu ii mai fi aruncat vreuna, sau si nu fi primit de la acesta o
minge.

Jocul se termind atunci cind ultimul elev a aruncat numérul maxim de mingi posibile.

a) Cate mingi a aruncat elevul cu numarul 1?

b) Céte mingi are la finalul jocului, elevul cu numirul 2? Dar cel cu numarul 18?

¢) Ciéte mingi au fost aruncate in timpul jocului, in total?

2. S4 se arate cd nu se pot colora fefele unui cub folosind numai doud culori, astfel incét oricare
doud fefe vecine si aibd doud culori diferite.

Problema 2.

Determinati numerele naturale », Ezzg xyz scrise in baza zece, stiind ca sunt satisficute simultan
condi;iile

1. abe m‘lpirm la cab di catul 3 si restul 39;

2. abc +n*= xyz,neN;

3. xyz este pitrat perfect.



Problema 3

Victor, lonel §i Dragos disputi in vacan{3 impreuni un joc cu bile.

In prima partid¥ Victor pierde la lonel si Dragos astfel incét acestia isi dubleaza numarul de bile ce le-a
avut la inceputul jocului.

In partida a doua lonel pierde la Victor si Dragos, acestia isi tripleazi numirul de bile ce le-au avut dup
ptima partida.

In partida a treia Dragos pierde la Victor si la Ionel, acestia isi méresc de patru ori numérul de bile ce le-ai
avut dup partida a doua.

In partida a patra Victor castigi la Ionel si Dragos, acestia fsi injumititesc mumdrul de bile ce le-au avu
dupi partida a treia.

Stiind ca dup partida a treia cei trei copii aveau fiecare cite 144 de bile, aflati cate bile a avut fiecare copi
la inceputul si, respectiv, la sfarsitul jocului.

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de Ia ... "Mos Craciun”!
Succes!!!
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Problema 1.

a) Aritati, ca din 9 numere naturale prime, diferite de 2, putem alege doua numere, astfel inca
produsul dintre suma si diferenta lor s se dividi cu 32.
b) Si se determine cel mai mic numdr natural #, astfel incit suma cifrelor lui # sin+ 1 sd se divid:

cu 5.

Problema 2.

a) 84 de determine numerele naturale prime a si b stiind ca:

! Bl
&+£+ : - g =I4I,underz!=l'2-3-...'(n—l)-n;HEN'§i0!=l.
b! a! (a+b)! (a-b) 120

b) Sa se arate ca in produsul 7= 1! - 2! - 3! - 41 - ... - 79! - 80! se poate sterge unul dintre factori,

m! , astfel incat numarul —I—i sa fie pitrat perfect, unde 1 <m <80
m.

Problema 3.

a) Desenati unghiul $40B cu masura de 11° 30' si apoi unghiul <BOC cu masura de 10 ori mai
mare decat masura <A40B.

b) Folosind figura de la punctul a) desenati un unghi cu masura de 8° 7' 30" folosind numai rigla
negradata si compasul. (precizati fiecare pas efectuat in realizarea desenului)

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de la ... “Mos Criciun”!

Succes!!!
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CLASAaVIl-a

Problema 1.

a) Demonstrati inegalitatea: acdea - bedeb < acdeb - bedea.

b) La Marea Adunare de la Alba Iulia pe 1 Decembrie 2018 au participat dintr-un judet al
Romdniei delegati din 23 de localititi diferite.

Fiecare delegat dintr-o localitate oarecare a judetelui cunoaste exact cite un delegat din fiecare din
celelalte 22 de localitati.

Daca din judeful respectiv au participat 460 de delegati, determinati cati delegati au fost din fiecare
localitate.

Problema 2.

Se dau multimile:

2 ;
A={ne2\{~2}/“018”:220”ezz}si B={ <3 2(_11;::1:?018 za}.
i m

Sa se determine multimile:
a) AuB;
b) AnB;
¢c) B\ A.

Problema 3.

in exteriorul triunghiului ABC construim patratele ABMN, ACQP si paralelogramul APTN. Notim
{D}=AT N BC.

a) Ardtaticd AT L BCsi BP L NC.

b) Daca triunghiul ABC este isoscel cu (4B) = (AC), demonstrati ca triunghiul DMQ este isoscel.

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problema se noteazd cu puncte de la 1 1a 7. Un punct este de la ... “Mos Créciun”|
Succes!!]
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CLASA a VIII -a

Problema 1.

a) Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia:
x-(x+1)-(x+2)-(x+3)-23 =y,

b) Daca x si y sunt numere rationale pozitive, subunitare si diferite de 3 sd se demonstreze ci

s T 1
numdrul z = x+ y — 2xy este pozitiv, subunitar si diferit de %

Problema 2.

Fie numerele naturale nenule x, y, z, , m cu proprietatea m/xy” +zn +1 ,oricarear fin e N”.
a) Sa se arate ci m/z" .
b) Se poate afirma ca m/z ? Justificati raspunsul!

Problema 3.

Fie cubul ABCDA'B'C'D’ 5i punctele £ si F mijloacele muchiilor 4B si, respectiv, BC ale cubului.
Si se arate ca:
a) Dreptele D'B, A'F, C'E i OB’ sunt concurente, unde punctul O este centrul bazei ABCD a

cubului.
b) Daci 4B = 8 cm, calculati aria patrulaterului EFC'A",

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problemd se noteazd cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de la ... "Mos Criciun”!
Succes!!!
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Concursul Interjudetean de Matematici
~Memorialul Stefan Dirfu” - editia a XX-a
Vatra Dornei, 8 decembrie 2018

CLASAalX -a

Problema 1.

In triunghiul ascutitunghic 4BC, inscris in cercul de centru O, se noteazicu E si F
picioarele indltimilor din B si respectiv C.

Sd se arate ci BF +CE =0OA daci si numai daci m({RAC] =45 .

Problema 2.
; ; : b 4x S5x
Sé se determine numerele reale nenule y care verifica egalitatea | — |= 3 i el
¥ y 5 4
pentru orice xe Z. ( Prin [a] am notat partea intreagd a numarului real a.)
Problema 3.
Fie a.a,, .. ay,€{l,-1} si suma S= Z a;-a,. S se determine cea mai mica

I<i< f<2018
valoare pozitivi care o poate lua S.

Timp de lucru: 2% ore

Fiecare problema se noteazi cu punctede la1la 7. Un punct este de la ... "Mos Criciun”|
Succes!|!
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CLASAaX-a

Problema 1.
Fie nelN, n>3. Numerele complexe nenule 21525 -, 2, au module egale. Si se arate ca

existd k, j€{l.2, ....n}, k+# j astfel incat <1g—-.

z*+v

Problema 2.
Fie a si b doud numere reale astfel incit I <a<b.Demonstrati ca:

a) log,, (b+1)<log, b;
b) (1+3") <(143™)".

Problema 3.
Sa se determine numerele reale ¢ pentru care existd functii f:[R - R cu proprietatile:

f(-f("'))+f(x)=1, VxeR si
f(f(-"_)“'x)=2f(X)+ar, VxelR.

Timp de lucru: 2l ore

Fiecare problema se noteazd cu punctede la1la7. Un punct este de la ... "Mos Criciun”!
Succes!!!
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Concursul Interjudetean de Matematics
»Memorialul Stefan Dirtu” - editia a XX-a
Vatra Dornei, 8 decembrie 2018

CLASA a XI-a

Problema 1.
Fie A€ M, (R) cu valorile proprii 2 #0,i=13.

a) Aratati cd 4 este o matrice inversabila si det (A+ A ) = l}(i, +IJ .
b) Demonstrati 4, daca 1r(4) =1r(4")=0, atunci det(4+4™)= det(4)+det(4™).

Problema 2.

Se considerd sirul de numere reale pozitive (a,),., . definit prin :

u{l :at :I §1 (n+])!.(“n+l Nlan—l ‘—a"vﬂ")=n‘ an—l ",Vn> l

a) Studiati monotonia i marginirea sirului (a, )0

b) Calculati Iimluﬂ , daca exista.

Problema 3.

Consideram (a, )"21 un sir de numere reale definit prin :

Calculati lima, .

n—»m

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problema se noteazi cu punctede la 1la 7. Un punct este de la ... "Mos Criciun”|

Succes!!!
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CLASA a XII -a

Problema 1.
Sa se determine functia /:(0,.0) > R cu /(1) =0 si care admite o primitiva

F:(0,0) > R cu proprietatea ci F(xy)+xy= (f(x)+f (v)) oricarear fi x,y e (0,0).

Problema 2.
a) Dati exemplu de o functie £ : R — R cu proprietatea lui Darboux $i care nu are primitive.

b) Fie f:R — R o functie cu proprietatea lui Darboux. Daci functia £ are limita in
orice punct din R, demonstrati ci / admite primitive.

Putefi folosi in rezolvarea problemei urmdtorul rezultat:

a1
: . —, 0
Lemd. Fie g:R — R o functie definit astfel g():) o X i ,unde A e R, A fixat.

A, x=0
Atunci: 1 1=0 = g admite primitive:
2 g are proprietatea lui Darboux <> |4|<1.

Problema 3.
a) Aratati ca ecuatia x* =1 are cel putin douad solutii in monoidul (Z,,).
b) Determinati numerele naturale n, 2 < <40, cu proprietatea ci ecuatia x> =1 are cel

putin doua solutii in monoidul (Z,,.-).

Timp de lucru: 2% ore

Fiecare problema se noteazi cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de la ... "Mos Craciun”!
Succes!!!
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CLASAalV-a

Problema 1.
a. Un numdr natural micgorat cu 10 este de dou ori mai mare decét un al doilea numar marit cu 4

si de 4 ori mai mare decit un al treilea numar. Stiind ci suma celor trei numere este 62, aflati

cele trei numere.
(Gazeta Matematica)

b. Dati un exemplu de asezare a numerelor naturale de la 1 la 10, inclusiv, pe un cerc, astfel
incat suma oricdror trei numere aléturate si fie cel mult egald cu 18

Barem de evaluare
L BT SRS 1 punct

|- primul numir ; () -aldoileanumar; /" -al treilea numar
Avem: [ ]-10= (O +4)+(O+H)=AAAN
= + +18

S

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de Ia ... ”"Mos Craciun”!

Succes!!!



O +O+ O+ @GO+ O+ () =124-40=84.......oocorecrreeeracrneesonns 1 punct
- 84:7=12 -

= (12+4):2=8
= 1212+ I8 =42 ccivisvmismmsmmssssmsssssmssassshssssiaseisnessivss | DUTIOE

Numerele SUNt 42; 12 5 8 5 ooieciiee i eeeeeesaseeseeeseeseesssesssseesssesssesssessssssssessoseennn 1 punct

b‘ 1
10
~ 7
6
8
?. |
f
4 3
S 2 puncte
5

Problema 2.

Bunicul lui lonut are in curte géini,rate, oi §i capre, in total 50 de capete si 130 de picioare.
Daci rate sunt cu 5 mai pufine decit giini, iar oi cu 5 mai multe decat capre, aflati céte
animale sunt de fiecare fel in curtea bunucului lui Tonut.

Barem de evaluare

DEYORICIN osossssmssussessemsmmmsmasmmsniesssesmsamasomissasmssissamsmawmssssiassys | PAnSt
Metoda falscl 1p0teze

Presupunem ca bunicul are numai pasari : rate si gaini.

in acest caz pasarile au impreund 50 * 2 = 100 PIiCIOATe ........ccoeeerrerrirererernsurnesessnenees. 1 punct
Llpsesc 130 — 100 = 30 picioare.Deci are si oi si capre .. psersmsssasnsmess e emmeseni 1 DRIAGY

In locuind o pasire cu o oaie sau capra apar in plus 4 — 2 2 picioare

Trebuie sd inlocuim 30 : 2 = 15 pasari cu oi si capre-

Bupicul are 50 <18= 35 desale gl GHINE .cumummmmmasssamavssmsspspssivsirsss ] PIbot

numarul ratelor
numdrul gainilor
35 pasari
35-5=30

15

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de la ... “Mos Craciun”!

Succes!!!



Bunicul are 15 rafe §i 15 + 5 =20 de ZAIN1.......ciivierererisieiriiieesieseeesesessesessessssessesesseses s ssssseseoens

¢

Bunicul are 5icapre:gh 1O 0. ausisssmmissnssiassisisisisisiiss

Deci bunicul are in curte 15 rate, 20 de géini, 5 capre si 10 oi...........

Problema 3.

Se da urmatorul tablou cu numere:

1

2 3

4 5 6

8 9 10 11

16 17 18 19 20
32 33 34 35 36 37

a. Completati tabelul cu urmatorul rand

b. Calculati suma numerelor din primele 7 randuri ale tabloului

c. In ce rand si pe ce loc se afld numarul 2050 ? Dar 1025 ?

Barem de evaluare
Din oficiu ..

1 punct
Numarul caprelor
Numarul oilor
15 animale (oi si capre)
15-5=10
10:2=5
1 punct
......................................... 1 punct
. 1 punct

a. anul numar dm randul al 2 - Iea este 2 1 dm randul al 3 lea este 2 2= 4 dm ra.nclul al

4-leaeste2- 2 - 2=8, dinrdndul al 5-leaeste 2:2-2-2=16 samdl punct

Primul numir in randul al 7-leaeste egal cu 2:2 -2 -2 -2 -2 =64 si contine 7 numere

consecutive , adica randul al 7 — lea este : 64 , 65, 66, 67, 68. 69, 70 w.vvvoveveveee, 1 punct
b. Suma =825 .. . .. 1 punct
¢. Primul numar dm randu] aI 12 lea este egal cu '? 2 ...... 12-2= 048 sl acesta con‘;me 12

numere consecutive 11 factori
2050 se afld pe randul al 12 — lea si coloana a III — a pe locul
( 14243+, 49+10+11)+3 = 69...

.. 1 punct

Perandul al 11 — lea , primul numar este 2 - 2 ...... c2-2= 1024 si contine Il numere : 1024,

1025, 1026.....1034 10 factori
Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de |a ...
Succes!!!

”"Mos Craciun”!



Deci 1025 se afld pe randul al 11 — lea , coloana a lI-a, pe locul

(H250 0 TOYITS 5T iiiiiiiinsmenmmmmnsnrssmmmensomspensesseasssssmsssssissaons doxsissssiassess IR W <11 e

Timp de lucru: 2:30 ore

Fiecare problema se noteazd cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de la ... “"Mos Craciun”!
Succes!!!



= Clasaa V-a
Subiectul I

L. La ora de sport, cei 26 de elevi ai clasei a V-a se joaca ,, Aruncd mingea”. Regula
Jjocului este simpla. Ei sunt asezati la intamplare intr-un cerc, apoi fiecare primeste, in ordinea
locului pe care il ocupd, un numir de la 1 la 26.

Fiecarui elev i se dau 26 de mingi de ping - pong.

Pe rand, incepand cu copilul cu numarul 1, ficcare elev care are un numar impar ii va
arunca fiecarui coleg cite o minge, cu conditia si nu i mai fi aruncat vreuna, sau si nu fi
primit de la acesta o minge.

Jocul se termind atunci cAnd ultimul elev a aruncat numirul maxim de min gi posibile.

a) Cate mingi a aruncat elevul cu numirul 1?

b) Cate mingi are la finalul jocului, elevul cu numirul 22 Dar cel cu numarul 18?

¢) Céte mingi au fost aruncate in timpul jocului, in total?

2. Sd se arate cd nu se pot colora fetele unui cub folosind numai dous culori, astfel incat
oricare doud fete vecine s aibd doud culori diferite.

Barem de corecturi si evaluare

Din oficiu . NSO PO | |
1. a) Numarul 1 di fiecirui elev cite o minge - (total - 25 de mingi) ............................. (1p)
b) Fiecare elev agezat pe o pozitie para primeste cite o minge de la ficcare elev situat pe
pozitie impara, adica de la 13 elevi. Elevul cu numdrul 2 cat si cel cu numdrul 18 primeste
cate 13 mingi si au la finalul jocului céte 26 + 13 = 39 de MINGi. ....oovvcervcncernrensennensenec(1P)
¢) Urmdriti tabelul urmator:

Numarul jucitorilor Numdrul mingilor aruncate |
1 25
3 24
S 23
7 22
9 21
11 20

13 19
15 I8
17 17
19 16
21 15
23 14
25 13

................ (1p)
In total au fost aruncate: 25 + 24 + 23 + ... + 14 + 13=(1+2+,.+24+25)-(1+2+3+

Tt T+ 12) =125« 26): 2=(12~ 13)¥:2=25+ 13613 = 13:(25-6)=13:19=1247
Q0 INDE. cososnusassussiioniinsisssquisiassissmenmesessnsenssrmssssesssssissossnsmssoncsses e sesdssics sesssnssasarsasueresssnsmsssl )

2. In orice cub existi trei fete care au un varf comun. seassessnssnsarsssaiensssisssssasssunssnssisssnsssssssasensosss L)
Trebuie minimum trei culori. s D)



Subiecmi.ll
~ Determinati numeréle naturale », abc si xyz scrise in baza zece, stiind cd sunt satisfacute
simultan conditiile:
1. abc impartit la cab da catul 3 i restul 39:
2. abc +n*= EE,HEN;
3. xyz este patrat perfect.

Barem de corectura si evaluare

DIN OFICIU weivvenrvssssassnsnsssesssssesssosssssssassessmsnsssmssssionsessessassassssssessossessvessess s ENERNOPRRPIR 1 | )
abc=cab-3+39 & 70a+76=299-c+39¢& ... (1p)
©70a+7b=42-7-c+5c+35+4 & 7-(10a+b-42¢—5)=5c+4. orvvovvvoooo (1p)
5S¢ + 4 se imparte exact la 7, deci c=28aUc=9. ......coocoveerriii (1p)
c=9=>10a+b~378-5=T7=>ab=378+5+7,falS ..oooc0o oo (1p)
c=2=3ab=91§1aBc =912 ..ooevorreeeereeoeeeoeoo — (1p)
Din 912 > 307 5i 1000 < 32° rezulta ci xyz=31%= 961 si n = 7. Deci abe = 912 si xpz=961
VD BRI T it saienim o o 555 S S bt (1p)

Subiectul ITI

Victor, Ionel si Dragos disputa in vacantd impreuna un joc cu bile.
prima partida Victor pierde la lonel si Dragos astfel incit acestia isi dubleazi numarul de bile

ce le-au avut la inceputul jocului.

In partida a doua lonel pierde la Victor si Dragos, acestia isi tripleazi numirul de bile ce le-au
avut dupd prima partida.

In partida a treia Dragos pierde la Victor i la [onel, acestia isi maresc de patru ori numirul de
bile ce le-au avut dupi partida a doua.

In partida a patra Victor castiga la Ionel §i Dragos, acestia i§i injumtitesc mumarul de bile ce le-
au avut dupa partida a treia.

Stiind ¢d dupa partida a treia cei trei copii aveau fiecare cite 144 de bile, aflati céte bile a avut
fiecare copil la inceputul si, respectiv, la sfarsitul jocului,

Barem de evaluare si corecturi

Dupa partida a Il-a, Victor si lonel aveau cite 144 : 4

Din oficiu O T NN (| |
Sa utilizdm metoda mersului invers. Prezentim mai intii schema jocurilor.
Dupa Numirul de bile ale lui B
partida: Victor lonel Dragos
alV-a 288 72 72 (Ip)
alll-a 144 144 144 (1p)
all-a 36 36 360 (1p)
| 12 300 120 (1p)
initial 222 150 60 ; (2p)

= 36 de bile, iar Dragos 144 - 3 —

—~(36 + 36) = 360 de bile.

Dupa prima partidi, Victor avea 36 : 3 = 12 bile, Dragos 360 bile : 3 = 120 de bile, iar
lonel 144 - 3 — (12 + 120) = 300 de bile.
Initial, Tonel avea 300 bile : 2 = 150 de bile, Dragos 120 bile : 2 = 60 de bile, iar Victor 144 -
* 3 (150 + 60) = 222 de bile.
Dupa partida a IV-a (la sfarsitul jocului), Ionel s1 Dragos aveau cate 144 bile : 2 = 72 de bile.
iar Victor 144 - 3 - (72 + 72) = 288 de bile.



Clasa a VI-a

Subiectul I
a) Aratati, cd din 9 numere naturale prime, diferite de 2, putem alege doui numere, astfel
incat produsul dintre suma si diferenta lor sa se divida cu 32.
b) Sa se determine cel mai mic numdr natural n, astfel incat suma cifrelor lui n gin + 1 sa
se divida cu 5.

Barem de corecturi si evaluare

DI OTNCINE wuvvisiavusisiisonmnseronsmuoadsinsdimsrsmssss s s s S oA AR e (1p)

a) Toate cele 9 nuriiere primie SUNt MMPATE wuv.ivmvsimisiismsivssssinsismsmsisaeyisis i (1p)

Resturile impdrtirii celor 9 numere la 16 sunt: 1,3,5,7,9, 11, 13 sau 15.

Conform principiului cutiei din cele 9 numere cel putin doud dintre eleasibcua = b
dau acelasi rest la impartirea cu 16, ele sunt de forma a = 16k, + r si b = 16k, + r, unde r < 16,

P IO SLEY 22 K8 rvesnnosssoonsasrsorsnsonssuseasasannmansisssossnnissanssidnsonssnsssssssas iusdastnshsnsiasanesmasssbuinnssas (1p)
Dar (a+b)(a—b)=[16(k +k,)+2r|-[16-(k,—k) |=Ms2 .coveirriiirirccins (1p)
b) Fie n=a,a, ,..q,99...99 si S(x) suma cifrelor numarului natural x

\W'_’
k ori

el g, st b S 0, o R S (1p)

kori

5/Sn+1)=5/a+am+.tap+1=a+ay+..+ta,=5m+4,meN,
5/8my=5/am+a+..+ta,+%=5/5m+4+%=5/4k+4=5/4(k+1)=5/k+1.(1p)
KD e il S TS SR ooy iimskoim s i s B R S A (1p)

Subiectul 11
a) S3 de determine numerele naturale prime a $i b stiind ca:
1Bl
EI-i+i'-+ T =141 ,unden!=1-2-3 .- (n—1)-n; neN'siol =1.
b! a! (a+b)! (a-b)! 120

b) Sa se arate ca in produsul P=1!-2!-3!-4!- ... - 79! - 80! se poate sterge unul dintre

factori, m! , astfel incat numarul 21 s fie patrat perfect, unde 1 <m <80
m!

Barem de corecturi si evaluare

RO .m0 0 v S R R S T S B s T kS RS A A R R B SRS (1p)
. . a! b! 1 2 1 1 3
a) Dacig=b, atunci —+—+ =1+1+ -2= < 1,nu convine. (1p)
b! a! (a+b)' (a-b)! (a+b)! (a+b)!
Decia>b.Dacia=3sib=2,atunci 3+— +L—2~161,solune ........................... (1p)
3 120 120
b! 1 161 2

Dacia>5s1b=> 2, atunci - +——+ >3, dar— < 3, nu convine. ...(1p)

b! a! (a+b)! 120 (a b)!
Deat d=3 81.6=2, oI WBICH .ioviisiniammsss G ieis i s b nadassem i (1p)



b) P=(11 % 20)-(3! - 4!]-‘(5! GO 5 B osmnsnnisesemmmnenmusmmnssiossssnes (1p)
=[(uy 2] [(3!)2 4](517-6]-..-[ (791)" -80]
=(1! - 791 (2-4-6-...-78-80)
=(1r - -...-79!) 2% (401)

=[(1r 31 - 5! ...-79!}1-2”]2-40!

Trebuie s3-1 Stergem Pe 40! ...t e (1p)

Subiectul LI
a) Desenati unghiul <40B cu misura de 11° 30’ si apoi unghiul <B0C cu misura de 10

ori mai mare decat misura <40B.
b) Folosind figura de la punctul a) desenati un unghi cu masura de 8° 7' 30" folosind numai
rigla negradata si compasul. (precizati fiecare pas efectuat in realizarea desenului)

Barem de corecturi si evaluare

MR OBEIN, wvrvsini s e s e R e i AR e A R A A S A A e Ay e s A (1p)
%) {XBOCYELE 3D+ 1022 1187 sonvpposssevenommnsmsssssonmuss s s s o aas s ess s ey (1p)
Efectuarea desenului ............viiiiiiiiiiiiiiiiiinie i e nae e (1p)

b) Pasul 1. Construim semidreapta (OD opusa semidreptei (OB.
H{CODY=180-115565" s TR S R R (1p)

Pasul 2. Construim bisectoarea < COD, semidreapta (OE.
m(XDOE)=6522=32"30". . ..cooviiiiiniriiiiiiiieeiiiiieeeeiiieeeeeeans R (1p)

Pasul 3. Construim bisectoarea < £OD, semidreapta (OF.
L < A (1p)

m(<DOF ) =

Pasul 4. Construim bisectoarea < DOF, semidreapta (OG.
W ADOG) = 1615 {28 T 3. svsnisnansiorsmnnianns e imsssnnsinssashossennnnnmnas (1p)



&7 = Clasa a VII-a

Subiectul I

a) Demonstrati inegalitatea: acdea - bedeb < acdeb - bedea.

b) La Marea Adunare de la Alba Iulia pe 1 Decembrie 2018 au participat dintr-un judet
al Romaniei delegati din 23 de localititi diferite.

Fiecare delegat dintr-o localitate oarecare a judetelui cunoaste exact cte un delegat din
fiecare din celelalte 22 de localititi.

Daca din judetul respectiv au participat 460 de delegati, determinati citi delegati au fost
din fiecare localitate.

Barem de corecturi si exaluare
IDINODIEIY scssmmearsommasmmasmmmssmenisismessinsimissssismsa sl R D)

a) Notdm acde = x §1 bede = y .
Avem: acdea -bedeb < acdeb - bedea < (10x+a)(10y +5) < (10x+b)(10y +a) &

S g T o (1p)

Daca a = b relatia (1) este evidenta si avem chiar egalitate ................ccoevvvnvninnnnnn. (1p)

Daca a > b, atunci x > y $i relatia (1) este adevarata.

Dacd a < b, atunci x < y si relatia (1) are loc. . . (1p)

b) Fie L, si L, doud localitati oarecare din judetul respectlv Este euﬂcwnt sa aratam ca din
L, si L, participa acelasi numar de delegati. ............. e ..(1p)

Prin absurd, presupunem ca din L, partlcxpa mai multl deiegatl decat dln Lz

Cum fiecare delegat fiecare delegat din L, cunoaste exact un delegat din L,, atunci existd
cel putin 2 delegati din L, sa zicem, Ionel si Costel ce cunosc acelasi delegat si anume pe
Vasilica din L,.

In acest caz delegatul Vasilica cunoaste 2 de]egali din L, pe lonel si Costel, in contradictie

cu enuntul problemei. ............ — ..(1p)
In concluzie, din ﬁecare localltate a _]udctulm au part1c1pat acclasl numar de delegatl si
anume 460 : 23 = 20. . ...(1p)

Subiectul I1

Se dau multimile:

4
,,\{_2} 2018n+_2_017 cZlsiB=imeZ 017m+2018 c7
2m+1

Si se determine mul;mule.
a) AuB;
b) AnB;
¢c) B\ A.

Barem de corecturai si evaluare
51y Hut) (o1 e o B e N U= S S S S R (1p)
Determindm multimile A si B

2018n+2017 _, o 2019 _ 2019

n+2 n+2 n+2
= n+2e{-2019;-673;-3;-1; 1; 3; 673; 2019} =

=R Q02618 =8-R=1 Ty 011 20N} oo icosvssnmsiasasicsmorssvompsssossnsnts (2p)

eZ=n+2/2019=



2017m+2018 _ 7o 2 +1/2017m +2018 =
2m+1

s 2+ 1/4034m + 4036 = 2m +1/2017(2m +1) + 2019 =
=2m+1/2019=2m+1e {-_2019;—673;—3;—1; I; 3; 673; 2019} =

= B={-1010;-337;-2;-1; 0; 1; 336 1009) . vveveeeuecumeineene e (1p)
a)

ALJB={—202l;—lOl0;—675;—337;—5;—3;—2;~1; 0: 1; 336; 671; 1009; 2017}. (1p)
1) BB T woommnamrmnenamnnssssnthnfitsssssssaiossnsumn Sonrasdhss S TaAES A1 3 1001 (1p)
¢) B\ A={-1010;-337;-2; 0 336; 1009). euicosivummessituonsmmmvanansmnmmessanssassss (1p)
Subiectul III

in exteriorul triunghiului ABC construim patratele ABMN, ACOP si paralelogramul APTN.
Notim {D}= AT N BC.

a) Aritati ¢ AT L BCsi BP LNC.

b) Daca triunghiul ABC este isoscel cu (48 )= (AC), demonstrati c triunghiul DMQ este

isoscel.

T

AB)=(PT
a) (4B)=(PT) (l'g:;l) nABCEaPTA:>m(‘:cTAP)=m(4:ACB)~|.

AC)=(4P g

( ) ( ) Darm({TAP)+m(ﬂ)Ac):90-: J (1p)
m(‘(BAC)=m(q:APT)

—s m(*ACB) +m(<DAC) =90" §i m(«ADC) =90, de unde AT L BC. ..covvevervs Fih

m(<«NAC) =90 +m({BAC);m({PAB)=90‘+m(<::BAC).
Deci m(<NAC)=m(%XPAB).
Cum (NA) =(4B):(A4C) =(AP) =>aNAC =sBAP = ZAPB=<ACN. ..coviinininin (1p)



Fie ACNBP={8} si BPANC={I}.
Cum m(<ASP)=m(<USC)si <APB=<ACN = m(<SIC)=m(<PAS)=90",de unde

BE L D o 00050 00500555 o nmn aoeom ooy it s s A A N S S (1p)
b) Fie ME L BC; QF 1. BC cu E,F € BC.

aABD =aBME (i.u) si aADC =aCFQ (i) = (ME) = (BD);(QF) =(CD);
(BE)=(AD)si (AD)=(CF)=5(BE)=(CF). weeeooeeoomeooeeoeeoooeeoe (1p)
Dar (BD)=(DC), deci (ME) =(QF)si MQ || BC.

aMED =2QFD (e.c.) = (MD)=(DC), deci aDMQ este isoscel. ........ovvvvvvvennn., (1p)



p - Clasa a VIII-a
Subiectul I —

a) Rezolvati in mulf{imea numerelor intregi ecuatia:
x-(x+1)-(x+2)-(x+3)-23= ™",

) . . s ; o A
b) Daca x si y sunt numere rationale pozitive, subunitare si diferite de 3 sd se

" ’ - o 1
demonstreze ¢a numdrul z = x+ y—2xy este pozitiv, subunitar si diferit de 3

Barem de corecturai si evaluare

DT 1 o7 1 (1p)
a) x-(x+l)-(x+2)-{x+3)_23=y1ms -

& (.ac2 -I-l’a.lc)(.r2 +2x+x+2)—23= Py o (.:r2 -1-3.);)():2 +3x+2)-23=y" &

2018

©a(a+2)+1=y"" +24 (amnotatx’ +3x=4a) &

iU o (atl) =y 4o

& (a# )= p™ [ (a+ 1)+ 3™ |22 siccvisnsiioinmmminimmmsmssninmnossssnspmasain (1p)

1009

oa’+2a+l=y

Dacia+1-y™ =m si a+1+y" =m,atunci 2-(a+1)=m+n, de unde rezulta ci m
§$i n au aceasi paritate.
Deci (a+1-y")(a+1+y'") =24 = (-12)(-2) =(-2)(-12) =(~6)(—4) = (—4)(-6) =
S 1202220012264 =461 oo (1p)
Din a+1-y"" =-125i a+1+y" =2=a+1=-T=a=-8
X +3x=-84x" +12x+32=0 & (2x+3)" +23=0, nu convine.
a+1-yp'” ==2si a+1+y"™ =-12=> a+1=-7. nu convine.
a+1-y" " =-4dsia+1+y" ™ =-6=>a+1=-5>a=-6.
xz+3x:—6::>4x2+12x+24=0::>(2x+3)2+15=0,nu convine.
a+l-y' P =25 a+1+y'"™ =12=20=65i ¥’ +3x-6=04x"+12x-24=0&
& (2x+ 3)'2 =33, nu convine
a+1-y"" =4si a+1+y" P =6=a=4si ¥’ +x-4=0x'-x+dx-4=0
S(x=1){x+A) =0 € {4} 1], cciciiviviisrmsissirmssinnmesseosmssnsmpenssssssssssesansnasss (1p)
Din ecuatia dati: x=-4= ye{-1; 1}
x=1=ye{-1;1j
Desci (%,0)e {11000 %=1 D). covwaismicmsssmsmmmaiommiisssmmonsass (1p)
b) z=1=(x=1)(y=1)=2P <O 2<Leceriiiiiiiee e e e (1p)
Din x-l¢0 si y—lio:(x—lJ[y—l]¢0::>2.ry~x—y+—l~#:0:>z;&l.
2 2 2 2 2 2

x4 y=2xp=(x=ay)#(y=)=x(l=p)+ pl=2) 30 ..ccnvmimanmsirmi (1p)



R, A

Subiectul IT
Fie numerele naturale nenule x, y, z, £, m cu proprietatea m/xy" +zn+1 , oricare ar fin € N°.

a) Si se arate cd m/z".
b) Se poate afirma ca m/z? Justificati raspunsul!

Barem de corectura si evaluare
BB OBIOTER s i e R A VPR T BT A o A A St S 2R (1p)
ayn=1=m/xy+z+t,(1)

n=2=>m/xy’+2z+t,(2)

AR SR B3R, (B) wivissiaiitasusseesains css nipse AT AT Sp e AT (1p)
Din (1) §i 2) = m/xy(y—1)+2,(4)

Din (2) si 3) =>m/xy’ (y=1)+2,(5)

Din (4) si (5) = m/xy-(y—1)" > m/x’y* (y-1 I B oo s isssppio s sasnsmmern (1p)
Din (4) :>m*[xy ——1)+z:| [xv(y—'l :]:>m oy (v—l) -2, (D
Dl (G 4L (T) =S L o comermrnransssssissishidssssmicasssnsnions somnsiossnnn nnnumanta i epasmepesssas (2p)

b) Daci x = 1;y=3;z=2sit=3, atunci 4/3" +2n+ 3. oricarear fin e N'.
intr-adevir, n =2k, ke N = 4/9" +4k+3=>4/M4+1+4k+3.
n=2k+1 ke N=>4/3" +2(2k+1)+3=>4/(3*" +1)+4=
=4/9".3+5=4/3(M4+1)+5=4/M4.
sk =4 D M/Z S0 ALZ . ccvenosremssissnsosmsuisnsuivserasssanssstusssnnusassnrnisiimassvion: (1p)
Deci m#4z, oricare ar fi numerele x, y, z, £, m. n cu proprietatea din enun. IO — 1 )

Subiectul 11T

Fie cubul ABCDA'B'C'D' si punctele £ si F mijloacele muchiilor A8 si, respectiv, BC ale

cubului.

Si se arate ca:
a) Dreptele D'B, A'F, C'E s1 OB’ sunt concurente, unde punctul O este centrul bazei ABCD

a cubului.

b) Daci 4B = 8 cm, calculati aria patrulaterului EFC'A".
Barem de corectura si evaluare
Din oficiu (lp)

A’ D’
4 ’ . ’ "
a)Din D'C’ || EBsi EB = ZB DZC DB §i EC i W,
sunt coplanare si concurente in punctul P. B 710 > 4 ’
sBPE ~aD'PC’ (tf-3) = S~V -7
C!Df n.’?:“:i‘AE“ "’-':::-::‘::-"..- "':a
PB_ 5 _1_EP R e s et D
= === 5 | ) Eoee AR & { ,-"-::‘% x _'S ' A
PD D wa 2 Pcw ( ) ( p) E',P.;E;’::- £ .‘l ' ",.’-...-.__.-
Vs v
B F g



A!CI

Din EF || AC || 4'€’si EF === =

= dreptele A'F" 1 EC' sunt coplanare §i concurente. ......... B ARttt )1 )

| ’ | ’ F EQEF :
= — F ~aQC'A 0 = = =—
Fie {Q}=AFnCE. Avem. aQE. QCA = of oC AC 2’ 2)

BD _BD

Din OB || B'D'si OB = =¥ = OB’ si BD' sunt concurente si coplanare. .........(1p)

Daci {S} = OB’ N BD' =sSOB ~aSB'D' (t-f-a) = f D % .(3)

Din (1), (2) si (3) = P = Q = §, adica dreptele D'B, A'F, C'E i OB' sunt concurente. ..(1p)
2 2
b) EC” =CC*?+ EC* =CC"” + BC? +[£§-] :2:_ = A'F?, deci EC'=A'F.

Diti EP* + PF* = EF?> =5 A'F L BC . covovcivissvencrsssnvssososunnsmennsanusasnarasspnssmessss (1p)
Deci patrulaterul EFC’'A’ este trapez isoscel ortodiagonal iar
AF-EC 9a° 1 _9a° 9.8 2
Appou= =——= = SFD B st s s MR SR 1
EF'C'A 5 4 2 g ] cm (1p)
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" BAREM CLASA a IX-a

Problema 1.
In triunghiul ascutitunghic 4BC, inscris in cercul de centru O, se noteazi cu E si F picioarele

inaltimilor din B si respectiv C. S se aratecd BF +CE =04 daci §i numaidacd m(«BAC)=45".

Solutie: Vom nota cu / ortocentrul tiunghiului 4BC si cu M mijlocul laturii (AC). Faptul & AABC
este ascutitunghic ne asigurd cd punctele H si O sunt situate in interiorul triungiului ABC.

Sa presupunem cd BF +CE =04 . Din relatia
lui Sylvester OA+OB+0C =OH ., rezulta ca
BF +CE+0B+0C =0H si OF +OE =OH,
deci patrulaterul OEHF este paralelogram.

Avem OF ||HE si HE | AC ,deci OF 1 AC.

Deoarece diametrul perpendicular pe o coardi B
trece prin mijlocul acesteia, deducem ca dreapta

A

OF intersecteazi latura (AC) in mijlocul sdu M.
in triunghiul dreptunghic ~AFC, (FM) este
mediand si indltime, prin urmare AAFC este
isoscel, deci m(«BAC)=45". (3 puncte)

Reciproc, daci m(<BAC)=45", atunci in triunghiul AFC avem m(<«FCA)=90"—45" =45",
adicd «FAC = <FCA, deci (FA)=(FC). Avem FA=FC, O4=0C si MA=MC prin urmare
punctele F, Osi M se gisesc pe mediatoarea laturii (AC).

Din FM 1| AC si BE L AC rezultd OF || HE . in mod similar se arati ca OE || HF , deci
patrulaterul OEHF este paralelogram. Avem OF +OE = OH = OB+ BF +OC +CE =OH , iar din
relatia lui Sylvester OA+OB+0C =OH deducem ci BF +CE=0A. (3 puncte )
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Problema 2.

4 y ¥
pentru orice x € Z. ( Prin [a] am notat partea intreagd a numdrului real a.)

" x . . X 4x B
Sa se determine numerele reale nenule y care verifica egalitatea | = |= —1¥l=b

Soluie: Folosind inegalititile a>[a]>a~1 obtinem:

izl:£}=[4—‘:jf+l:§?:|>4—f—l+b—f—l =5 x(i-il——i—):»-—Z (1 punct)
y ¥ ¥ y Y y Yy y ¥
Notim M, =l~——4—2—-% $i atunci avem x- M, > -2 pentru orice x € Z.

¥y ¥y ¥

. -2 .
Daca M, >0 avem x> R pentru orice x € Z, fals!
¥

Daca M, <0 avem x<—;% pentru orice x € Z, fals! ( Multimea Z nu este marginita! )

Ramane ca M, =0 adicid y* -4y —-5=0, deci ye{5,—1}. (3 puncte )
¥

y =1 verifica cerinele problemei deoarece [—x|=[4x]+[-5x] este adevirat pentru orice x e Z.

¥ =35 nu convine deoarece [?J = [-3%]+ []—5255—] este fals pentru x=5. (2 puncte)

Problema 3.
Fie a,,a,, ... ,ay,, € {1,~1} 5i suma S= Z a,-a, . S& se determine cea mai mica valoare

i
1<i< /<2019

pozitivéd care o poate lua S.

. 2019
Solufie: Avem (a,+a,+ ... +ay,,) =D a,’ +2- Y. a-a,. Cuma e{l,~1} = g7=1, iar din
k=i 1€i< <2019

relatia precedentd obtinem 25 =77 -2019, unde 7 =a, +a, + ... +a,,,. (2 puncte)
Deoarece a,,a,, ... ,ay,, € {1,~1} deducem ci suma T estc cuprinsd intre =2019 si 2019 si ci este

intotdeauna un numar impar. Cel mai mic numir impar pentru care T° >2019 este 7 =45, deci
25 =45*-2019=6 , adici S =3. ( 3 puncte)
Aceasti valoare minima pozitiva se obfine pentru g, =@, = ... = a,s =1, apoi alternativ -1 si |

(a5 ==L ay =1 ay=-1,a,=1,.. Yygs =1, @y =1). (1 punct)
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P BN CABDATIEN W s

BAREM CLASA a X-a

Problema 1.
Fie neN, n23. Numerele complexe nenule z,z,, ...,z, au module egale. Sa se arate ca exista

2, —Z
n

k.je{l,2,..,n}, k= j astfel incat
Z, +z,

-
4

z,
2, +z,

Solufie: Daci existd k,j€{1,2,....n}, k# j astfelincit z, = z,, atunci

~0<tgZ.
n

Daci z,,z,, ... ,z, sunt distincte doua céte doud, notam cu 4, punctulde afix z,, i=1n.

!

Deoarece 121] =z, | =...=|z,|=r >0 rezultd ci punctele 4,,4,,...,4, se gasesc pe cercul C(0O,r) si impart
acest cerc in n arce cu interioarele disjuncte: 4,4, , A;A_‘ goon Myl 8 A, ( 2 puncte )

Notam cu ,u[AnBJ mésura in radiani a arcului 4B . Cum ,u(A:t!, )+,u[A;43J + ot y[A:A, ) =27 , rezulta ca

exista un arc A,;I”, cu ,u[A,;I,H) < L (convenimcea 4, =4, ). (2 puncte)
n

M (zi + 2z01)

L
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Daca M este punctul de afix z, +z,, , atunci patrulaterul OA M4, este paralelogram cu 04, =04, =
deci OA,J\/!A,+I este romb. Fie {P}=0M N 4A,,. In triunghiul dreptunghic OPA, avem

_2P4 A4, _|z-z.| |a-z| . ——r :
te (< PO. H Zin 4 ; diagonalele rombului sunt si bisectoare, deci
8(«P04)= PO 2P0 OM 5,42, |z,+2,| "% e

Zy—Z.
p(q:POA,.)=lp({A,OA,+I)S£,prin urmare |——- =tg(<rP0.4,)stg—’3. (2 puncte )
2 n 2z +z; n

Problema 2.
Fie a §i b doua numere reale astfel incat 1<a<b. Demonstrati ca:

a) log,, (b+1)<log, b
b) (1+3") <(143)".

Solutie: a) Schimbind baza, incgalitatea dc demonstrat devine :

lg(b+1) 1gb 1 1 1
< lga-|lgh+lg I+ <lgb-|lga+lg/1+— || & lga-lg|1+=|<lgb-lg|1+—

Ig(a+ 1) lga a b a

Ultima inegalitate se obtine prin i‘nmulurea urmitoarelor doua inegalitéti ( intre numere pozitive! ):

O<lga<igh $10<lg[1+b)<]g£l+]] ( 3 puncte)
a

b) Logaritmand in baza [+3“"" avem:
(1+3") < (143) & log, . (143")<

o |o
—
*
S

Folosind punctul a) obtinem:

b+1
b+l b+l
(1) 10g, a (1+3°") <l0g,.. 3 *_m
Mai raméne de aritat inegalitatea:
|
(2) é:—l < 2 <> ab+a<ab+b, evident adevirata.
a a

Din (1) si (2) rezulta ca inegalitatea (*) este adevirata. ( 3 puncte)
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Problema 3.
Sa se determine numerele reale ¢ pentru care exista functii f:R — R cu proprictatile:

(1) F(f(x))+f(x)=x, VxeR si
(2) F(f(x)+x)=2F(x)+ax, VxeR.

Solutie: Vom arita cé existd doud valori pentru a: a, =2+ 5 s a,=2- J5.
Din relatia (1) obtinem:

(3) F(f(f @)+ (x))=7(x). VxeR.
Din relatia (2). punind x — f(x) obtinem:
F(F(F(x)+f(x))=21(f(x))+a-f(x), Vxek.

Folosind relatia (1) in membrul drept rezultd

(4) F(F(F(x)+f(x))=2(x-f(x))+a-f(x)=(a-2) f(x)+2x, VxeR.
Din (3) si (4) rezultd (a-2) f (x)+2x=f(x), ¥x <R, iar de aici obfinem
(5) (3-a)f(x)=2x, VxeR .
Din relatia (5) rezultd a#3 siapoi f(x)= 2 x, VxeR. ( 3 puncte )

3-a

Fie az;—z— si atunci f(x)=ax, YxeR . Din relatia (1} rezulti a’x+ax=x, VxeR , deci
— A,

—1++/5 —l—\@}

2 2
ae{2+J§,2—JS_}. ( 2 puncte )

Se verifica prin calcul ca ambele valori satisfac cerintele problemei. (1 punct )

—— 2 o
. Cum a 13 implicd a=3-— , rezultd imediat c
a

a’ra=1 o ae{
3-a
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CLASA a XI-a
SOLUTIL

Problema 1.
Fie A€M, (RR) cu valorile proprii 4 #0,i=13.

k|
a) Aritafi cA 4 este o matrice inversabila si det (A + A") = I'_II[/‘!, +%J .

b) Demonstrafi c, dach tr(4)=ir(4*)=0, atunci det(4+4")=det(4)+det(4").

Solutie.

a) det(d4)=A4 -4, -4 #0=> 4 este inversabila §i 4™ are valorile proprii . —-;;- % ........ 1p
Avem A+ A" = A7 (A4 + L) =>det(A+ A7) =det(4™ )det(4* +1,), iar valorile proprii ale
el A& Bt T Ll e L sumnosrinnpsniieanesssismsrimmir P

-1 1
Asadar det(4+4")= Mgﬁg ——(A+1) (4 +1)(2 +1) =1 [,1,, +ZJ .............................. 1p

b) Polinomul caracteristic al matricei 4 este :

P, (X)=det(XI,— d)= X ~(trA) X* + (A" ) X = det () ..coovcvrrerrcrerrirne 1P
Din rd=0= A + A4, +4, =0, iar din #r4* =0=> A’ + A7 + A7 =0, de unde obtinem
A2y A Ayl + gy =0 §i P(X) = XP = Ay ovrressssseenssssssseeeesssmssssesssosssssssamesssessssnnnc 1P
Din 4] = 444 = A7 =,4, §1a08l0AEIE..........ccoorereecreereeieaecs s casssesssssse s sssessssanssaeens 1p

|
Conform punctului a), deducem ci det (A +A7)= I_II(A, + %J =..=detA+det4d"........1p

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problemd se noteazd cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de la ... “Mos Criciun”|

Succes!!!



Problema 2.

Se considerX sirul de nuinere reale pozitive (a, )" .o» definit prin :

a,=a=1si (n+1)!-(am,ﬁx:__,—an\/a_")=n- a, -a, ,Vnzl.

a) Studiati monotonia §i mérginirea sirului (a,) _ .
b) Calculati !ifla” , dac# exista.

Solutie.

a) Relatia de recurenti este echivalenta cu

QN _an‘J‘Z __ n anl 6)) 1p
'Jan-lan (n+l)' ‘J_ ‘N‘ n-1 (n-].l}l
Notim x, =% si (1) devine : x, —x,_, =m,w¢zl, jar x,=1 (2)
Prelucrdnd (2) obtinem : x, =2~ ;,Vn 20 Blussessivassismissssnsiseis i
(n+1)!

Cu @) in x, ==L obtinem: a,, = [ (n+l) ] Ja,,vn20 @ .. 1

i

Avem: g ,=a =1<a =-3~< s I si inductiv rezultd ci (a este crescétor (5)..1p
Rt} e

Pe de altd parte a,, <x J" 2 x.Jo., =a,, <x,,\/a: , de unde a, [1,4), adica sirul

(a,),., este marginit (6).... R R AT TR AT o V'
b) Din (5) §i (6) rezulti cé sirul este convergent : 3lima, =/ Ie[] 4] ................................... 1p

Trecéind la limith In (4) obfinem I =12..........cccoreeensssarecnssnseesesnsssssssarsssssronssssssssssssssasssssassss L P

Timp de lucru: 2:30 ore
Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de la ... “Mos Craciun”!
Succes!!



Problema 3.

Considersim (a,) , un sir de numere reale definit prin :

Calculati ligl a,.

Solutie.

n =N

n-e

Ridicim la puterea a n-a si obtinem : 1+a, = -
ni

Notim b, =1+a, sicalculam ﬁm%:lim(H-l—)-e'l ) [ ————

n-$0 n

Prin urmare nu putem aplica criteriul raportului cu limitd ...........

!
Folosim limita lui Stirling : lim =

Ao Himd, = fim P02 1
n-—ban n—sm n! sz

Asadar obfinem WM, ==L e
sa t lima, o,

Timp de lucru: 2:30 ore

Fiecare problema se noteazd cu puncte de la 1 la 7. Un punct este de la ... “Mos Craciun”|

Succes!!!

n

1

e

o p".e™ . 2nx

=—VneN",

-------



Memorialul , Stefan Dérfu” - Xx ﬂ ‘:\i_:’
Vatra Dornei — 08.12.2018 ‘32‘24.-5_'.‘.!&

BAREM CLASA a XII-a

Problema 1.
Sa se determine functia f:(0,20) >R cu f(1)=0 si care admite o primitivi F:(0,0) - R

cu proprietatea ci F(xy)+xy =xp(f(x) +f(y)) oricare ar fi x,y e (0,).

Solufie: Pentru y =1 relatia din enunf devine F(x)+x=x(f(x)+ (1)), vxe(0,00) sau,

xf(x)-;F(x) _1

echivalent, xf (x)-F(x)=x, Vxe(0,0). Impirfind prin x* obtinem —, Vxe(0,)
x

F‘ ’
de unde rezulta (ﬂ] s . Vxe(0,o). (2 puncte)
X X

| . o
Deoarece _[-—dx =In |x‘ +C, deducem ci existd o constanti reald k astfe] incat
X

F
ﬂ=lnx+k, Vx €(0,%), adicd F(x)=xInx+kx, Vx €(0,). Prin derivare obtinem
X

f(x)=F'(x)=Inx+1+k, Vx €(0,) , iar din F(1)=0 rezulta k=-1.

Prin urmare am obtinut cd f(x)=Inx, Vxe&(0,0). (2 puncte )
Ramane de verificat ci aceasta functie satisface conditiile problemei. Intr-adevir, functia

f:(0,0) >R, f(x)=Inx verifici conditia f(1)=0 si admite primitiva F:(0,20) >R,

F(x)=xInx—x cu proprietatea ca oricare ar fi x, y e (0,50} are loc egalitatea

Fxp)+xy=xyinxy—xy+xy=xp(Inx+Iny)=xp(f(x)+ 7 () (2 puncte )

Problema 2.

a) Dati exemplu de o functie f': R — R cu proprietatea lui Darboux si care nu are primitive.

b) Fie f/:E — R o functie cu proprietatea lui Darboux. Daca functia £*""* are limitd in orice
punct din R, demonstrati cd / admite primitive.

Puteti folosi in rezolvarea problemei urmdtorul rezultat:

. g ; in—, 0
Lema. Fie g:R - R o functie definita astfel g(x) ™ x e ,unde AR, A fixat.

A, x=0
Atunci: ' A=0 = g admite primitive;

2" g are proprietatea lui Darboux < |4|<1.
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sin—, »#0
Solutie: a) Consideram functia /1R >R, f(x)= : %
—. e U
2
Conform lemei ('2 ) functia f are proprietatea lui Darboux. ( 1 punct)
sinl x#0 I{U' s
Avem f(x)=g(x)+h(x).unde g(x)= x si h(x)Z\I i o
0, x=0 bk A

Punctul I din lemd ne asigurd ¢ functio g admite primitive. Daci si funcjia / are primitive. cum

f{x)=f(x}-g(x). deducem ci functia A are primitive (diferentd de functii ce admit primitive);
atunci h are proprietatea lui Darboux, deci transforma intervale in intervale. Dar h(R)= {O%L nu
J

este interval, contradictie! Rezultd ¢z / nu admite primitive. ( 1 punct)
b) Fie ae & . Deoarece funclia f are proprietatea lui Darboux, rezulta ca existd un sir strict

crescator (a,)  astfel incat a, " a si !,i_'.]:f(a"): f(a). Atunci lim £ (a,)= f*"(a) si cum
£ are limia in a. deducern c& lim /" (x) = /"% (a) . adica functia £**"* este continud in a.
=y

Cum a afostales arbitrar in R , rezulta ci functia £°*'* este continui pe X . ( 2 puncte )
Fie x, € K. Vom demonstra ¢a functia f este continu3 in x, . Distingem doua cazuri:

i) Dacd f(x,)#0.atunci f*"(x,)>0; deoarece funciia f*** este continui, rezultd ci existd un
interval / =(x, —&.x, +£) asaincat /™" (x)>0, Vx e/, iar de aici deducemcid f(x)#0, Vxel.
Cum functia f are proprietatea lui Darboux, rezultd ca f* pastreaza semn consiant pe I ( si anume
semnul lui f(x,) ). Dacd f(x,)>0 avem f(x)= “Qf?'”_(:} .Yxe/, iar dacd f(x,)<0 avem
f(x)=- (zm\ﬁ#'_f:”:" (.r)), vxe /. in ambele situatii functia / este compusa unor functii continue pe /.
prin urmare [ este continua pe /. Evident x, & I, deci f este continua in punctul x,.

i) Daca f{(x,)=0.atunci pentru orice sir (x,)  cu x, — x, avem lim f™*(x j= /™ (x,)=0.

nzl }

Dar "% (x,) >0 implica ({x,)—>0= f(x,), adica functia f este continua in punctul X+
Cum x, a fostales arbitrar in R, rezultd ca funciia / este continua pe % , prin urmare functia

J admite primitive. ( 2 puncte )
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Problema 3.

a) Aratati ca ecuatia x* =1 are cel putin doua solutii in monoidul (Z“ ]

b) Determinati numerele naturale n, 2 < » <40, cu proprietatea ca ecuatia x° =1 are cel putin
doua solutii in monoidul (Z,,.-).
Solutie: a) Vom arata ca I si 4 sunt solutii ale ecuatiei x° =1 in monoidul (Z41.7).

B s 5

Evident 1" =1. Cum 2'" =1024 =11.93+1 rezulta ca 2'" =1(mod11) siatunci 4’ =1. (1 punct)

b) Evident 1este solutie a ecuatiei x° =1 in monoidul (z,,").

~ 5 - - . i .

Daci b~ =1 rezultd ca b este element inversabil in monoidul (Z,, ,-). (1 punct)

Fie U(Z,, ) grupul elementelor inversabile din Z,,. Se stie ca U(Z,,.-) are ¢(n) elemente,

unde ¢(n) este functia indicatoare a lui Euler. Daca descompunerea in factori primi a lui » este

n=p 'Pzi2 -...-m’.*..atunci (f’(".)ﬁ{l_L](]_L]‘.'[]_L) =
() o)™ ps ™ (=) 1) e e 1),

Ecuatia x° =1 are cel putin doua solutii in monoidul (Z, ,-) daca si numai daca exista
- - -5 ~ ) _— . . .
beZ, \{l} astfel incat b =1, adica exista macar un element de ordin 5 in grupul U(Z,,.-), ceea ce

este echivalent cu 5/ ¢(n) (am tinut cont de teorema lui Cauchy si de faptul ca ordinul unui element
divide ordinul grupului ). ( 2 puncte)
Analizam doui cazuri: 25 divide # si 25 nu divide n.
i) Daca 25 divide n atunci din relatia (1) rezultd cd 5/¢(n). Cum 2<n <40 obtinem ca doar

n =25 convine problemei.
ii) Daca 25 nu divide n, pentru ca 5/¢(n) este necesr si suficient ca » s contina in

descompunerea sa un factor prim p cu proprietatea 10/ (p-1). deci pe{ll,31}.
Pentru p=11 se obtin numerele ne {11, 22, 33}, iar pentru p =31 se obtine n=31.

in concluzie. numerele cautate sunt » e {11,22,25,31,33}. ( 2 puncte )




