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Proba scrisi la MATEMATICA

NOTA IMPORTANTA:

1) Problemele tip grila (Partea A) pot avea unul sau mai multe raspunsuri corecte.
Acestea trebuie indicate de candidat pe foaia de concurs. Obtinerea punctajului aferent
problemei este conditionata de identificarea tuturor variantelor de raspuns corecte si
numai a acelora.

2) Pentru problemele din Partea B se cer rezolvari complete pe foaia de concurs.
Acestea sunt evaluate in detaliu conform baremului.

PARTEA A
1. (5 puncte) Fie a = (1 ++/2)7 + (1 — +/2)7. Stabiliti care dintre urméatoarele afirmatii sunt
adevarate:

a¢R;a6R\Q;aEQ\Z;@aEZ\N;aGN

2. (5 puncte) Fie A o multime cu 4 elemente gi B o multime cu 5 elemente. Numaérul functiilor
definite pe A cu valori in B este:

[A] 0; [B] 4% [C] 5; [D] A; [E] 2.

3. (5 puncte) Fie m un parametru real. Numéirul radécinilor reale ale ecuatiei 3 — 122 = m
este:

0; 1 pentru m < —16; 1 pentru m > 16; @ 3 pentru —16 < m < 16; [E 3 pentru orice
m € R.

4. (5 puncte) Aria unui triunghi ABC este egala cu 5 unitati. Varfurile A si B au coordonatele

(2,1), respectiv (3, —2), in timp ce varful C se afla pe dreapta y = + 3. Atunci coordonatele varfului
C pot fi:

(—3/2,3/2); Bl (3/4,-3/2): [0 (7/2,13/2);
D] (11/2,-1/2); [ (2,5).

5. (5 puncte) Care dintre urmatoarele multimi poate fi o submultime a solutiei generale a ecuatiei
14 cos3x =2cos2x ?

{nw—k%‘nEZ}; {mr—k%‘nEZ}; {mr— %‘nGZ};@{ZnﬂnEZ};

{nﬂ—g’nEZ}.

: y . e T O B
6. (5 puncte) Fie a un numar real strict pozitiv diferit de 1. Valoarea limitei hn% BT
T— g
este
1
0; Bl 1; %; @ Ina; E| 2Ina.
na
PARTEA B

1. Consideram inelul (R[X],+,-) definit pe multimea R[X] a polinoamelor cu coeficienti reali de
operatiile uzuale de adunare si inmultire a polinoamelor si

A={f e R[X]|grad f < 3]}.

a) (8 puncte) Sa se arate ca A este un subgrup al grupului (R[X], +).



b) (5 puncte) Sa se arate ca A nu este parte stabila a lui R[X] in raport cu inmultirea
polinoamelor.
c) (7 puncte) Cate polinoame divizibile cu X? — 4 din multimea A dau prin impartire la
X2 —4X + 3 restul X + 1?7 Justificati raspunsul.
2. a) (7 puncte) Fie a si b doua numere reale strict pozitive. Punctele B(a,0) si D(0,b) sunt
doua varfuri (opuse) ale unui patrat ABCD. Determinati coordonatele celorlalte doua varfuri.
b) (8 puncte) Demonstrati ca daca o + 8 — v = 7, atunci

sin? & + sin? § — sin? y = 2sin asin 5 cos .
3. Fie a > 0. Consideram functia f : R — R definita prin
! <
—, z<a
fle)=9q 207 7~
Ve, T>a

a) (10 puncte) Determinati numarul a pentru care f este continua pe R.
b) (8 puncte) Determinati primitivele functiei f in cazul valorilor a pentru care acestea exista.

1
c¢) (7 puncte) Calculati integrala [ f(z)dz in functie de a.
0
NOTA:

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.



Raspunsuri si solutii
PARTEA A

1. [€; 2. |d; 3. B, [, [D}; 4. Al [c]; 58], [], [D}; 6. D]

PARTEA B

1. a) Precizam ci putem rescrie A astfel A = {f = ag + a1 X + a2 X? + a3X3 | ag,a1,a2,a3 € R}.
Polinomul nul 0 are gradul —oo, prin urmare 0 € A si astfel A # 0 Vf,g € A, f+ g € A deoarece
Vf,g €A, Jaj,bi €R (i =0,1,2,3): f = a0+ a1 X +asX? +a3X3, g=bg+ b X + b X%+ b3 X3
prin urmare f + g = (ap + bo) + (a1 + b1)X + (az + bo) X2 + (a3 + b3) X3 € A (Altfel: Stiind ca
grad(f 4+ ¢g) < max{grad f,grad g}, din grad f < 3 gi gradg < 3 rezulta grad(f + g) < 3 si astfel
f+geA)Vfec A —fc Adeoarece Vf € A, Ja; €R (i =0,1,2,3): f=ap+ a1 X +axX?+a3X?
si—f=(—ao)+ (—a1)X + (—a2) X? + (—az) X3 € A

1. b) Luand f = X3 € Aavem f- f = X5 ¢ A deoarece f - f are gradul 6 (sau: dacd f,g € A au
ambele gradul egal cu 3, cum grad(f - g) =grad f +gradg =6, f-g ¢ A).

Observatie: Simpla scriere a faptului ca produsul a doua polinoame de grad cel mult 3 poate avea
grad mai mare decat 3 se noteaza doar cu 0,5 puncte daca nu este insotita de un exemplu sau de
enuntarea corecta a proprietatii ce leaga gradul produsului a 2 polinoame de gradele celor 2 polinoame.

1. c) Solutia 1: Fie a,b,c,d € Rsi f = a+ bX + cX? + dX3.
Conform teoremei impartirii cu rest pentru polinoamele din R[X], exista ¢q; € R[X] astfel incat

f=X?—4X+3)a+ (X +1) = (X - )X -3)a + (X +1) (1)
De asemenea, din (X2 —4) | f rezults ci existd go € R[X] astfel incat
f=(X?=4)g=(X-2)(X+2)ez (2)
Calculam f(1) si f(3) folosind (1) si obtinem:
at+b+ct+d=2 (3)

a+3b+3*c+3%d=4 (4)
Calculam f(2) si f(—2) folosind (2) si obtinem:

a+2b+2%c+23d=0 (5)

a+ (=2)b+ (=2)%c+ (=2)3d =0 (6)

Polinomul f satisface conditiile din enunt, daca gi numai daca (a, b, ¢, d) este o solutie a sistemului de
4 ecuatii cu 4 necunoscute (S) format cu ecuatiile (3), (4), (5), (6). Determinantul acestui sistem este
(determinantul de tip Vandermonde)

1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 3 33 1 3 2 -2 . .

A= 1 o 92 03 RN 120 # 0, prin urmare sistemul (S) este
1 -2 (=2)2 (-2)3 1 3% 23 (-2)3

compatibil determinat, deci exista un singur polinom f care satisface conditiile din problema.
Observatie: Calculul lui A poate fi efectuat gi fara a il recunoaste ca fiind un determinant de tip
Vandermonde, iar rezolvarea sistemului (S) nu este necesara pentru stabilirea raspunsului la intrebare.

Solutia 2: Din (X2 —4) | f rezulti ci exista q¢ € R[X] astfel incat

f=(X*-ag (1)



Gradul lui ¢ este cel mult 1, prin urmare exista a,b € R astfel incat ¢ = aX + b si atunci (1) devine
f=(X*-4)(aX +b) (2)
Conform teoremei impartirii cu rest pentru polinoamele din R[X], exista ¢; € R[X] astfel incat
F=X?—aX +3) + (X +1) =X - DX =3)n + (X +1) (3)

de unde rezula f(1) =2 si f(3) =4 Folosind (2), acum rezulta

2
2=f1)=-3(a+b) & a+b= —3 (4)
4
4=f3)=5Ba+b) & 3a+b= 5 (5)
. . . : . 11 e )
Cum sistemul format cu ecuatiile (4) si (5) are o solutie unica (a =15 b= —5>, exista un singur

polinom f care satisface conditiile din problema.

Observatie: Nici aceasta solutie nu necesita aflarea lui f, dar conduce mai usor la determinarea sa:

11 11 44 2
f=(X2-4) xo D o llys Ty My 28

157 5) 15 5 IR
(Avem astfel si forma solutiei sistemului (S) din Solutia 1.)

b
2. a) BD este una dintre diagonalele patratului. Panta dreptei BD este k = ——, iar ecuatia dreptei
a

este bx + ay — ab = 0. Lungimea laturii patratului este BD/v/2 = \}ix/m . A doua diagonala a
patratului, AC, trece prin mijlocul E al segmentului [BD] si e perpendiculara pe prima. Coordonatele
lui F sunt <;, (2)), iar panta dreptei AC este %. Ecuatia dreptei AC este y — g = % (ac — %) . Fie
C(xc,yc) unul dintre cele doud varfuri ramase ale patratului. C se afli pe dreapta A, iar CD? =
BD?/2, deci coordonatele sale verifica sistemul

_9_9( _q
Yo 2—6960 5)°

2 [zZ + (yo — b)?)] = a® + b?

1
Sistemul de mai sus ne conduce la ecuatia 422 — 4azc + a* — b* = 0, cu solutiile z¢ = 5(@ +b). Daca
b b
alegem semnul +, obtinem unul dintre varfuri, de exemplu, C' (a ;_ , a ; ), iar daca alegem semnul
—b b—
—, obtinem varful opus, A a 5 g ¢

2. b) Fie MS membrul stang al identitatii de demonstrat si MD membrul drept. Atunci avem
MS=sin? a + sin? § — sin? v = sin® a + sin(f + ) sin(3 — )
Conform conditiei din enunt, § — v = 7 — «, agadar
MS=sin® a 4 sin(3 + ) sin(m — a) = sin® @ + sin(B + ) sin @ = sin « [sin @ + sin(B + )]
Folosind din nou conditia din enunt, avem oo = 7 — (8 — ), deci
MS=sina [sin(r — (8 — 7)) +sin(8 + )] = sina [sin(B — v) + sin(B + )]

sau
MS=sin «a [2sin 3 cosy] = 2sin asin f cosy = MD.



3. a) Functia este continua in punctele x # a (fiind exponentiala sau de tip putere intr-o vecinatatea
lui z, si @ > 0 garanteaza ca /x este definit pentru > a). In punctul z = a avem

r—a
r<a

lim f(z) = Va,
Tr>a

lim f(z) = 2% si

1
deci conditia necesara si suficienta pentru continuitatea lui f este % = v/a. Membrul drept al acestei

ecuatii este o functie strict crescatoare, iar membrul stang o functie descrescatoare (ca si functie de a),
deci ecuatia poate avea cel mult o solutie. Pe de alta parte a = % este o solutie, deci f este continua
daca si numai daca a = %

3. b) Daca exista o primitiva a lui f, atunci f are proprietatea lui Darboux, deci nu are discontinuitate

de speta 1. Pentru a # %, f ar avea 1nsa o astfel de discontinuitate, deci f este primitivabila daca si

numai daca a = % Daca a = %, atunci primitivele lui f au forma
1 <1
Tor m2 TCL T3
F(z) =
2 1
gZL'Q + c2, T > bl

1
————ta = +ec
Vem2 T 3y2
Astfel primitivele au forma
1
—27'&4‘0, .fS%
F(z) =
2.3 1 1 1
§x2_ﬁ1n2_ﬁ+c’ x> 5

Acestea sunt si derivabile datorita consecintei teoremei lui Lagrange, si are loc F'(z) = f(x) pentru
orice x € R.

1 a 1 a 1 1 a
3. ¢)Daci 0 < a <1, atunci [ f(z)de = [ f(x)da+ [ f(z)de = [gde+ [Vade= ——F| +
0 0 p 0 p 27In2|,
2 5" 2 23 Lo 1
—xTr2 = - — —a2 — —_—
377,737 3" T 20m2 " 2
1 L I LS|

Dacé 1 < a, atunci do = | oz dr =~ - '
aca _a,aunm{f(x) L Osz x 22In2|, 2In2



BAREM DE CORECTARE

PARTEA A
L ] 5p
2 oo 5p
3. B IC) D] 5p
A AL O 5p
o T [ 5 p
B. D] 5p

PARTEA B

1. a) Precizam ca putem rescrie A astfel
A={f=a0+ a1 X +axX?+a3X? | ap,a1,az,a3 € R}.

a) Polinomul nul 0 are gradul —oo, prin urmare 0 € Agiastfel A= 0............................ 2p

Vg € A, G € A 3p

deoarece Vf,g € A, Ja;,b; e R (1 =0,1,2,3):

f=ao+aX +axX?+a3X3 g=by+b X +bX?+b3X3
prin urmare f + g = (ag + bo) + (a1 + b1) X + (az + bo) X% + (a3 + b3) X> € A
(Altfel: Stiind ca grad(f + ¢g) < max{grad f, grad g}, din grad f < 3 si grad g < 3 rezulta

grad(f + g) < 3 si astfel f+ g€ A)
Y € A, — f € A e 3p
deoarece Vf € A, Ja; €ER (i =0,1,2,3): f=ao+ a1 X +asX?+azX? si

—f=(—ao) + (—a1) X + (—a2) X? + (—az) X> € A
1. b) Luand f = X3 € Aavem f- f = X5 ¢ A deoarece f- faregradul 6....................... 5p
(sau: daca f,g € A au ambele gradul egal cu 3, cum grad(f - g) =grad f +gradg =6, f-g ¢ A)
Observatie: Simpla scriere a faptului ca produsul a dou& polinoame de grad cel mult 3 poate avea grad
mai mare decat 3 se noteaza doar cu 0,5 puncte daca nu este insotita de un exemplu sau de enuntarea
corecta a proprietatii ce leaga gradul produsului a 2 polinoame de gradele celor 2 polinoame.
1. c) Solutia 1: Fie a,b,c,d € Rsi f = a+ bX + cX? + dX3.
Conform teoremei impartirii cu rest pentru polinoamele din R[X], exista ¢; € R[X] astfel incat

=X —4X+3)+ (X +1) =X DX =3)g + (X +1) (1) eeeiiiiiiiiin. 1p
De asemenea, din (X2 —4) | f rezulti ci existd go € R[X] astfel incat
F=(X2=4)g2 = (X —2)(X 42)2  (2) vvrnneetee et Ip
Calculam f(1) si f(3) folosind (1) si obtinem:
AGHDF CHd =2 (3) e 0,5p
A+ 304+ 32c+33d =4 (A) oot 0,5 p
Calculam f(2) si f(—2) folosind (2) si obtinem:
A+ 2042204+ 230 = 0 (5) ottt 0,5 p
a4+ (=2)b+ (=2)2+ (=2)3d =0 (6) «eeeret e 0,5p
Polinomul f satisface conditiile din enunt, daca gi numai daca (a, b, ¢, d) este o solutie a sistemului de
4 ecuatii cu 4 necunoscute (S) format cu ecuatiile (3), (4), (5), (6). ..o 1p
Determinantul acestui sistem este (determinantul de tip Vandermonde)
1 1 1 1 1 1 1 1
2 3
T T L W E E S .
1 -2 (=22 (-2)® 1 3 28 (-2)3
prin urmare sistemul (S) este compatibil determinat, deci exista un singur polinom f care satisface
conditiile din Problema. .. ... ... e 1p

Observatie: Calculul lui A poate fi efectuat gi fara a il recunoaste ca fiind un determinant de tip
Vandermonde, iar rezolvarea sistemului (S) nu este necesara pentru stabilirea raspunsului la intrebare.
Solutia 2: Din (X2 —4) | f rezulti ci existi q € R[X] astfel incat



L= (X2 ) g (1) oot 1p
Gradul lui g este cel mult 1, prin urmare exista a,b € R astfel Incat g=aX +b.................. 1p

si atunci (1) devine
f=(X?2=4)(aX+b) (2).
Conform teoremei impartirii cu rest pentru polinoamele din R[X], exista ¢; € R[X] astfel incat

=X 4X+3)n+ (X +1) =X DX =3)@+ (X +1) (3) eeriiiiiiiiiiiinn. 1p
de unde rezuld f(1) =251 f(3) =4 . oo 1p
Folosind (2), acum rezulta
2
2=f(1)=-3(a+b) <:>a+b:—§ () e 1p
4
4= f(3) =5(3a+b) ®3a+b:5 (5 P 1p
11 7
Cum sistemul format cu ecuatiile (4) si (5) are o solutie unica (a =15 b= —5>, exista un singur
polinom f care satisface conditiile din problema. ....... ... ... . 1p
Observatie: Nici aceasta solutie nu necesita aflarea lui f, dar conduce mai usor la determinarea sa:
11 7 11 7 44 28
=(X?2 -4 =X——)="X3—-_X?2 - X+,
J=I ) <15 5 15 5 15 + 5

(Avem astfel si forma solutiei sistemului (S) din Solutia 1.)

2. a) BD este una dintre diagonalele patratului.

(i) Panta dreptei BD este k = ——, iar ecuatia dreptei este bxr +ay —ab=0................... 1p
(ii) Lungimea laturii patratului este BD/vV2 = —=vaZ+b% ... 1p
(iii) A doua diagonald a patratului, AC, trece prin mijlocul E al segmentului [BD] si e perpendiculara
b
pe prima. Coordonatele lui E sunt (;, 2), iar panta dreptei AC este % .................. 1p
. . . b a a
(iv) Ecuatia dreptei AC este y — 2% (a: — 5) ............................................... 1p

(v) Fie C(x¢,yc) unul dintre cele doua varfuri ramase ale patratului. C' se afla pe dreapta A, iar
CD? = BD?/2, deci coordonatele sale verifica sistemul

_E_2< _§>
Yo 571 xc 5)°

2 (22 + (yo — b)?)] = a® + b

........................................................................................... 1p
(vi) Sistemul de mai sus ne conduce la ecuatia 43% — dazc + a®> — v¥* = 0, cu solutiile
1
xo = §(a e ) R 1p
. y : : NP a+b a+b\ . v
(vii) Daca alegem semnul +, obtinem unul dintre varfuri, de exemplu, C 5 ' g , lar daca
b b—
alegem semnul —, obtinem varful opus, A <az’ 5 a) .................................. 1p
2. b)
Fie MS membrul stang al identitatii de demonstrat si MD membrul drept. Atunci avem
(i) MS=sin? a + sin? 8 — sin? y = sin? o +sin(B+ ) SI(B =) o vvvvriiii 2p

(ii) Conform conditiei din enunt, § — v = ™ — «, agadar
MS=sin? o 4 sin( 4 ) sin(m — ) = sin® a + sin(f + ) sina = sina [sina + sin(8 +7v)]....2 p



(iii) Folosind din nou conditia din enunt, avem oo = 7 — (5 — 7), deci
MS=sin « [sin(7m — (8 — 7)) +sin(8 + )] = sina [sin(8 — ) +sin(B +7)] sau .............. 2p

(iv) MS=sina [2sinfcosvy] = 2sinasin fcosy=MD. .. ... i 2p

3. a) Functia este continua in punctele x # a (fiind exponentiala sau de tip putere intr-o vecinatatea

lui z, si @ > 0 garanteaza ca /x este definit pentru & > a)......o.ooviiiiiiiiiiiii i 2p
In punctul z = a avem %13}1 flx) = % Y P PP 2p
r<a
Hm f(B) = /8, oo 2p
T>a 1
deci conditia necesara si suficienta pentru continuitatea lui f este - = Va. oo 1p
Membrul drept al acestei ecuatii este o functie crescatoare, iar membrul stang o functie descrescatoare
(ca i functie de a), deci ecuatia poate avea cel mult o solutie. ...l 2p
Pe de alta parte a = % este o solutie, deci f este continua daca si numai daca a = % ............ 1p

3. b) Daca exista o primitiva a lui f, atunci f are proprietatea lui Darboux, deci nu are discontinuitate
de speta 1. Pentru a # %, f ar avea insa o astfel de discontinuitate, deci f este primitivabila daca si

numai daca a = % .............................................................................. 1p
_2% ° ﬁ +017 X S %
Daca a = %, atunci primitivele lui f au forma F(x) = \ e 4p
222 + ¢, x> 3
. o . . 1 _ 1
Acestea trebuie sa fie continue, deci ~75m3 +ec1 = 3v3 GO 2p
F mz O r<3
Astfel primitivele au forma F(x) = , e 1p
2,3 1 1 1
372 T Ama T 3a O T2
1 a 1 a 1 1 a
3. ¢) Dacd 0 < a < 1, atunci [ f(z)de = [ f(z)de+ [ f(z)dr = [ de+ [orde = ——
0 0 a 0 a 2¢In2|,
2 5" _2 23 L1 A
—r2| == —-a2 — o ittt e e e e
37,73 37 20m2 " In2 P
1 L] 1| 1
Daca 1 < tunci dr= [ —dr = — = e 3
acd 1 <a, aunmoff(:z:) T 4293 T 22|, 22 )

NOTA: La toate problemele din partea B orice alta solutie corecta va fi punctata corespunzator.



