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1) a) Aflati suma si produsul cifrelor numarului a, unde a = (12+12:12):13+(13+14:14):14+2018
b) Se considera numarul: 4x97 — 96:4. Puneti paranteze rotunde pentru a obtine patru
rezultate distincte.

2) Andrei a vrut sa cumpere doua carti. Pretul unei carti este cu 25 lei mai putin 1ar cealalta cu
30 lei mai putin decat banii pe care 1i are la el. Dacd cumpara cele doua carti, nu-i ajung 45 lei.
Gasiti preturile pentru fiecare carte.

3) Fie numarul N=201720182019.

Numim numar special un numar format doar din cifre de 0 si 1(exemplu 110; 10001)
a) Sa se scrie numarul N ca o suma de numere speciale .
b) Care este cel mai mic numar de numere speciale care adunate sa dea numarul N.

4) Marian scrie pe tabla numerele 2; 0; 1; 8. La fiecare minut, mareste cu 2 cel mai mic dintre
numerele aflate pe tabla — daca pe tabld sunt mai multe numere la fel de mici, se mareste unul
dintre ele cu 2.

Dupa cate minute apare scris, prima data, pe tabla, numarul 100?

Timp de lucru : 2 ore. Fiecare problema se puncteaza corespunzator de la 0 la 7 puncte.
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1) Se dau numerele: 1, 2, 3, ......, 40, 41. Dupa ce se elimina un numar x dintre ele se
constata ca media aritmetica a numerelor ramase este de forma ab,75.
Aflati numerele naturale x si ab care au aceasta proprietate.

n+1 n

2) a) Aratati ca pentru orice numar natural nenul n, fractia jrn—gil este reductibila.
+

n+1 n

.4 - . e s U o
b) Fractia 1 se transforma in fractie zecimald . Sa se arate ca daca n > 2 atunci cifra

9n+1

zecimilor acestei fractii este 1 .

3) Un numadr natural se numeste superdivizibil daca are cel putin trei divizori proprii si daca este
egal cu suma celor mai mari trei divizori proprii ai sai.

a) Demonstrati ca un numar superdivizibil este numar par.
b) Demonstrati ca un numar superdivizibil este divizibil cu trei.

c) Aflati cate numere mai mici decat 2018 sunt superdivizibile.

4) Pe o tabla 9x9 sunt colorate 40 din cele 81 de patratele. Despre o linie orizontald sau verticala
se spune ca este buna daca ea contine mai multe patratele colorate decat necolorate.
Care este cel mai mare numar de linii bune (orizontale si verticale) pe care il poate avea tabla?

Timp de lucru : 3 ore. Fiecare problema se puncteaza corespunzator de la 0 la 7 puncte.
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1) Se considera multimea M={1, 2, 3,......2017, 2018}. Aratati ca:

a) orice submultime cu 1010 elemente a multimii M contine 3 numere distincte a, b, ¢
cu (a,b)|c

b) orice submultime cu 1010 elemente a multimii M contine 3 numere distincte a, b, C
CuU(ab)tc

Am notat (a , b) cel mai mare divizor comun al numerelor a si b.

2) Fie triunghiul ABC dreptunghic in A . Pe dreapta BC se considera punctele D si E astfel incat
Be(DC), Ce(BE), [AB] =[BD] si [AC] =[CE] . Se construiesc triunghiurile echilaterale ADM
si AEN astfel Tncat atat M cat si N nu sunt in acelasi semiplan cu A fata de dreapta BC.

a) Determinati masura unghiului MAN.

b) Demonstrati ca triunghiul DTE este dreptunghic isoscel, unde BM n CN ={T}.

3) Se considera triunghiul ABC Tn care m(~B)=20° si m(~C)=30° . Fie D un punct pe latura BC
astfel incat [AD] = [BD] . Demonstrati ca [AB] = [CD] .

4) Sa se arate ca oricare numar natural mai mare decat 10 si ale carui cifre apartin multimii
{1,3,7,9} are un divizor prim mai mare sau egal cu 11.

Timp de lucru : 3 ore. Fiecare problema se puncteaza corespunzator de la 0 la 7 puncte.
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1) Aflati numerele prime distincte p, q, r stiindca: 7(p+q+r) >2pgr .

2) Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incat a+b+c = 2019.
Demonstrati ci: +/2a+23+~/2b+23++/2c+23 <111.

3) Fiind date doua culori si un dreptunghi mxn Tmpartit in patrate unitate, dorim sa coloram
fiecare segment care constituie o laturd a unui patrat unitate cu una din cele doua culori astfel
incat fiecare patrat unitate sa aiba trei laturi de o culoare si o latura colorata cu cealalta culoare.
Cate astfel de colorari exista?

4) Se considera triunghiul ascutitunghic ABC in care AB # AC. Fie M mijlocul laturii BC si
punctele De(AB , E €(AC astfel incat Be(AD), Ce (AE) si (AM) = (DM) = (EM).
Perpendicularele in D si E pe MD respectiv ME se intersecteaza in punctul T. Notdm cu O
mijlocul segmentului AT. Demonstrati ca triunghiul OBC este isoscel.

Timp de lucru : 3 ore. Fiecare problema se puncteaza corespunzator de la 0 la 7 puncte.
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1)Rezolvati in multimea numerelor reale strict pozitive ecuatia:

\/5y—y2—x+\/5x—x2—y :5_%(§+XJ'

y X

2) Se considera 2019 numere naturale nenule cu proprietatea ca oricum am alege
un numar din cele 2019 pe cele 2018 numere ramase le putem imparti in doud grupe
de cate 1009 numere avand aceeasi suma. Sa se demonstreze ca toate numerele sunt egale.

3) Fie ABCA'B'C' 0 prisma triunghiulara regulata.

a) Demonstrati ca: (ABC') L (A'BC) daca si numai daca % = @

b) Stiind ci mdsura unghiului dintre planele (ABC") si (A'BC) este de 60°
determinati raportul dintre AA' si AB.

4) O piramida se numeste ,,buna” daca putem numerota varfurile si mijloacele muchiilor sale cu
numerele consecutive 1, 2, 3, ... astfel incat fiecare numar din mijlocul unei muchii sa fie media
aritmeticd a numerelor aflate in capetele respectivei muchii.

a) Sa se arate ca o piramida patrulatera este ,,ouna”.

b) Sai se arate ca nu exista piramida ,,buna” cu baza un poligon cu numar impar de varfuri.
2

Timp de lucru : 3 ore. Fiecare problema se puncteaza corespunzator de la 0 la 7 puncte.



Solutii clasa a I1V-a

1. a) Calculul (12+12:12) :13 =1
Calculul (13+14:14) :14 =1
Calculul 1+1+2018 =2020 (1p)

Suma cifrelor: 2+0+2+0 =4 (1p)
Produsul cifrelor: 2:0-2-0 =0 (1p)

b) Cate (1p) pentru fiecare varianta gasita:
(4x97)-(96:4) sau
4x(97-96:4) sau 4x(97-96):4 sau (4x97-96):4
2. Notam x suma totala de bani si a,b preturile celor doua carti
a=x-25 (1p)
b=x-30 (1p)
a+b=x+45 (1p) => 2x-55 = x+45 (1p) => x =100 lei (1p) => a=75 lei (1p)
b=70 lei (1p)

3. a) Orice scriere a numarului N cu numere special se puncteaza (3p)
b) N = 201720182019
101110111011
100110011001
100010001
100010001
100010001
100010001
100010001
10001
1

9 numere (4p).

4. Se observa ca daca adunam 2 la un numar, acesta nu-si schimba paritatea => in orice moment vom avea 3
numere pare i un numar impar (in locul lui 1 va fi numaér impar) (1p)
Cum 100=98+2 => 100 s-a format prin adaugarea lui 2 la 98 (1p)
Inainte de a obtine prima data 100 vom avea secventa 98, 98, 99, 98 (99 s-a format din 97+2, 97<98) (1p)
Pentru a obtine secventa anterioard avem nevoie:
n locul lui 2: (98-2):2 = 48 minute
in locul lui 0: 98:2 + 49 minute
n locul lui 1: (99-1):2 = 49 minute
n locul lui 8: (98-8):2 = 45 minute (3p)
Total 48+49+45+49 = 191 minute => 100 apare dupa 191+1= 192 minute (1p)



Rezolvari clasa a V-a

1. 1+2+3+...+40+41=861

%6~ =ab,75 =>861-x = 40- ab+40-0,75 => 861-30-x= 40- ab => 831-x = 40-ab => 40/831-x.

Dar 40/800 => 40|31-x => x=31, ab=20,

2.a) i) n=2k => u(4"*1+9") = y(4+1)=5
u(4™+9m*1) = u(6+9)=5
fractia se simplifica cu 5.
i) n=2k+1 => u(4™*1+9™)=u(6+9)=5
u(4™+9™*t =y (4+1)=5
fractia se simplifica cu 5.

n+1lgn
b) Vom arata ca 0,1<2 2" <02 >4m+9m+1<10(47+149) 5j 5(47+1 + 91)< 47+97+1 > 0<39.47+9™ (A)

qnygn+l

Si 20-4"+5-9"<4"+9.9" > 19-4"<4.9"|:4 &> 19-4""1<9" &> 76.472<81.9"%(V) n>2.

3. Notam d;>d,<ds cei mai mari 3 divizori proprii ai lui n.
. . 1 1
a) Presupunem prin absurd ca n este impar => di< 7, dz< 5, do< 7 => n=di+dztds < + 5 + 2 => 1<+ +=>
n

71 C N _n
1Sﬁ (contradictie) => n=par => d;= >

" 1 1 1 19
b) Presupunem prin absurd ca 3tn => dzsg, d3§g => n=d;+dy+ds 52 +; + 35 = Is; +,+ ¢ =>1s

n 5 — 20
(contradictie) => ni3 =>dp=2
€) => ds=n-7 - -7 =% =>4 si 5in => n=6k, k=2p+1=> n=12p+6, p#Ms+2 n=6 nu are 3 divizori proprii
=>pe{1,2,3,....167} si p ¢{5-0+2,5.1+2,...,5.33+2} => 167-34=133 nr.superlativ.

4. Pentru ca o linie sa fie buna ea trebuie sa aiba cel 777777, 7,
putin 5 patratele colorate. Dacd am avea 9 linii U/ ///g/ // 9{/§ //
orizontale sau verticale bune => minim 9x5=45 A, {/ /,’/7, 7 4
patratele colorate >40 contradictie => maxim 8 linii v 7 // /
AL TIN0 9257072, %

bune pe orizontald si maxim 8 linii bune pe
verticala. Un exemplu de colorare buna este in figura
alaturata.
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Rezolvari clasa a VI1-a

1. a) Formam cutiile {1,2}, {3,4},...{2017, 2018} => din principiul cutiei 2 nr. consecutive => (n, n+1) = 1| c.
b) Orice submultime cu 1010 elemente contine cel putin un nr. par si cel putin un nr. impar ¢
i) dacd are 2 nr. pare a,b => (a,b) = par t ¢ = impar.

ii) daca toate sunt impare si unul par, de exemplu 3= (3,9) t 2017.

a) Notam m(BAD)=b, m(CAE)=c => m(ABC)=2b, m(ACB)=2c => b+c = 45°=> m(BAM)= 60°-b,
m(CAN)=60°-c => m(MAN)= 90°- [120°-(b+c)]= 90°- (120°-45°) = 90° -75°=15°

b) AB=BD BM mediatoarea lui AD } DT=AT si AT=TE =>
AM=MD Analog CN mediatoarea lui AE DT=TE => ADTE isoscel =>
BAT = BDT, CAT =

CET =>TDE + DET=90° => DTE= 90° => ADTE dreptunghic isoscel.

Construim ca in figurd
AMDOC echilateral => AMAC=ADAC (L.U.L.) => MA=AD=BD
m(ADC)=40° => m(ADM)=20° => AMAD=AADB (L.U.U.) => MD=DC => DC =AB.

4. Evident 2,5 { n Presupunem prin absurd ca nu are factori primi = 11 => el are doar factori primi 3 sau
7 =>n=3x%7y. Vom arata ca un astfel de nr. are penultima cifra para.
ux(7Y) € {07, 49, 43, 01}

ux(3¥) € {03, 09, 27,81, 43, 29, 87,
lui 7v si a lui 3% este para.
Avem p111-p21; =ai i,i€{1,3,7,9
p1, pzfg,&ﬁell&ﬁ% 41,23, 69,07, 21, 63,89, 67,01} => penultima cifra a
a pard deoarece p1iz+ pi1 pard si u(iz-i2)= pard
=> presupunerea facuta este falsd => are un factor prim > 11.



Rernlviird clasa a Vil-a

I, Putem presupune peg=r. Yom domonstrs cd p=1. Presupunem prin absurd ¢ p#2 == p=3, q=5, =7 ==
i | - L l L L oy E 1 E l T =
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Coloriim morgines A<B=C. Acensta poate [ Boutit in 2% modun, aci un pliral unitse one dowit Bt colonite
avem doud variante: (Motim o s n cele dova culon)

a — nosay A ﬂ

= 2 posibilitati
== indiferent cum sunt colvrate doud lahsn ale umi pitmt unitote avemn 2 vanante de colomare. Cem patrtul ore
nx m plieipele uniate => 2™ pogibilitaf => total 2T Z0HM 2RISR 4.

Dedueem BPL AC 51 MNL AC == PN = MO (MM L)
AN = NE (A AME is.)
== AP=CE. AMDT=AMET(LC,) == BMWT = TME = A (M centrul cercului circumseris A ADE)
== & APB~A MET (UL == ﬁ = ;l: ON Lm, in A ATE == ONITE == ONLME == MND = NEL
== 4 MMNO=A CEM == W0 = ECM == N8 + OMG - CNM + NME == 08¢ = EVM = oif
== OMLBC. Dar BM 2 MO == A OBC isosccl.
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Rezolvari clasa a VIII-a

1. 5-2,/5y —y? —x-—+5 2,/5x —x2 —y-Y=
>—-2 Sy —y? —x+—-2 5x—x2 y=0

5xyx

-2y5y —y? —x+y) +(——-2,/5x —x% —y+x) =0

5yxy
( y

- ( SY—;—yZ ) ﬁ)z"' ( SX—Z—XZ ) \/)—()2 =0=>

5y- x=2y? I 2(y-x)(y+x)=6(y-x) =>
5x-y=2x2 =

i)_y=x => 4x=2x2, x#0

ii) y+x=3 => y=3-x => 5x-3+x=2x2 => 2x2 - 6X +3=0, A=36-24= 12 => x;= 6+;/ﬁ - 3+2\/5’
6-viZ 33 343 3+\/— 3— \/_ 3- \/— 3+\/—
XETTE T 1T Y= 2 St {22 ( I 2

2. Presupunem ca exista aj, az,..,a2019 Numere nu toate egale si care au suma minima S. S-ai=2-s
=> S= a; (mod 2) (V)i => toate sunt nr. pare sau toate sunt nr. impare =>
. o N . . . S . . .
i) Daca toate sunt pare => a;, ay, ..., a2019 indeplineste cerinta si au suma 3 <S in contradictie cu

minimalitatea lui S.

. . a;+1 ax+1 a: +1 P . . . .. .
ii) toate impare => 12 : 22 e % verifica cerinta si contrazice minimalitatea.

Notam AB=a, BB'=B
(A'BC)N(ABC’) = BO
Deducem A'P1BO => CPLBO => «((ABC’ ) (A'BC))= <A"PC’ sau suplementul acestuia.

a

2 2 2 22
Dar <A'PC=90° ¢ M'P = <:>ﬂ m@b\/_\/a +57 ©3a2=2b2 @ 2= @
2
b_e
a 2

AOPM’~AOMB(U.U.)=>M—:— MB=2 0B= /3“2“’2 /3“2“’2

b)i) A’PC'= 600 <> PM'= a‘/_ >PM' = MB => M'0O = OB => MO= OB (contradictie).
ii) A7PC’ = 1200 & PM'= L => W RO ey = S R S SR R
aTN/E V3aZ+b2 a 2z 4’
4. a) Un exemplu de piramida patrulatera buna. ;
L \
//5"' \ .
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b) Daca baza are 2k+1 varfuri => 4k+2 numere sunt la baza si 2k+2 numere ce nu sunt la baza
=> 6k+4 numere in total.

Extremele 1 si 6k+4 nu pot fi in mijloc deoarece nu pot fi medii aritmetice => ele sunt in
varfuri => 1 in varf => in toate varfurile sunt numere impare => Dar 6k+4 trebuie sa fie in varf
=> contradictie => nu se poate.



