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,» Numerele perfecte ca si oamenii
perfecti, sunt foarte rare”.
Descartes

(1596- 1650)

l! Istoria matematicii

RENE DESCARTES ( 1596 — 1650)

de Adrian Stan, Buzau

Matematicianul si filozoful francez Rene Descartes (31.03.1596 -
11.02.1650) publica in 1637 lucrarea sa ,, Discurs despre metoda de a conduce
ratiunea si de a ciuta adevirul in stiinte...”, punind astfel bazele filozofiei
moderne bazate pe cunoastere si pe certitudini matematice asa numitul sistem de
filozofie cartezian, (de la numele sau latin, Cartezius), ce a influentat ultima
jumatate de secol al XVII-lea. Sistemul sau filozofic era unul inovator bazat pe
observatie si experiment.

Cuvintele ramase celebre de la el, ” Dubito ergo cogito. Cogito ergo
sum” ("Ma indoiesc, deci cuget. Cuget deci exist ”) reprezintd chiar esenta
sistemului sau filozofic, si anume, in demersul sau de a gasi adevarul filozofic el

supune perceptiile senzoriale si afirmatiile despre om si despre lume unui proces
elementar de scepticism cum ar fi ca ,, simfurile pot insela, lumea exterioara poate fi stimulata, adevarat este
insd numai ceea ce poate fi clar recunoscut”.

Contributiile sale matematice sunt imense si pe drept cuvant este considerat parintele geometriei
analitice si reformatorul algebrei. El a dat metoda de rezolvare a problemelor de geometrie cu ajutorul
metodelor algebrice si invers, raportand masurile figurilor la un sistem de referinti XOY cu ajutorul
coordonatelor.

Inca de la vérsta de 8 ani era poreclit ,.filozoful” cici didea dovada de o buni stipanire a cunostintelor
iar de la 14 ani era preocupat de studii matematice. Insd, intilnirea de la Paris cu viitorul siu prieten
Mersenne ( 1588-1648), 1-a determinat s aprofundeze mult mai mult matematica. Isi ia licenta in drept la
Universitatea din Poitiers in 1617 dupa care se inroleazi in armata printului de Orania. In acest timp, in
noiembrie 1618 se intdlneste cu matematicianul Isaac Beeckman( 1588-1637) care-i incurajeaza spiritul
pentru studiul matematicii si-i stimuleaza  gustul pentru inventii. De aceea, lucrarea sa din 1618,
“Compendium Musicae” 1i este dedicata prietenului sdu Beeckman.

Descartes scrie in 1630 lucrarea “Les Metheores”, unde prezinta o serie de fenomene legate de
meteoritii observati de el la Roma, aducand in prim plan o asa numité “teorie a curcubeului”.

Prin cartea “La Dioptrique” (1631) trateaza teoria fizico-matematica a instrumentelor optice si trateaza
si legea refractiei, descoperitd independent de Willebrrord Snellius (1581 -1626). El descrie si functionarea
ochiului considerat ca o lentila.

Cartea “La Geometrie”(1637) ( inceputd in 1619) este fundamentald pentru geniul sdu matematic, caci
aici, este primul matematician care introduce notiunea de variabila si foloseste metoda coordonatelor prin care
problemele de geometrie se reduc la probleme de algebra. A folosit literele alfabetului latin pentru notatii ,
constantele cu primele litere iar variabilele cu ultimele litere. Astfel, geometria analiticd pe care el a fondat-o
este 1n stransa legatura cu sistemul de coordonate carteziane - de la numele lui, pe care el I-a introdus si unde
a notat axele cu Ox si Oy. Astfel, un punct din plan se reprezintd prin doud coordonate, abcisa pe Ox si
ordonata pe Oy. Luand un segment al dreptei ca fiind segment unitate, a descoperit ca pentru orice punct de pe
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dreaptd se poate asocia un numar real, introducand astfel axa numerelor reale
ceea ce era o noutate pentru acel timp.

De asemenea, a folosit exponentii la calculul cu puteri asa cum 1i folosim si noi astdzi, a dat o metoda de
rezolvare a ecuatiilor generale de gradul al patrulea, a descoperit relatia dintre numarul fetelor, varfurilor si
muchiilor unui poliedru convex si a studiat problema inversa a tangentelor — punctul de plecare in studiul
calculului diferential realizat de Leibniz si Newton.

Intodeauna, Descartes nu a vrut sa ia parte la diverse controverse sau sa fie implicat in scandaluri si de
aceea , de exemplu, cand a vrut sa publice cartea sa “Lumea”, (“Le Monde”) in 1663, a aflat de condamnarea
lui Galileo Galilei de catre Inchizitie datoritd promovarii teoriei copernicane a heliocentrismului pe care
insusi Descartes o promova in tratatul sau, asa cé a fost nevoie sd amane publicarea cartii sale pana in 1664.

In 1644 apare cartea “Principia Philosophiae” (Principiile filozofiei) unde are preocupiri din domeniul
filozofiei si cosmogoniei, de altfel , de la el raimanand foarte multe scrisori de g -
filozofie purtate intre el si Mersenne , cu principesa palatind Elisabeth de el
Phalz (1618 - 1680) sau cu ceilalati oameni de stiintd, unele din scrisori fiind
descoperite chiar si cu mult timp dupd moartea sa.

DES-CARTES

PRINCIPIA

Rene Descartes a fost inspirat de opera lui Francois Viete ( 1540-1603) B - corELz,

si a contribuit la stabilirea notiunii de numar algebraic, notiune care mai tarziu
a fost dezvoltatd pe baze solide de catre Gauss, Abel. Aceste numere erau
insotite de semnele + si - care ulterior a impus si introducerea notiunii de

propé Ambianurs.

 Ex Bibliothee
infignis Abbarix $. Achcoli,

valoare absoluta si relativa a unui numar.

El a aratat ca la o ecuatie se poate stabila numarul de solutii pozitive sau

' AMSTELODAMI,

negative fard sa se resolve aceasta si este de asemenea, a aritat cd pentru Beoo Lusoprcox Evzivinion,

Axne elsToc xzsv,

unele ecuatii existd ridacini de forma a+bi, cu a,b € R, i =+/—1, care nu se

pot reprezenta intr-un sistem de axe de coordonate, fiind un precursor al lui Gauss care le va considera numere
imaginare sau complexe si care va constitui o Intreaga teorie matematicd pe seama lor.
In 1649, prin intermediul ambasadorului Frantei in Suedia, Descartes

ajunge la curtea reginei Christina (1626-1689) care devenise una din cei
mai importanti monarhi ai Europei, pentru a-i preda lectii de filozofie. Insa,
vremea foarte rece de acolo nu i-a fost prielnicd, el avand deja o stare
precard a sanatatii, astfel ca, criza de pneumonie i-a fost fatala, decedand pe
11 februarie 1650. Trupul sdu a fost adus in Franta in 1667 fiind depus in
biserica Saint-Germain —des — Pres din Paris.

[n amintirea sa, un asteroid a fost denumit cu numele sdu.
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»Nu pot exista lucruri, oricit de indepartate, la care sa
nu ajungem, si oricit de ascunse, pe care si nu le descoperim”.
Descartes
(1596- 1650)

E Articole si note matematice

Asupra inegalitatilor de tip Ionescu-Weintzenbock
de Constantin Rusu, Riamnicu Sarat

I. Introducere.

Inegalitatea 4J3-S<a’+b>+c? , (1), a,b,c fiind laturile unui triunghi ABC si S aria sa este
inegalitatea lonescu-Weintzenbock (I-W) (vezi [1]).

S-au dat foarte multe demonstratii (peste 44). Acest fapt subliniaza importanta acestei inegalitati.

lon Ionescu (1870-1946) a fost ctitorul Gazetei Matematice, ctitorul S.S.M.R, ctitorul invatamantului
politehnic din Romania, publica inegalitatea in G.M. octombrie 1897, pag. 52.

Roland Weitzenbock (1885-1955) publica aceeasi inegalitate in 1919, in revista Mathematische-Zeitschrift.
Denumirea actuald a inegalitatii s-a produs foarte tarziu si anume, 1n ianuarie 2013 (vezi [1]).

II. Prezentam acum doud demonstratii ale acestei inegalitati, precum si o interpretare geometrica a ei.

xysin 4

IL.1. Cu notatiile: b =x,c = y,a = \/xz er2 —2xycos 4,8 = , x>0,y > O,f =1, relatia
y

(1) devine x> +y> —xycos 4> \/gxysinA = —t(cosA+\/§sinA)+1 >0, (2).
Relatia (2) este adevarata deoarece

A=1+2sin> A+2/3sin Acos A—4=1—cos2A+~/3sin24-3 =
:—2—2005(2A+§j:—4cos2(A+%j<0.

Observam ca (2) este echivalenta cu

5 2
ETEEY S

2

cosA+\/§sinA
5 .

Ve
deci in (2) avem egalitate daca si numai daca COS(A + gj =0sit=

Din prima conditie avem A = 3 iar din a doua obtinem 7 =1<> x = y, deci triunghiul ABC este

echilateral.
II. 2. O alta demonstratie pentru inegalitatea (1) se obtine pornind de la formula

b
OL= |R* -3 5 a 5 ¢ —— » (vezi [3]), unde O este centrul cercului circumscris AABC si
(a”+b"+c7)
L este punctul de intersectie al simedianelor aceluiasi AABC (punctul lui Lemoine).
272 2 272 2 272 2
b b b
Avem OL>0<> R*-3.— 2% >0:3.—12° _<27° ()
(a+b" +c7) (a+b" +c7) 16S
2 . .
. BsinC
I1. 3. In continuare, cu ajutorul formulei § = m—m , relatia (1) se scrie echivalent astfel
2sin(B+C)

sin(B+ C) sin Bcos C +sinC cos B
4\/_S<2S 2\/§£ <:>2\/§ ctgB + ctgC) &
ZsmBsmC Z sin BsinC z( N gC)

3 <ctgA +ctgB + ctgC , (3).
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Dar, ctgA + ctgB + ctgC = cigw , (4), unde @ este unghiul lui Pierre René

Jean Baptiste Henri Brocard (1845-1922) (vezi [2]). Deci, ctgw > /3 < cigw = ctg s S 0<w< o ie.
. . . . T . .
inegalitatea lonescu-Weintzenbdck are loc daca si numai daca 0 < @ < g . Egalitatea are loc atunci cand

T : : . . .
w = g , adicd daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral.

II1. Definitie. Inegalitatea E(a,b,c) < F(a,b,c), unde a,b,c sunt laturile unui triunghi, este de tip
(I-W) dacd 43S < E(a,b,c) < F(a,b,c) < a* +b* +¢*.
Unei astfel de inegalitati i putem asocia o functie f: R’ — R., f(a,b,c) = E(a,b,c)— F(a,b,c).

Demonstram acum urmatoarea
Propozitie. Oricare ar fi numerele reale si pozitive asi b cu a < bsi oricare ar fi k €[0,00) avem

a< ﬁ\/(l +2k)a> + kb < b, (5), (vezi [4] si [5]).

Demonstratie. Consideram AAOB cu

m(LAOB) =90", 04 =a,0B = b, M €[AB), AAAj—k,ke[O,oo).

— A B
Asociem punctelor A, M, B vectorii OA OB OM . Cu acestea OM = %
+

- - - — 2 — 2 —_—
OA‘S‘OM‘S‘OB‘@‘ S‘OM‘ s‘

2

Avem echivalentele succesive =

(04" +2k-04-0B+ 0B K’

< <
‘ 1+ k) ‘

=

2 a +2kab + cos(LAOB) + b*k*
a
(1+k)
Demonstram cu ajutorul acestei propozitii urmatoarea:

Teoremi. Orice inegalitate de tip (I-W) este omogena si de grad 2.
Demonstratie. Fie acum functia

2 :[0,0) —>[a.b), g(k)= ﬁm +2k)a> + kb lim g(k) = g(0) =a.

<b’oa <1—\/(l+2k)a +k%b% <b,qed.

k(b*> —a®)
(1+k)° (1 +2k)a> + kb
Deducem ca functia este bijectiva, ceea ce inseamna ca pentru orice y € [a,b) existd un singur k €[0,0),
astfel incat y = f(k).

Luénd in inegalitatile (5) in locul lui a pe 438 siin locul lui b pe a® +b* +c*, obtinem:

438 < ﬁ\/(l+2k)(4\/§S)2 + k@ + b+ ) <at +b7 +
+

>0.

lim g(k) = b, g'(k) =

si tindnd seama cd g este strict crescatoare, avem pentru orice k,,k, €[0,0), k, <k,

4\/_S<

\/(l+2k Y488 + k2 (a® +b° +c*)

1
< \/(1+2k2)48S2 k(@ +b7 +¢%) <ad+b>+c2, (6).
1+k,
Pentru k£ €[0,0)inegalitatile (6) reprezinta toate inegalitatile de tip (I-W) si cum ele sunt omogene de grad 2,
teorema este demonstrata.
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Studiul inegalitatilor de tip (I-W) se face cu ajutorul teoremei precedente in care utilizim notatiile folosite n
prima demonstratie din IL

Aplicatie. Sa se arate ca inegalitatea ab + bc + ca < 438 + (a—b)’ +(b—c)* +(c—a)’, (7) este
de tip (I-W) si sd se deducd triunghiurile pentru care ea este adevaratd si respectiv falsd.

Demonstratie. Se stie ca 43S < ab + be + ca, inegalitatea lui V.O. Gordon (1966).
Pe de alta parte 43S + (a=b)> +(b—c)’ +(c—a)’ <a’* +b”> +c*, este adevaratd pentru orice AABC,
ca fiind binecunoscuta inegalitate Hadwinger-Finsler (1937).

De asemeni este binecunoscuti inegalitatea ab +bc +ca < a® +b* +¢*.
In concluzie, inegalitatea (7) este de tip (I-W). Ea fiind omogena si de grad 2, studiul ei se face folosind
notatiile din II si (7), se scrie echivalent astfel

3(t+ 1)\/1‘2 —2tcos A+1 <417 + (2\/5 sin A —4cos A—3)t + 4, careia ii asociem functia
f:(0,0) >R, f(t)= 3(t+1)\/t2 —2tcos A+1—4¢ —(2\/§sinA—4cosA—3)t—4, (vezi [6]).

Pentru fiecare valoare a lui 4 din (0,7) obtinem o functie, de unde deducem triunghiurile care verifica (7).

Astfel, pentru A4 = %, F(@O) =3t +DVt* —t+1—4¢> +2t—4, f are un maxim egal cu 0 ce se atinge
pentru ¢ =1. Facand graficul, deducem ca multimea triunghiurilor care verifica (7) este

S = {AABC‘m(AA) = 60",é € (0, oo)} .
C

Pentru A4 = %', F@&)=30+ DNt +1 -4t - (2\@ —3)t —4, care are un maxim de coordonate

aproximativ egale cu 7, =1,0129, y, = 0,0213 si doua radacini ¢, = 0,8516,7, =1,741.

Din grafic deducem S = {AABC
c

m(24)=90",2 ¢ (O,tl]U[tZ,oo)} :

Evident, inegalitatea este falsa pentru ¢ € (¢,,7,).
Lasam ca exercitiu, studiul inegalitatii (7) pentru restul valorilor 4 € (0,7).

Remarca. Lucrarea de mai sus a fost prezentatd intr-o forma mult detaliatd la - A XXI-a Conferinta
Anuala a Societatii de Stiinte Matematice din Romania, Botosani, 11 — 14 mai 2017.
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In legituri cu o inegalitate algebrici din AoPS 7/2016
de Marin Chirciu, Pitesti

In Art of Problems Solving 7/2016 este propusi urmitoarea inegalitate:

“Daca a, b, ¢ >0 si abc =1, demonstrati cia Z(+(2) > %
a+1)a+

b

1
Solutie: Facem substitutia a = y—f, b= Z—)ZC, c= % si obtinem M = Z— =
X y z (a+1)(a+2)

_ Z 1 _ Z x4 Bergzstrom (sz) _
[ +1J(E . 2) (x* +y2)(2x" + yz) (7 +yz)(2x7 + yz)
xZ

by
Z(x4 +2y222) (l) 1
>—=M_,,unde
2Zx +32x yz+Z:y2 ?
D<= 2Zx + 42)}222 > 2Zx +3xysz+ Z:yzz2 & Zy222 > xysz , adevarata din
A +B*+C*> AB+BC+CA, cu A=yz, B=2zx, C=xy.Egalitatea are loc pentru a=b=c=1.

In acest articol se prezintd dezvoltari ale acestei inegalititi:

1. Daci a, b,c>0§iabc:larﬁtaﬁcﬁz ! > 3 ,unde 0<n<l1.
(a+n)a+n+l) (n+1)(n+2)
1
Solutie: Facem substitutia a = y—f, b= Z—)ZC, c= % si obtinem M = Z =
X y z (a+n)a+n+1)
1 x4 Bergstrom
:z yz yz :Z(nx2+ Z)[(n+1)x2+ Z} -
(—2+nj(—2+n+lj J Yy
x x

s (sz)z _ Zx +22 y’z (1)
B n(n+l)2x4+(2n+1)2x2yz+2y2 n(n+1)2x +(2n+l)2x yZJrZ:y2 7=

) 3
>—— =M, unde (1) = (2-2n" x'+(2n* +6n+1 ’22 > (6n+3)xyz Y x, adevarati din
n”+3n+2 d @ ( )z ( )Zy ( )xy Z

Zx4 > Z:yzz2 = (2—27’12)2364 +(27’l2 Jr6n+1)Z:yzz2 > (2—2n2)2y222 +
+(2n2 +6n+l)Z:yzz2 = (2—2n2 +2n° +6n+l)Z:yzz2 = (671+3)Z:yzz2 > (6n+3)2x2yz =
= (6n+3)xysz ,evidentdin 4° + B> +C* > AB+BC+CA, cu A=yz, B=zx, C = xy. Egalitatea are

loc pentru a=b=c=1.

1 3
2. Daci a, b, ¢ >0 astfel incat abc =1 demonstrati ci Z( 0 ) > i) ,unde 0<n<2 .,
a+1)(a+n n+
1

. o Z zXx . .
Solutie: Facem substitutia a = y—z, b=—,c= ﬂz si obtinem M = Z— =
X b% z (a+1)(a+n)

) 2 o (3
_Z(XZH]E)/Z j_z(yz+x2)(yz+nx2) B Z(yz+x2)(yz+nx2)

=+n
2
X

Zx +22y (;) 3 =M ,,unde
an +(n+1)2x yz+Zy 2(n+1)
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()<= Qn+2)Y X' +(@n+4)> 1’2" 23n) X' +(B3n+3)Y x’yz+3) y' 2P & 2-n)) x'+
+(4n+ l)z:yzz2 >3n+ 3)Zx2yz . Avem Zx4 > Z:yzz2 =2- n)Z:x4 >(2- n)Z:yzz2 =

= (2—n)2x4 +(4n+1)2y222 2(2—n)2y222 +(4n+1)2y222 = (3n+3)2y222 >
>(3n+ 3)Zx2yz = Z:yzz2 > szyz , adevaratd din 4° + B> +C* > AB+ BC+CA, cu

A=yz, B=zx, C =xy.Egalitatea are loc pentru a=b=c=1.
1 3

3.Dacii a, b, ¢ >0 astfel incit abc =1 demonstrati ci Z( ath) > Dkt D) , unde
a+n)a+ n+ +

n, k>0 si2nk<n+k+1.
1

. o 74 zx Xy ...
Solutie: Facem substitutia a = y—z, b=—,c= —)2} si obtinem M = Z— =
X y z (a+n)a+k)

4 2)?
_ z 1 _ Z X Berg.throm (ZX ) _
(y_§+nJ(y_f+kj (yz+n)(yz+ k) > (yz ) (yz+ k)
X X
_ 23 +2) v O3 e
nkZ:x“+(n+k)Z:x2yz+Z:yzz2 nk+n+k+1
() = (n+k+1-2nk)> x* +Q2nk+2n+2k 1) y*z* > (3n+3k)D_x’yz , care rezulta din

D xt 2>y = (n+k+1-20k)Y X'+ Qnk +2n+2k—1)) y’z* >
>0

:>(n+k+1—2nk)21yzzz+(2nk+271+2k—I)Z:yzzz2(2—11)21)/222+(4;1+1)Z:yzz2 =
= (3n + 3/{)21)/222 >3n+ 3k)2x2yz = Zy222 > szyz , adevarata din

A +B*+C*>AB+BC+CA, cu A=yz, B=zx, C = xy . Egalitatea are loc pentru
A=B=C,x=y=z= a=b=c=1.

Bibliografie:
Art of Problems Solving 7/2016.
Marin Chirciu, Inegalitati algebrice, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45, Pitesti, 2014.

O metoda de rafinare a unei inegalitati

de Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau

Fie o inegalitate de forma MS > MD . Folosind o inegalitate cunoscutd, obtinem o minorare MS > E si

MD > E ; scriem apoi inegalitatea de la care am plecat sub forma MS—E > MD - E .
In demonstratia acestei inegalitati (de cele mai multe ori prin spargere), ajungem la ceva de

forma A(a —b)*> > B(a—b)>. Pentru a # b, riméne de aritat ci 4 > B. Daci aceastd inegalitate este prea

Prezentam in continuare rafinarea unor inegalitéti folosind ideea de mai sus.

3 2
32“—:2 %ab,unde a,b,c>0.
abc a

Cineva care stie foarte bine inegalititi, o poate demonstra asa: folosim Cebdsev si cunoscuta Za . Z— >9,
a

1. Fie inegalitatea
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Za 3 _Zaz
3abc 3abc Py Z Z" >3abc Z — ==, qed

Un rezolvitor care are mai putine cunostinte Incearcd sid gaseasca o cale de abordare;
. . .. 3 .. - 2 . . ..
Cu inegalitatea mediilor avem Za > 3abc , dar mai stim ca Za > Zab , deci nu putem intercala nimic

intre partea stanga si partea dreapta. Scriem atunci

2@ —3abe Y a’ -} ab Za-Z(a—b) Z(a b)

3abc  Yl.ab 6abc 2) ab

(Faka-5’ _ (@-py

6abc = ZZab
e, 1
6abc 2Zab

@Za Zab>3abc<:>2a Z >3, (2), care este adevarata, dar prea slabd (cdci avem de fapt

Acum observam ci este suficient s demonstram ca

Daca a = b avem egalitate; daca nu, ramane de aratat ca

Za Z > 9). Acum intervine rafinarea: putem adauga ceva in partea dreapta a inegalitatii (1) astfel incat

ine gahtatea ) sa ramana  adevarata. Inegalitatea (1)  poate  fi  inlocuita  cu
@) (@=b) _ (a-by | 2a=b)’
6abc 22 ab 22 ab

, care se reduce la Za-Zab29abc, adevaratd. Revenind,

Za3 >Za Z(a b)*
ab

avem de fapt urmétoarea rafinare a inegalitatii de la care am pornit > , ().
c Z ab Z ab
Atunci cand inegalitatea care joacd rolul lui (2) e prea stransa, nu putem obtine o rafinare.
3,73 ,.3
.a +b +c a b c
2. Daca a,b,c>0,atunci ——— > 2 + + .
abc b+c c+a a+b
3,13 ,.3
o : .. a +b +c
Aplicand inegalitatea mediilor, avem —— > 3.
abc
a b c 3. : . . . .
Deoarece + + > — (inegalitatea lui Nesbitt-lonescu), nu putem intercala ceva intre partea
b+c c+a a+b 2

stangad si partea dreaptd. Scriem inegalitatea sub forma

3 3 3
a +b’ +c _322(0 N b N c _gj@

abc b+c c+a a+b 2
2
(a+b+c)(a +b*+c* —ab—bc— Ca)>22( —lj<:>
abc b+c 2
a—b)’ C7N\2
<:>(a+b+c).z( ) >y (a=b)
2abc (a+c)b+c)
_h)? 732
Se observi ci este suficient s3 demonstram ca (a+b+c¢)- (a—b) > (a—0) .(3)
2abc (a+c)b+c)

Daca a = b, avem egalitate; dacd a # b, ramane de aratat ca arb+c > 1

2abc  (a+c)(b+c)

< (a+b+c)a+c)b+c)=2abc < (a+b+c)c® +ab+bc+ca)>2abc, (4) care este adevirata
deoarece, aplicand inegalitatea mediilor, obtinem (a+ b+ c)(ab + bc + ca) > 9abc .
Rafinarea inegalitatii din enuntul problemei: deoarece avem de fapt
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Za . Zab +c’ Za > 9abc + ¢’ Za putem aduna ceva 1n partea dreapta a inegalitatii (3) astfel incat

(4) sa ramana adevarata. Avem doud posibilitati:
Rafinarea 1. Daca adidugam pe 7abc , atunci se obtine rafinarea

2.a _22

abc

p7y et
brc 2a+c)b+c)
2.9 1 7
&
2abc (a+c)b+ c) 2(a+c)b+c)
= Za . Zab +c? Za > 2abc + 7Tabc , adevirata.

= « = 2 :
Rafinarea 2. Daca adaugam pe ¢ Za , obtinem rafinarea

Zfzzz

abc

Demonstrarea acestei rafinari se reduce la a arata ca

+Zc(a+b+c)(a—b)2

2ab(a+c)(b+c)
Z a 1 cla+b+c)
2abc (a+c)b+c) i 2ab(a+c)(b+c)

= ZaZab +c? Za >2abc + CZZa , adevarati.

b+c

a carei demonstratie se reduce la arata ca

4> x* 13
3. Z Z ol ,Vx,y,z>0.
272 Xy Ix+y+z 27
2
1
Deoarece >1 si Z; < — (se poate demonstra, de exemplu, cu substitutiile
Xy Ix+y+z

Ix+y+z=9a,x+7y+z=9b,x+y+7z=9c), scriem inegalitatea data sub forma

4
P L TV
27 xy 27
MS = 4x*+y° +2%) _i_4(x +3 +2) -4y +yz+2x)
27(xy+ yz+zx) 27 27(xy + yz + zx)

_@-y)+ (-2 +(z-n)?)
27(xy + yz + zx)

7x+y+z.

1 y—x zZ—X
MD=-—-_—°- - - + .
3 Z7x+y+z 2(9 7x+y+2j Z(9(7x+y+z) 9(7x+y+2)j

=2 2 =2 D

9(7x+y+z) 9(7x+y+z) 9(7x+y+z) 9(x+7y+z):
=zx—y( 1 - 2(x—y)*
9 kx+7y+z Ix+y+z 3(Tx+y+2)(x+7y+z)

20=9)° 2(x— )’
27(xy+yz+2zx) 3(Tx+y+z)(x+7y+z)
Daca x = y, avem egalitate; dacd x # y rdmane sa ardtm ca
! 2 ! =
27(xy +yz+2zx)  3(7x> +7y° +z° +50xy + 8z + 8zx)

Este suficient sa demonstram ca

o Txh+ 7y2 +z2 4 50xy +8yz + 8zx > 9(xy + yz + zx) ,(5), adevarata, deoarece
x>+ y2 +z° > Xy + yz + zx. Avem egalitate dacd gi numai dacd x =y =z.
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Putem aduna in partea dreapta a inegalitatii (5) expresia 6(x + y)2 si

obtinem urmatoarea rafinare a inegalitdtii din enunt

4 x* by x 13 13 Ly 4(x* - y?)?

27 xy Ix+y+z 27 9O ) (Tx+y+z)(x+Ty+z)
Pentru a demonstra aceasta rafinare trebui sa aratam de fapt ca

2(x-1)" 2(x - )’ . A(x + )
272)@/ C3(Ix+y+z)(x+Ty+2) 9(Z)cy)(7x+y+z)(x+7y+z)
ST +7y" +27 +50xy +8yz +8xz 29> xy +6x> +6y° +12xp,

adevarata, deoarece sz + Sny > 9ny .
so e
Zab_ Za .
Deoarece Y a® > > ab 5i\3-3 a* = a, scriem inegalitatea din enung sub forma
S Yo fEe-Ya_ Yo -Ya [[5a)-(Raf
Se o e TR Y 15> i o
<:>Z(01—b)2 Z (a— b)
DI WAD W)
(a—b)’ > (a—b)’ _
22ab - YakBEa +Ya)

Daca a = b avem egalitate; dacd nu ramane de aratat ca

XTI 15y LA DN

4.Daci a,b,c > 0, atunci

Observam ca este suficient s demonstram ca

. . 2 .
Ultima inegalitate este adevaratd deoarece (Za) 2 32 ab si

a-,/32a2 ZZa-Za:(Za)2 :

24 \/3261 by (a=b)
2. ab D.a Da (Za+,/32a )
Tinand cont de cele de mai sus, demonstrarea inegalitatii (7) se reduce la a arata ca
1
> + S
2205 Za . E:a + 1/32:012 ) Za . (Za + ,/32012 )
= Za . (Za + 4 /32 a’ )Z ZZ ab + 42 ab , adevarata (conform celor de mai sus).
2 2
Z X

5.Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi, atunci % +— c_
c a
@ B (Za)
Folosind inegalitatea lui Bergstrém obtinem — + — + — Z a.
b Z a
Pe de alta parte, datorita inegalitétii lui Nesbitt-lonescu avem
2 3
- 2—-)a—=)d.
Z z b+c 3 Z 2 Z

Scriem inegalitatea din enun‘; sub forma

b+c’
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a’ b* c? 2 a 3
—+b-2a+—+c-2b+—+a-2c=>—- . -—- |
b “ c ‘ a amse 3 Za (ZbJrc 2)
(a— b) (a—b)2
= _—
Z Z Z(a+c)(b+c)
_ 2 _ 2
Este suficient sa demonstram ca M > Za . & .
b 3(a+c)b+c)

. 1 a
Daca a = b avem egalitate; daca nu, ramane de aratat ca — > Z

22— ———— =
b 3(a+c)b+c)
<> 3ab+3bc+3ac+3c> >ab+b* +bc, (8),
< bla+c—b)+ Zab +3c® 4+2ac > 0, adevarat deoarece a,b,c sunt laturile unui triunghi.

Deoarece inegalitatea (8) este slabd, putem obtine urmatoarea rafinare a inegalitatii din enunt
2 2 2 2

a b° ¢ _2 (a—b)

—+—+—>=->a- , (9).
by Y R e

1 Z a Z ab
Demonstrarea inegalitatii (9) se reduce la a ardta cd — > +
b 3(a+c)b+c) 3bla+c)b+c)

b+c

<> b(a+c—b)+3c” +2ac >0, adevarata.
Propunem ca exercitiu demonstrarea rafinarii

a’> b
D XD

(a=b)’
c b+c Z 3b - (10)

si de asemenea lasam 01t1torulu1 p051b111tatea de a obtine alte rafinari ale inegalitatilor de la care am pornit.

Integrale duble

prof. Adrian Stan, Buziu

Materialul de fata prezintd o serie de metode de calcul al integralelor duble, integrale care se
calculeaza din functii f(x;y) marginite si definite pe un domeniu marginit D c R*> = RxR.

Sa consideram o partitie a planului in intervale bidimensionale, din care alegem pe cele care contin
puncte din D. Notam prin @,,k=1,2,3,...,n, intervalele bidimensionale alese, numerotate intr-o ordine

arbitrara. Fie diviziunea A multimea acestor intervale. Norma diviziunii A, notata

dintre dimensiunile intervalelor @,k =1,2,3,...,n

a)l=[x1;x2] [ylayz] [xzax3] [yz;y3],etc-
Suma Riemann ata§ata functiei f(x;y), corespunziatoare diviziunii A a domeniului D, este

n

o, (f)= Zf (¢, )-aria @,, (¢;n)€®,, unde (c,,n, )sunt un sistem de puncte intermediare.
k=1

Atunci, integrala dubla a functiei f(x;y) extinsa la domeniul D este

.U f(x;y)dxdy = HIIHmO' (/) , pentru orice alegere a sistemului de puncte intermediare (c,,7,).

Pentru calculul unei integrale duble exista o serie de tipuri fundamentale de domenii de integrare:
1. Daca D este dreptunghiul [a; b] X [c; d ] , atunci

1T ey = j( [ re y)dy]d, . j[ [ e y)dx]dy.
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2. Daca D este un domeniu inchis, simplu in raport cu axa oy,
D= {(x;y) eR? ‘a <x<y,a(x)fy< ,B(x)} ,iar functia f'(x;y)este integrabila pe [a(x);ﬂ(x)] , atunci
b B(x)
j [ fCyydedy =[] [ £y .
a \ a(x)

Mai existd de asemenea si situatiile cand D este un domeniu inchis, simplu in raport cu axa OX sau
cand este nevoie sa trecem de la coordonate carteziene la coordonate polare.
In concluzie, daca D este un domeniu inchis si marginit, atunci aria suprafetei D este egal cu

Aria(D) = J j dxdy .

Cateva exemple de calcul:

1) Fie D = [O;I]X[O;l] si f:D->R, f(x;y)=4x"y—3xy" +1. Si se calculeze ﬂf(xa y)dxdy
D

Rezolvare:

]:j.“(4x2y—3xy2+l)dy}dx J.{(4x2y +y)‘ }a’x j(Zx —x+1)dx =

0
[2__ J‘l 21,7
3 2 0o 3 2 6
2. Fie D= {(x;y) eR? |y <x-3, y2 x’ —2X—3} . Sa se calculeze ” dxdy.
D

Rezolvare: Vom considera functiile f;, f, :R =R, f,(x)= x*—2x-3, f(x)=x-3.

Sa determindm punctele de intersectic ale celor doua grafice: \

f[i(x)=fi(x)=>x"—2x-3=x-3

=x -3x=0=>x(x-3)=0=>x,=0,x,=3=y,=-3,», =0.

Asadar, punctele de intersectie a graficelor celor doua functii sunt
A(0;-3), B(3;0).

Domeniul D este dat de suprafata hasurata, rezulta ca D se mai
poate scrie de forma

Dz{(x;y)eRz‘OSxSi x’ —2x—3£y£x—3},rezulta

. . ) 0
ciDe 51mp1u in raporrt cu axa OY, si atunci \
| y=x-3 /

Y A

fIIdy =[1y

¥*-2x-3 0

y= x*=2x-3 A(0;3)

3
0

3 2
j(—x2+3x)dx=(—x—+3x—]
) 302

27 27 27 9
=—+—="9+—=

— 942l _Z B(1;3)
3 2 2 2 '
3. Si se calculeze / = ” dxdy, unde D este domeniul dat de A(0;2) c(2:1)
D

suprafata hasurata.
Rezolvare: 0 1 2 X
Mai intéi se determina ecuatiile dreptelor AB si BC:

v
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x y 1 x y 1

AB: |0 2 [|=0=y=x+2si BC:|1 3 1|=0= y=5-2x. Vom integra pe domenii simple in
1 31 2 1 1

raport cu OY. Domeniul D se descompune in reuniunea a douda domenii D1, D, care au interioare disjuncte.

1 [ x+2
Pentru Di: a=0,b=1, a(x) =0, B(x) =x+2. Atunci, Il=ﬂdxdy=f(f dyjd =
D 0

0

1 1 2

y=x+2 X 1 1 5

= = 2)dx=| —+2 =—4+2=—,

!(yﬁo }b Q(H i (2+ XJO 27772
PentruD2: a=1Lb=2, a(x)=0, f(x)=5-2x. Atunci,

2 ((5-2x 2
= Jfat=][ [ ][ »
D 1\ 0

1
Asadar, [ =1, +1, =§+2:2.
2 2

=5-2x
Yy _2

dx:i(S—Zx)dx:(Sx—xz) 12

y=0

4. Si se calculeze aria domeniului D, unde D este limitat de dreptele de ecuatii x+ y =2,
y=3x+2, x=3y+2.

Rezolvare: Se gasesc mai intai punctele de intersectie ale dreptelor: Astfel, A(0;2), B(-1;-1), C(2;0).
Domeniul dat se imparte in doud domenii, astfel ca 4, = 4, + 4,.

0| 3x+2 0 y:3x+2 0 o2
11=dedy=f Idy x=f yy_x__z x=J(3x+2—Tjd -
Dy 1| x-2 =

) -1 -1
=5 3
2 2
1 2x. [0 4
= (3x—+2 ——-x—+—x) =—.
2 32 3°7]-1 3
2| 2-x of |y=2-x 2 x—2 5
L T Lo F P
D, 0| x—2 0 Y= 3 0 0
3
2 2
x 1 x 2 2 4 8 Y
= ————(—— ) :4—2——+—:— A
2 32 0 3 3 3
4 8 A(0;2)
Asadar, 1 :deXdy :Il +[2 :§+§ =4,
D —
Altfel, daca se cunosc coordonatele varfurilor triunghiului ABC, xty=2
se poate folosi formula pentru arie cu ajutorul determinantilor . y=3xt2
5. Si se calculeze momentele de inertie in raport cu axele de 5
coordonate si in raport cu originea pentru placa (D) definita 0 C(2:0) X
prin x+y <1, x>0,y >0, stiind ci densitatea de masi x=3y+2

este f(x; y) =Xy. B(-1:-1)
Rezolvare: Mai intai se determind domeniul D care este
triunghiul OAB, cu A(1;0), B(0;1). Atunci, momentele de inertie
in raport cu axele OX, resp. OY sunt conform formulelor:
x=1-y
y =
x=0

I = J‘J‘yz - f(x;y)dxdy = j{ Iyxy3dedy - j'K%z);j

0 0
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y=1-x
X =
y=0

1
1
~I(x3 —2xt X )dy = ﬁ . Momentul de inertie al placii in raport cu originea
0

(1-y)*-y'dy =

1
2 120

I, :J"[x2 - f(x; y)dxdy :j[lffydyjd\:j‘{(%z.f]

0

N | =

o t——

1
'I(y3—2y4+y5)dy=L
0

1
~J.(l—x)2 Xdx =
0

N | =

1
2

1 1 1
este data de formula 1, =1 +]y :E—Fﬁ:%'

Integralele duble se mai pot folosi la calculul volumului (V) unui corp delimitat de o suprafata f(x;y) sau
la determinarea masei (M) unei plici plane D, de densitate f'(x; »))0 cu ajutorul formulei

V= ij (x; y)dxdy , M = ” J(x;y)dxdy sau la determinarea coordonatelor centrului de greutate G al
D

D

1
unei placi plane D, cu densitatea de masa f(x; 1))0: X5 =— x- f(x;y)dxdy ,
M
D

o= {[ v )y

Bibliografie:
1. Probleme de matematici superioare. S. Chiriti. Editura Didactica si Pedagogica. Bucuresti. 1989.
2. Matematici aplicate in economie. Silvia Dedu, Florentin Serban. Editua Teocora. 2009.
Prof. Liceul Tehnologic Costin Nenitescu, Buziu

Proprietati ale patrulaterului convex - Aplicatii
de Soare Carmen Violeta, Bucuresti

1. Fie ABCD un patrulater convex in planul P. Sa se determine multimea punctelor M din planul P cu
proprietatea ci MA+MC?= MB*+MD? Discutie.

Notam cu E, respectiv F, mijloacele segmentelor

(AC) si (BD). Din teorema medianei rezulta ca : B

1
MA*+MC?*=2 ME*+ E AC?si MB*+MD? =
A

1
2 MF2+§ BD?. Egalitatea din enunt este

echivalentd cu:
1 1
2 ME*+ — AC? =2 MF*+— BD? sau
2 2 D C
: /
ME?-MF?=— (BD?-AC?) = const. ‘\'
4 M

Distingem urmatoarele cazuri:

a. E# F si atunci mulgfimea este o dreapta perpendicularad pe (EF) (acest caz are loc daca patrulaterul ABCD nu
este paralelogram).

b. E=F si (BD)=(AC) si atunci mult{imea este tot planul P (in acest caz patrulaterul ABCD este dreptunghi).

c. E=F si BD # AC si atunci multimea este vida (acest caz are loc dacé patrulaterul ABCD este paralelogram,
dar nu este dreptunghi).

2. Fie cinci puncte distincte A, B, C, D, E in plan astfel incit ABCD si ABDE sunt patrulatere convexe.

Sa se arate ca ABCD este patrulater convex.
Deoarece ABCD si ABDE sunt patrulatere convexe rezulta ca (AC) N(BD)={M} si (AD) N(BE)={N}.
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Dreapta AM separd B si N; fie AMN(BN)={P}. Analog dreapta
BN separd A si M; fie BNN(AM)={Q}.
Rezulta ca (AM) si (BN) au un punct comun,
acesta fiind P=Q. Deoarece fie
AMN(BN)={P}, rezulta fie B
(AC ) N(BE) # @, deci ABCE este patrulater
convex. (fig de mai sus) E

A

3. Sa se arate ci punctul din plan pentru
care suma distantelor la varfurile unui
patrulater convex este minima, este
intersectia diagonalelor patrulaterului.
Fie patrulaterul convex ABCD si fie C

{O}=[AC]N[BD], iar MeP. Deosebim cazurile
cazurile cand M apartine cel putin unei diagonale si
B cand M apartine cel putin unei diagonale si cand M
nu apartine cel putin unei diagonale si cand M nu
aparfine nici unei diagonale. Oricum, insd putem
scrie:. MA+MC2>AC si MB+MD2>BD si deci
MA+MB+MC+MD > AC+BD = OA+OB+OC+OD.

4. Fie ABCD un patrulater convex. Notim
C ABNCD)={E}, BCNAD={F}. Sa se arate ci
r mijloacele M, N, P ale segmentelor [AC],

A

D [BD][EF] sunt coliniare. (teorema NEWTON-

GAUSS).

M

Fie G,H,I mijloacele segmentelor [CE], [EB], [BC].
Punctele G, I, M sunt pe o paraleld la EAB; punctele H, I,
N sunt pe o paralela la ECD, iar punctele H, G, P sunt pe o
paralela la BCF.
Deci M, N, P sunt pe prelungirile laturilor GHIL
Conform teoremei lui Menelaos coliniaritatea punctelor M,
N, P este echivalenta cu Indeplinirea egalitatii:

MI GP HN -1

MG PH NI
Folosind linii mijlocii convenabile vom putea scrie:

AB CF ED
M1777AB.GP777CF‘HN1777ED‘ .
MG AE AE'PH BF BF’ NI CD (D’

2 2 2

. , . AB CF ED .
Egalitatea de mai sus devine ——*—— - —— =1, ea constituind
AE BF CD

relatia lui Menelaos pentru triunghiul BEC si punctele coliniare A, D, F. Aceasta teorema datorata lui ISAAC NEWTON
din 1687 a fost completata de KARL FRIEDRICH (1777-1855). Matematician, fizician si astronom german, profesor
universitar la GOTINGEN, GAUSS este autorul unor lucrari in domeniile algebrei, teoriei numerelor, analizei
matematice, geometriei diferentiale, studiul planetelor. El a rezolvat problema constructiei cu rigla si compasul a
poligoanelor regulate si a definit curbura totald. Desi a publicat putin, GAUSS este exemplar sub aspectul profunzimii
rezultatelor sale. El a scos 1n evidenta deficiente ale rationamentelor matematicienilor secolului al XVIII-lea, pe care le-a
refacut.
Bibliografie:
1. Mihalca , D., Chitescu I., Chiritd M., Geometria patrulaterului, Ed. Teora, Bucuresti, 1998.
2. Mica enciclopedie matematica, Ed. Tehnica, Bucuresti, 1980.

Prof., Scoala Gimnaziali ,, George Bacovia”, Bucuresti
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Asupra unor sume de progresii aritmetice

Ciobica Constantin, Colegiul Vasile Lovinescu,Falticeni
Ciobici Elena , Colegiul Mihai Bacescu,Falticeni

In cele ce urmeazd vom considera un sir (an )n21 de numere reale In progresie aritmeticd de ratie r

pentru care vom demonstra urmatoarele relatii:

1).
1 1 1 n+l
+ +.t = :
(a3 +as ) (a7 + a9) (a7 +a ) (al 1t a13) (azn+1 +a,,.3 ) (a2n+5 T35, ) 2. (03 +4; ) ' (a2n+5 + azm)
2).
1 1 | n+l
+ +...+ = .
(a7 +all)'(als +a19) (als + a19)' (az3 +az7) (a4n+3 T4y, ) (a4n+ll + a4n+15) 2'(”7 +a11)'(a4n+11 +a4n+15)
3)
1 1 1 n+l
+ ot = :
(an +a17)~(a23 "’azr)) (azs +a29)- (a35 -I—a41) (a6n+5 "’asml)‘ (a6n+l7 + a6n+23) 2'("11 +a17)'(a6n+17 +a6n+23)

Rezolvare:
). a;+as,=a,+2r+a,+4r=2a,+6r si a,+a,=a,+6r+a +8r=2a, +14r

(a, +ay)—(a, +a,)=8r = ! :L.( L1 J

(a3+a5)-(a7+a9) & \ay+as a,+a,

a,,+a,;=a +10r+a, +12r =2a, +22r
1 1 1 1
(a +a )—(a +a )=8r:> :_.{ — j
o T (a7+a9)-(a11+a13) 8r \a;+a, a+a;

a,, ., +a, ,=a +2nr+a, + (2n + 2)r =2a, + (4n + 2)r

a,,.s+a,, ,=a + (Zn + 4)r +a, + (2n + 6)r =2a, + (4n + IO)r

(a2n+5 +a,,., )_ (a2n+l ta,,.; ) =8r

:> 1 1 ( 1 1 J
(a2n+1 +a,.; ) (a2n+5 +a,. ) 8r \ dyp + a5 Qo5+ a5,

:>S=i- 1 1 :L_(a2n+5+a2n+7)_(a3+a5)

8r \a;+as a,,s+a,,, 8r (as +as ) (a2n+5 +a,,. )

(ay,.s +ay,.5 )—(ay +as)=2a, +(4n+10) —2a, —6r = (4n+4) = Hn+1)r

4(n + l)r _ n+l

8r- (a3 +a; ) (a2n+5 +3a,,.4 ) 2 (a3 +as ) (a2n+5 +a,,., )

S =

2) a,+a,,=a,+6r+a, +10r =2a, +16r si a,s+a,,=a, +14r+a, +18r =2a, +32r

1 1 1 1
- —167 atunci == -
(a5 +ay,)—(a, +a,,)=16r atunci (a, +a,,) (a5 +a,) 167 [a7+all a15+a19j

a,y+a,, =a,+22r+a, +26r =2a, +48r si (a23 +a27)—(a15 +a19)=16r

1 1 1 1
(als +a19)~(a23 +a27) -~ 16r [als ta,  ay +a27J
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Ay, +a,,,, =a+ (4n + 2)r +a, + (4n + 6)r =2a, + (8n + 8)r
Ay Fays = +(@n+10)+a, +(4n+14) = 2a, +(8n+24)r

(a4n+l 1 T s ) - (a4n+3 +a,,., ) =16r

1 R ( 1 1 J
(a4n+3 +a,,. ) (a4n+11 + a4n+15) 16r \ a,,;+a,,.; Aot a5

! ( 1 1 j_ (a4n+ll+a4n+]5)_(a7 +a11)

_E. a; +a, B g1 T 415 - 161"'(617 +all)'(a4n+11 +a4r/+15)
(a4n+“+a4”+15)—(a7+all)=8~(n+l)-r
8(n+1)r B n+l

16r-(a7 +a11)'(a4n+11 +a4n+15) - 2-(a7 +a11)'(a4n+11 +a4n+15).

=S5=

3) a,+a,;,=a +10r+a, +16r =2a,+26r si a,,+a,, =a, +22r+a, +28r =2a, +50r
(azs+az9)_(a11+a17):24r

1 1 ( 11 J
(all + a17)' (azs + a29) 24r \ay +ay;  ay+ay
ass+a,, =a, +34r+a, +40r =2a, +74r si (a35 +a41)—(0123 +a29)= 24r

1 1 1 1
(a23+a29)-(a35+a41)_24r (%3‘”’29 a35+a4lj
g5+, =a,+(6n+4)+a,+(6n+10) =24, +(12n+14)r

g+ Ugyins = ) +(6n+16)r +a, +(6n+22)r =2a, +(12n+38)r

(a6n+17 + a6n+23)_ (a6n+5 +dg,. ) =24r

1 1 [ 1 1 J
(a6n+5 +dg,. 1)' (a6n+17 + a6n+23) 24r \ g5 +Agua Geninr t g

S = 1 ( 1 1 j 1 (aén+17+a6n+23)_(a11+a17):

24r a, +ay;  Ggp T g0 24r (al 1T a17)' (a6n+17 + a6n+23)
(a6n+17 + a6n+23)_ (al 1 a17) =12- (n + l)r
1 12(n+1)r n+l

24r ' (all +a17)'(aﬁn+17 +a6n+23) 2'("11 +al7)'(a6n+17 +a6n+23).

Generalizations of the limits of the sequences of Batinetu, Gherméanescu,
Ianculescu, Lalescu and other collaborations

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Dan Sitaru and Neculai Stanciu

_ (n+l)2’ B n*
LIf B, (t)=n {(M n+1!){ (@)’

2t 4 _1
Proof. We have B (1)=n'"- " (u —1): AT IR PG ,Vn>2, (1).
n n lnuyl n

J,with t>0,then im B, () =te'.
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+1 Un!
where we denoting u, = (n J ( " J , Vn>2.We have

n N(n+1)!
: _ou, —1
limz, =1and then we obtain lim —-— =1. We also
n—ow n—o u,
t t
! .| (D!
have: limu” = lim| ¢" - ol | |=e¥ lim WD e’ el =e.
n—yon n—® (l’l + 1)! n— n+1

By (1) and above we obtain that: im B, (1) =¢' -1-Ine’ =ze’

(n+1)* .,
Jn+1) W)

i.e. the limit of well-known D. M Bdtinetu-Giurgiu’ s sequence.

II. Let V7 e R and the sequence (In (l‘))n22 LI (@)=n" ((n + l)t (’“\1/ n+ 1) —n' (Wy j , then

n—>0 n—>0

Observation. For # =1 we obtain that: lim B, (1) = lim(

lim/, ()=t
-1

Proof. We have that I (¢) =n-/n’ -(un —1)2(%) L]ll’; ‘Inu,Vn2>2, (1).
u

n

n+1j’ [”R‘/n+1jt u, —1

,Vn=2. So, limu, =1, lim
3/n

n—»0 n—» n u,
nt t
P I 7S | ;. [n+l 1 , .
limu] =lime) - lim =e' -lim . =e' 1=e".
n—»ow n—»o0 n—o0 % n—0 n n+1/n +1

Hence: lim 7/, (r)=1-1-In limus):met =t.

where u, = [ =1. Also we have

n

Observation. For =1 we getthat lim/, =1lim 7, (1) =1, i.e. the limit of the sequence of Romeo T.
n—>0 n—»o0
lanculescu.

co 52 X

n+2 n+l . s ) )
_nt2)" ,Vne N, xeR. limn™ x(gc"s g "):coszx-e

III. Let
gn (}’l + 1)” o n+l

2
2 2

Proof. G, () =g g )= [gj (u, ~1)=

n

cos? x _1 (n+1)cos® x -1
Z(g”j B = D ey
n lnun ncos x<n+1)ncos X ll'lun
(n+1)coszx cos® x
—1 "
:(n+2j (nJrlj d Inu’,Vne N ,(1).
n+1 n Inu

n

COSZ X n+2 n 0052 X
where 3 =| St = (n+3)"" (n+D) ,VneN. Therefore,
n gn (n + 2)n+1 (n + 2)n+1

. . n+3Y?(ne1Y') e e u, =1
limu, =lim =le — =1, si decilim =1.
n—o0 noo| \ m+ 2 n+2 e e Iny,

(n+3)n+2 . (l’l+1)n jncoszx :lm(((n—kl)(n-{—?,)JnH . n+3Jrlcos X B

(n+2)"" (n+2)"" (n+2)* n+1 a

—>00]

limu = limL

n—>0 n—»0
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n>o\ p 41

(n2+n)cos2 x neos? x

2

. (n +4n+3 . (n+3 e 2 cos? 2
=1m£— -lim — o s x| pleosTx _ jco8Tx

COS X

Hence we obtain that: hmG (x)= e " 1-1-In{limu” ): e Ine®™ " =cos’ x-e
—>00

Observation. For x =0, yields that Iim G, (0) =1im G, = e, i.e. the limit of the sequence of Mihail

n—>0

Ghermanescu.

IV. Euler-Mascheroni-Lalescu collaboration

If a,beR,a+b=1,then lim((n+1)a”+\1/((n+1)!cn)b “2/(n bj a+b1nc , where
:(1+1Jnandc :—h1n+Zn:l
n ! ~r

Proof. We have

= (n +l)a ”Rll((n + 1)!cn )b —n“’{/(n!en )b =n"% (n!en )b (un —1) =

b
(e Y -1 1/nle -1
lnu =n- ( ") el ‘Inu :£ "] e’ ‘Inu’,Vn>2, unde
un

n'e

(n+1} (IW Jb e

We have that

” n'c / n+1 e n" c 1 1
; ntl — lim L. = — .
;laaoc neoo neoo n+l | = lim ’
n +1 nle, ) == c, e, e
n n'e ]/l =+ 1 nn e 1 1
i f €1 = lm L. — — =
}llila% n—)OO n—o0 Vl+1 ' ' N llm )
n + 1 nle, | "= e, e, e

=1. Also we have that

So limu, =1and then llm
n—0 n—»0 n u

b
lima = fim ee| 1 ! VN I ) S __ea(g e}" _ yagh
b
. 1 ) 1 In
Hence: lim B, :(_j .1.1anluZ)=_b_ln(each)= a+l1 c.
n—»0 e o e —e

V. Euler-Mascheroni-Batinetu collaboration

k=1

hm[n (n+1) B n’ ]z%@—ln}/).

| 2+ )y, 2f2n—1)te,

2 2

(n+1)2 3 n _ n (u _1)_
w@n+De,  if2n-Dle, z/2n—-Dle, "

1Y 21
Let e, = (l + —j and y, =—Inn+ zz, for any positive integer 77, then
n

Proof. We have x, =



-1
= n Nl -hluZ,VnZL(l)-
1n—le, Inu,

n+lj2 df2n—-1)lle, v
n ) mlQn+lc,
Also we have that:

_yfen—nte, _h.m(2n+1)!!en+l( n M 1 j:hm((znﬂ).%.ij
n+l e,

n=2.

where we denoted u, = [

QN

n—>0

n— n Coe 2n—Dle, \n+1) \n+1

. e+ DNy, 2
and analogous, llm ——FF—— =—.

e n+l e
Yields that: limu, =1, and lim Lllrnl — =1. We have
n—0 n—>0 un

. . 2n—1)!le et I2n+y
lim#” = lim ez.(—n.m/ 2n+1M =2 limY - e
no Hw( " 2n+DNy, ( ) y"j y e 2n+l

—élimn+1/(2n+l)!!yn n+l _i 2 l_i @

y o n+1 2n+l y e 2 y 7

Hence, taking to limit in (1) with 7 — coand considering (2) we obtain that

lim x, =§(2—1ny).

n—>0

Euclid filozoful

Despre marele matematician Euclid (330-275 1.e.n) cel care

a intemiat celebra sa scoald in Alexandria si de la care ne-a ramas
cartea "Elementele ” , cea mai cititd carte stiintifica, dupa Biblie,
ne-au rdmas multe descoperiri in matematicd dar si unele
intamplari povestite de istorici cu mult timp dupd moartea sa.

Se povesteste ca o data, la scoala sa, un elev dupa ce invatase
o serie de teoreme de geometrie 1-a intrebat pe Euclid:

- Ce folos voi avea eu invatand aceste lucruri?
Auzind acestea, Euclid il cheama la el pe ajutorul sau si-i spune:

- Da-i acestuia trei monezi, cici el vrea sa
castige din ceea ce invatd. Astfel a replicat marele invéitat
considerand cd unii dintre elevi vor s aiba un castig imediat fara a
intelege esenta lucrurilor mai ales in domeniul matematicii unde
primele notiuni te ajuta sa le intelegi pe urmatoarele.




- PROBLEME REZOLVATE -

Sclipirea Mintii 21

» Acela care invatia, dar nu gandeste este pierdut;
cel care gandeste, dar nu invata

se afld intr-un mare pericol”.

Confucius

(551- 479)

KN Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

G:732| Aflati neN,daci 777" este pitrat perfect. Ion Stiinescu, Buziu
Rezolvare:
n(n+1)

Evident 1+2+3+...+n=

=2k, ke N*,= n(n+1) =4k . Asadar, n= 4k sau n=4k-1.
G:733|. Sa se determine numerele naturale m si n stiind ca
2016
m’ (n+3)+(1+2° +2°+..+27°): [220” -(2) } =31214. Tuliana Trasci, Olt
Rezolvare : 1+27+2° +.. 42710 =227 _1
2016
(1+27+2° +...+22°16):[22°” -(2) }=1:>m2(n+3) =31213, m’(n+3)=7"-13
Asadar, m” €{1,7°,7*} , adica (m,n)€{(1,31210);(7,634);(49,10)} .
G:734|. Proiectul de matematica Stiinta si Caracter din Scoala noastri, are capitolele 1) Planificare, 2)
Parteneri, 3) Cursuri, 4) Corespondenta la Gazeta Matematica, 5) Tabidra de Matematica si Expeditia

1
Aura Piadurii, 6) Evaluare si cite un numar de teme pentru fiecare. Capitolul 1 contine g din numirul
. 1. . 2 . . 1. .
temelor, capitolul 2, g din rest, capitolul 3, ; din noul rest, capitolul 4, g din noul rest, capitolul 5,

1 1
— din noul rest, capitolul 6, 5 din noul rest. Stiind ca s-a mai parcurs o tema, aflati numarul total de

teme. Ion Stinescu, Buziu
Rezolvare .  Se aplica metoda mersului invers.

MN=1. KL=2. IJ:4:§-GH. GHZSZE-EF. EF:7:§-CD.CD:8:§=%--AB.
AB =10. Raspuns. 10 teme.

G:735 Daca neN*,sa se arate ci 89" se poate scrie ca o suma de trei pitrate perfecte distincte
nenule. Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Cum 89 =3 +4% +8 si 89” =17” +24” + 847, atunci pentru n impar avem:
89" =89% =89 .89 = (89" ) (3> +4° +87) = (89" -3) + (89" -4) +(89" :8) .
Analog , pentru n par: 89" =89%> =80 .89> = (89" -17) +(89" -24)  + (89" -84), k eN.

1 1 3
G:736. Sa se determine m,n € N* care verifica relatia: —+—+
m n 2m"

Ionel Tudor, Viorica Dogaru, Giurgiu

=1.

Rezolvare:
Pentru n =1sau m =1 membrul sting este mai mare ca 1.
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Fie m,n > 2 Pentru n=2 rezulta (m—2)m=3=m=3. Pentru m)3,n)2 = m")9 iar

1 1 — + — =1, ceea ce nu convine. Asadar, (m;n) € {(3; 2)} )
m n 2m 3 2

- - o 4w A A 2017 2015 2016 2014
G:737. Si se arate ci nu existd numere naturale x astfel incat x~ "' +x~ " =x" " +x°  +2017.
Marian Ciuperceanu, Craiova

Rezolvare:  Presupunem prin absurd ca relatia daté este adevarata. Atunci,
1 =X P M =2017 < XV x(x-1D)+x" x-(x-1)=2017 &

x(x=1)-(x**" +x**7)=2017, ceea ce este o contradictie deoarece membrul sting este par iar membrul

drept este impar.

G:738| Determinati restul impartirii numarului x =7""-2"7+7"7.2"% 1+ 253.14" 1a 2017.
Gheorghe Darstaru, Buzau

Rezolvare:

X:7n+3 . 2n+2+ 7n+2 . 2n+3+253 - 1402 =70 - 73 - Jn - 22+7n. 72 - on . 23+253 - 14"
x =147 - 22+ 7?-23+253) = 14" - (3434 + 49-84+253) = 14"- 2017

Restul tmpartirii lui x la 2017 este 0 .

G:739 Fie numerele A=2+3+4—1+6+7+8=5+10+11+12—9+...+238+239+240—237 si

B=1-24+3+4-5+6+7—-8+9+...+157—-158+159. Aritati ca %:% .

Sorina Vicarean, Cluj-Napoca
Rezolvare: Grupand termenii lui 4 céte 4, obtinem

A:8+16+24+...+480:8(1+2+3+...+60) 8- %—240 61, de unde %—240 Grupand

termenii lui B cate 3, obtinem B =2+5+8+...+158. In sumi sunt 53 termeni, de unde

(2+158)-53 . .. 3B . .
=-——+—=80-53 side aici 7] =240, astfel ca fractiile date sunt echivalente.

= Clasa a VI-a

G:740|. Si se rezolve ecuatia (77— 2017)”72017 =n—1765, neN.

Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
Rezolvare:
Numirul 2017 nu este solutie deoarece 0° nu are sens. Pentru 0<#n ( 2017, fie m=n—-2017{0, meZ.

Atunci, ecuatia devine m” =m+252.Fie m=—p, peN*= (-p)” =252—p (¥).

=|-p)"|= l<1 — —1(252(1=>251( p(253 = p =252 dar nu satisface
p

ecuatia (*). Rezulta ca ecuatia nu are solutii pentru 7z € {l; 2;3;....5 2017} .
Pentru 17)2017 si m=n—2017 € N* ecuatia m" = m+ 252 se verifica doar pentru 4.

2017 g17
G:741. Sa se arate ci numéarul T este natural si sd i se giseasca ultima cifra .

Viorica Dogaru, Giurgiu
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Rezolvare:

2017 17
Fie n:%Si k:%. Cum 227 +3.5'7 =15.5'6 1.0.216 —17.5'6 _.56 L 5. 92016 _
=M, +2(2°° =5y =M, + 2[(24 )" (5 )4} =M, +2(17-1)™" —2.625* =
= M, +2(M,, + (1)) =2(17-37-43)" = M, +2-2-16" = M,, +2-2(167 1)’ =

=M, +2-2(M,+1)=M,,, asadar, n:17 =k e N.
Ultima cifrd a hui n este #(2-16™ +3-5"7) =u(2-u(16™) +3u(5") ) =u(12+15) =7 iar cumk =%
rezulta n=17k:>u(n)=u(l7k):u(17-u(k))=7:>u(k):l.

G:742. Aritatica (a+1)" +a—1se divide cu a, Va € Nsi ca
(a+1)" +2a+1)" +a’ +2a-3
a(a+1)"+a* +3a

A= eN, VaeN* nel. Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare:

[(a+1)"+a—1] (a+DA (a+1) ta-1

(a+)'"+a-1=Ma+1+a—1ia; A= elN.

al (a+lF

G:743 Fie a,b,c numere prime astfel incat Sa+7b, 7b+11c, si 11c+5a sunt direct proportionale cu 25,

56 respectiv 46. Aritatici @’ +b° +¢ este divizibil cu 45.
Marian Ciuperceanu, Craiova
5a+7b Tb+1lc 1llc+5a 10a+14b+22¢

Rezolvare:  Din enuntul problemei rezulta 5 = = = =k=

56 46 127
127k . 5 . 9
Sa+7b+11c= — Din aceasta relatie si Sa+7b =25k, 7Tb+11c =56k, 5a+11c =46k rezultd

consecutiv ¢ =7,a=23,b=35. Inlocuind, obtinem a+b +c* =495=45.55 1 45.

G:744]  Sa se calculeze minimul si maximul expresiei E = x+3y-2z, stiind ca x, y si z sunt numere
pozitive si avem 7x-2y+6z = 3 si 11x-6y+3z =4.

Petre Réu, Galati
2x—1

Rezolvare: Din conditiile date determindm variabilele y si z in functie de variabila x si gasim: y = —

1-3x 1 1
z=","; cumavem de a face cu trei variabile pozitive, rezultd ca - S SX< Expresia E devine: E = 6x-2,

deci Emin=0 $1 Emax= 1.

G:745 Aratati ca nu existd numere naturale formate din trei cifre de 1 si restul cifrelor 0 care sa poata
fi scrise ca suma de doua patrate perfecte.
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti

Rezolvare: Fie nnumarul din enunt; deoarece suma cifrelor sale este 3, 7 este divizibil cu 3 dar nu este
divizibil cu 9.

Presupunem ci exista numerele naturale asib astfel incat n=a’ +b”; deoarece resturile patratice
modulo 3 sunt 0 si 1, deducem c¢d a=b=0(mod3). Atunci a’ +b> =(3k)> +(Bp)* =9 +9p°
divide cu 9, contradictie cu faptul ca z nu se divide cu 9!

x(x+1)(x+2
G:746|. Aratati ca fractia % este reductibila pentru x, y, Z numere naturale nenule, y
+

numar impar. Gheorghe Darstaru, Buzau
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Rezolvare:
x(x+ 1)(x + 2) este produsul a trei numere naturale consecutive, deci este divizibil cu 3
23 =24-1)=Mpu-1Y=My -1 19"=(18+1)*’=Ms+ 1"=Ms+ 1

Numaratorul si numitorul multiplii de 3 rezulta cé fractia este reductibila

1 1 1
G:747. Siaserezolvein N* ecuatia: —+—+

—=1.
a b a+b+c
Gheorghe Ghita, Buzau
1 1
Rezolvare: Pentru ¢ =0, ecuatia devine: —+—+ =1.
a b a+b
1 1 1 1 1 1
Daca a<b=>1=—+—+ <—+—+—:i:>2aS5:>ae{l,2}.

a b a+b a a 2a 2a

1
Pentru a =1 avem: 1 + — + —— =1, ecuatie imposibila.
b 1+b
1

1 1
Pentru a = 2 ecuatia devine: Z +—= 5 Din faptul ca

2+b

I 1 1 I 1 2 I 2

—=—F—<—F+-—=—=>-<-=2>b<4=Dbe{23}.

2 b 2+b b b b 2 b

Se constata ugor ca nici o valoare a lui b nu este solutie. Deci, ecuatia admite numai solutii nenule.
2) Pentru c#0avem:

1
a)Daca a=1= —+ = 0, ecuatie imposibila.

b 1+b+c
b) Daca a:2:>l+;=l;
b 2+b+c 2

1) b=2, ecuatie imposibil;

i) b=3= ! = 1 = ¢ =1; solutia este (2,3,1).
S+c 6
iii)b>3:>l:l+;<l+l:—:>ecua§ie imposibila.
2 b 2+b+c 3 6 2
¢) Daca a,b23,:>1:l+l+;£l+l+l:£<1,fals => ecuatie imposibila.
a b a+b+c 3 3 7 21

Cum ecuatia este simetricd in a §i b ecuatia admite si solutia (3,2,1).
In concluzie, multimea solutiilor S = {(2,3,1):(3,2,1)}.

G:748. Un unghi are 171 ° si este impértit in unghiuri cu misurile 1°,2 9% —— n° ne N . In cate parti
este impartit unghiul dat ?
Ion Stinescu, Buziu

n(n+1):171:>n(n+1)=34=18'19:>n=180'

Rezolvare : Cum 1+2+3+...+n=

810
=1.
286k —283k +280k —277k +274k =271k +...+130k -127k

Sorina Vicéarean, Cluj-Napoca

G:749|. Aratati ca

Rezolvare:

(286k—283k)+(280k—277k)+<274k—271k)+...+<m—ﬁc) =30+30+30+...+30.

Sirul 1300, 1360, 1420, ..., 2860 are 27 termeni, astfel cd numitorul va fi 30-27 =810, de unde rezulti ca
fractia data este echiunitara.

= Clasa a VII-a
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. Si se rezolve in N x N ecuatiile: a) x° +3)° =2017; b) x* +y* =2017°;
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
Rezolvare:
a) Fie 1< x(y. Atunci, y*(x* +y° =2017 = (/2017 . Cum 44(~/2017(45 = y < 44.
Atunci, y* <44° =1936 = 2017 —x* <1936 = x> >81=>x>9.

Solutia (x;y)= {(9; 44)} este unicd, unicitatea este datd de teorema lui Fermat.

Cum ecuatia este simetrica atunci si perechea (44;9) este solutie.

b) Evident perechile (0;2017)si (2017; 0) sunt solutii. Fie x(y . Din identitatea lui Lagrange rezulta:

(@ +b*)(c* +d*) =(ac+bd)’ +(bc—ad)* =

2017% = (97 +44°)(44° +9°) =(9-44+44-9)* +(44-44-9-9)* = (2-9-44)* + (1936 —81)* = 792> +1855°
Asadar, (x; ) €{(0;2017),(2017;0),(792;1855),(1855,792)} .

G:751]. Se considerda numérul 4= cﬁ)(a -2b+c)+ Z;‘(b -2c+a)+ EI(C —2a+b) cu a, b, ¢ nenule si distincte.

Ardtati cd numirul A se poate scrie ca suma a trei patrate perfecte nenule.
Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare:
A=10a+b)a-2b+c)+(10b+c)(b—2c+a)+(10c+a)(c—2a+b). Dupa desfacerea parantezelor obtinem
A=8(d* +b* +¢*)—8(ab+bc+ca) = 42" +2b* +2¢* —2ab—2ac —2bc) = =4[ (a=b)’ +(b-c) +(c-a)’ |.

evident fiind o suma de trei patrate perfecte nenule.

G:752. Determinati numerele x,y cu x> ysi x € [1;00), stiind ¢ x° +)° —x—3y—xp+4=0.
Marian Ciuperceanu, Craiova
Rezolvare:

Relatia data este echivalenta cu (y2 —4y+4)+()c2 —xp—x+1)=0= (y—2)" +(x—1)(x—y)=0.

Cum membrul stang este pozitiv, rezultd x=y= 2.

. Fie A= {1,9,17, 25,33,....} o multime cu n+1 elemente si B = {8k—l|1 <k<nmnke N*} .

a) Aflati numirul elementelor multimii A NB ;

b) Aritati ca numarul elementelor multimii AXB nu este patrat perfect ;

S=1+T7+9+15+17+23+25+31+...+(8n—7)+(8n—1)+(8n+1) |

¢) Calculati suma ;
2 2

X =y
6

d) Aritati ci oricare ar fi x siy din AUB numirul este numir intreg.

Dana Badea, Ploiesti
Rezolvare:

ayxeAd<x=8h+1,0<h<n xeB :>4k_4h:1:>4|1(fals)

. AﬂB=@:>card(AﬂB)=0
Deci ,
b) card(AxB)=n’+n G nw<n®+n< (n+1)2 '

c) S este suma elementelor mulfimii A plus suma elementelor multimii B

oo (8n+22)(n+1)+(8n+62)(n+1): (n+1)(;6n+8):(n+1)(8n+4)

d) x,ye AUB=x=8h+lsi y=8k—-1=
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-yt (x=y)(x+y)  (8h+1-8k+1)(8h+1+8k~1) 16(4h—4k+1)(h+k)

=(4h—4k+1)(h+k)eZ

6 16 16 - 16
. a) Scrieti, ca diferenta de 2 fractii, o fractie ce contine termenii 1, a, a+1.
. . 2017 1 1 1 1 5 1 1 1
b) Cercetati egalitatea +H = [+ + ——— ===+ =+ +—.
2018 \2 2018 2017 2018 6 4 5 2018
Ion Stinescu, Buzau
Rezolvare:
1 _ 1 1
a) alat+1) o @ E‘l‘i.
2017 1 T
b) 2018 2018 = 2018 + + 2018 {Eﬂl?fracpi}
La stanga egalitatii date se reduc fractiile opuse.
5 1.1
6 2 3
1+1+1+1+ + ! _1+1+1+ + + ! (A).
2'3 45 2018 4'5 2018

. Determinati toate perechile (x, y) de numere intregi astfel incat
x’y?-x—xy-x—y>—y=0.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare:
Xy -x—xy-x—y —y=0 (x Y -x" -y +D)-(+x+y+) =0
=D -D-(x+Dy+D) =0 = (x+Dy+D[x-DHy-D-1]=
Asadar avem douad familii de solutii: (x, y) = (=1,a) si (x,y)=(b,—1),unde asi b sunt numere intregi,
precum si solutiile care provin din (x —1)(y—1)—1=0

B o {x—lzl {x 1=-1
Solutiile ecuatiei (x—1)(y - -1=0<=>(x-H(y-)=1< sau

y—1=1 y—1=-1

sunt (x, ) =(2,2) respectiv (x, ) =(0,0).
Prin urmare ecuatia are solutiile : (x, ) € {(—1, a),(b,—1), (0,0),(2,2)}, unde ae Z,be Z .1

G:756. Sai se determine triunghiurile dreptunghice de laturi numere naturale si raza cercului inscris

un numar prim.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare : Cu notatiile cunoscute, avem relatia S = pr, unde a este ipotenuza triunghiului. Cum 2p =a +b +
¢, si pentru triunghiul dreptunghic 2S = bc, avem relatia:

bec=r(a+b+c) a= bcr—rbrc:%_b c

si cum a®=b*+c?, din cele doua relatii, deducem:

b;C2 +b* +c’ - 21126 - 2brcz +2bc=b* +c* < bc—2rb—2rc+2r* =0 < (b—2r)(c—2r)=2r>.
*)

Din ultima relatie rezulta ca cel putin unul dintre numerele b sau ¢ este numar par.
Fie b=2n,neN". Relatia ultima, devine:(n-r)(c-2r)=r2,
de unde rezulti ci (n-r)/r%, siatunci avem situatiile:
1). n—r=l=n=r+1=b=2r+2,c=r> +2r,a=r* +2r+2;
2). n—r=r=n=2r=b=4r,c=3r,a=5r;
3). n—r=r’=n=r’ +r=b=2r(r+1).c=2r+l,a=2r> +2r+l.
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In concluzie, triunghiurile dreptunghice cautate sunt de laturi:
(r* +2r+2:2r+ 2, +21),(5r4r;3r),(2r +2r+1;2r" +2r,2r+1), unde r este un numar prim.

[G:757. S se arate ci 2%+225+32%+...+92 se divide cu 470, pentru fiecare k natural impar.

Petre Rau, Galati
Rezolvare: Pentru un k fixat, fiecare termen se termind cu aceeasi cifrd cu care se termind si numarul 2,
Fiind zece termeni, inseamna ca numarul A se va termina cu 0, deci este divizibil cu 10.
Pe de alta parte, dacd grupam cate doi termeni de la extremititi, si stiind ca a*+b* este multiplu de (a+b) pentru
orice k natural impar, avem cd numarul A se divide cu 2+92 = 12+82 = 22+72 = 32+62 = 42+52 = 94.
Asadar, numarul A se divide cu 470.

G:758. Triunghiul AABC are m(xA)=90°, MEAC, (BM este bisectoarea unghiului B si N& (BC) astfel
incat [BN]=[BA]. Aritati ca :
a) N este simetricul lui A fata de BM; b) NB-NC=AM-AC. ¢)MB-AC=AN-BC.

Dana Badea, Ploiesti
Rezolvare:
a) Deoarece BN=BA=ANBA isoscel si cum (BM este bisectoarca <¥B= BM L AN si BM este mediatoarea lui
[AN], deci N este simetricul Iui A fatd de BM.
b) AABM = ANBM (L.U.L.) =[AM]=[MN], m(<MNB) = m(<xMAB)=90° = m(<xMNC)=90°

CON_MN

=>ACNM~ACAB (U.U.)=> AC =>AC-AM =CN-AB de unde AM-AC =NB-NC .

¢) Din AABM dreptunghic, AN1LBM = <MAN= <MBN =AANC~ABMC (U.U.)=

ﬁzﬁ =>AN-BC=BM-AC.
BM C

G:759 in triunghiul ABC medianele AM si BN sunt perpendiculare (AMNBN = {G}). Stiind c¢i GM

=6 cm si BG = 8 c¢m, calculati perimetrul si aria triunghiului ABC.
Gheorghe Déarstaru, Buziu

Rezolvare:
Din GM = 6 cm avem AM = 18 cm 51 AG = 12 cm; Din BG =8 cm avem BN = 12 cm si GN =4 cm
Teorema lui Pitagora in triunghiul BGM rezultd BM =10 cm si BC =20 cm

Teorema lui Pitagora in triunghiul BGA rezulta BA = 413 cm
Teorema lui Pitagora in triunghiul AGN rezulta AN =410 cm si AC =8y 10 cm

P =8V10 4+ 413+20; 4, =20 4G _12:12

AABC =144 sz .

=72cm’ = A, (proprietatea medianei)

= Clasa a VIII-a

. Sa se determine multimile de valori pe care le poate lua numerele reale a,b,c daca
2a° +b* +c* +2ac—6a—6b—2c=2.
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Relatia din enunt se scrie (a —2)* +(b—3)* +(a+c—1)* =16. Deci,
(a-2) <16 =|a-2<4o4<a-2<4<ae[-26], (D).
(b-3)<l6=|p-3<4=-4<b-3<4be[-17],(2).

(a+c-1)’ <16 la+c-1|<4<-3<a+c<5,03).
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Din (1) rezulta —6 <—a <2, (4). Adunand (3) cu (4) obtinem ¢ €[-9,7], (5).
Deci, a €[-2,6],b €[-1,7],c €[-9,7].

. Séa se determine toate tripletele( p, q, r) de numere prime, solutii ale ecuatiei:
p+50g+450r =2017.
Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Cum 50g +450r este numar par, atunci p trebuie sa fie prim impar cu ulima cifrd 7, deci p este de forma

10s+7 cu s natural.

Ecuatia devine: 10s +7+50¢g +450r =2017 = s+ 5g + 45r =201 = s —1+45¢g +45r = 200. De aici,
rezultd ca s-1 trebuie sa fie divizibil cu 5, deci s-1= Sk iar s = Sk+1.

Mai departe se obtine ecuatia: 5k +5¢q +45r = 200|: 5=k+qg+9r=40, ke N, q,r prime.

Daca r > 5 este prim, atunci 40 =k + g +9r)9r > 45, fals. Asadar, r € {2;3} .

Fie r =2. Din k+q=22 si q prim rezultd g {2;3;5; 7;1 1;13;17;19} )

Se obtin solutii doar pentru q=3 si q=13, g= 19.

Daci q=3 rezultd k= 19 iar s=96. Atunci p =967 e prim. (p,;q,;7;) = (967;3;2) :

Daci q= 13 rezulta k=9 iar s= 46. Atunci, p=467 ¢ prim. (p,;q,;5,) = (467;13;2).

Daca q = 19 rezultd k=3 iar s= 16. Atunci, p= 167 e prim. (p;;¢;;%;) = (167;19;2).

Fier =3.

Din ecuatia k+¢g+9r=40=k+¢g =13, k €N iar cum q este prim rezultd ¢ € {2;3;5;7;1 1;13} )
Dacid q = 7 rezultd k= 6 iar s = 31. Atunci p =317 e numir prim. (p,;q,;%,) = (317;7;3) .

Daci q = 13 rezultd k= 0 iar s = 1. Atunci p = 17 e numar prim. (ps;qs;75) = (17;13;3).

3 3 3
G:762. Si se determine x € R stiind ca: (x2 +3x—4) +(x2 —3x—10) = 8(x2 —7) .
Tuliana Trasca, Olt
Rezolvare: Fie a=x"+3x—4, b=x>-3x-10=a+b= 2(x2 —7)

Relatia din enunt devine @’ +b° = (a+b)3 sau (a+b)(a2 —ab+b2) = (a+b)3 = (a+b)-ab =0
Avem 2 situatii :

i)a+b=0:>x2—7=0:>xe{—\ﬁ,ﬁ};
iya-b=0=(x"+3x-4)(x"~3x-10)=0, (x+4)(x—1)(x—5)(x+2)=0<xe{-4, -2, 1,5}
Concluzie xe{—4, —\/7, -2, 1, \/7, 5}.

y . o , 20> +6b+3
G:763|. Si se determine valoarea minima a raportului 4= 2—5 , unde numerele naturale a,
a+

b sunt pare, consecutive, crescitoare in aceasta ordine.
Marian Ciuperceanu, Craiova
Rezolvare:

2(a+2)*+6(a+2)+3 24’ +14a+23
2a+5 2a+5

. Dacéa A 1a valoarea

Inlocuind b= a+2 in enunt, obtinem: 4 =

minima, atunci si dublul sdu va lua valoarea minima
2
4a +28a+46:(2a+5) (2a+9)+1:2a+9+ 454
2a+5 2a+5 2a+5 2a+5

24=

+4>2+4=06. Asadar,

1
2426= A>3, minimul lui A fiind 3. S-a folosit relatia x+—2>2, Vxe R, *.
X
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G:764 Daci a,b,c>0 si a’ +b> +c =1, aritati ci are loc inegalitatea:
1 1 1 1
+ + < .
a+b b+c c+a 2abc

Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita

Rezolvare:
o1 1 () 4 1 1. 4 1 1_ 4
Putem scrie: —+—2 = si analoagele: —+—2 , —+t—2
a b a+b a+b b ¢ b+c ¢ a c+a
1 1 1 1 1 1 X . .
deunde —+—+—2>2 + + . In continuare vom arata ca :
a c a+b b+c c+a
1 1 1 a b C 2 2 2
—+—+—<—+—+—ab+tbc+cala +b +c &
a b ¢ bc ca ab
0£(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2,
Astfel,
2 2 2
£+£+i22 1+1+1 :>a+b+c21+1+1
bc ca ab a+b b+c c+a 2abc at+b b+c c+a

1 1 1 1
+ + < .
a+b b+c c+a 2abc

Petre Rau, Galati

k
G:765. Fie a si b doui numere reale strict pozitive, cu ab < 1. Si se arate ci (l + ] (l + j > 2k,

k k
Rezolvare: Fie E(a;b) = (1 + lj + (1 + %) . Atunci E(a;b) 2 2\/(1 j j
a

a+b 1Y 2 1Y 1Y
:2\/(1+ " +£j zz\/(1+ﬁ+£j zz\/(nﬁ] = ( fj Dar+ab < 1, deci

1+1‘? > 2, de unde rezultd ca E(a,b) > 251,

Zf(l)

G:766|. Functia /' : N* — Q7 , satisface conditia: f(n) =

2017
determinati Z f(@). D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

, Vne N”.Daci f(l)—z

Rezolvare: Scadem relatiile: f(1)+ f(2)+...+ f(n) =n’f(n);
O+ 12)+.. +f(n—1) = (n—l)zf(n—l), si obtinem

f(n)= (n O f (n-1)= Prin telescoparea formulei precedente obtinem:
_ (n 1) 2f(1) _ro 1 _ro
S =2 (n+1)! f()_n( +1)_n n+1 Decl, /() n n+l
1 2017
Atunci, f(1)+ f(2)+.. +f(2017)———m—m 0

. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia: |:x2 B ] + [x\/ﬁ ] + [«/299] =2017

Dana Badea, Ploiesti

Rezolvare: Din[\/@} =17= [xz \/g] + [x\/E} =2000.
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Se deduce ci orice solutie verificd x <33. Se aratd cd x =33 este solutie
Se aratd ca numerele naturale x < 33 nu sunt solutii.

G:768. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia: 18x*> — 12x =3xy -y .
Gheorghe Darstaru, Buzau

Rezolvare:
T_ Z_ — _ T _
YOx - 1) = 18 12x Dy = BETIx g 2efoei)r g 20tz
Ix—1 dx—1 x—1

23x—1) -2 € Z=3x- 1 €Dy, 3x— 1€ {~2,—1,1,2} cux =0 i y= 0 saux = lsi y = 3.

G:769,. Sa se arate ca : L+L+...+L22—n,neN*.

JIV2 T A e

Gheorghe Ghita, Buziu

. 1 1
Rezolvare: In inegalitatea: l+ ! >i ,a,b>0, —+— > < (a+b)’ >4ab = (a—b)> 20,a,b>0,
a b a+b’ a b a+b
consideram a=ﬁ,b=\/k+1,keN *, si atunci aceasta devine: ! =4(Vk+1-4/k)

\/—\/kT\/%+k+

Pentru k=1.n—1, obtinem inegalitatile:

T T>4(\/_ V1),

T>4(\/_ \/_)

%l

1 4 _4G/n-)

. . . . 1
si cu ajutorul inegalitatii:. =~ —+—>

Jn 1 e -l

>4(\/_ vn-1),
\/nT Jn
prin adunarea lor, obt,'inem inegalitatea:

4(J_ ) 4n 11 1 2n
— .t >4(\/_ 1+ —4(\/_ 1)(1+ j —t—t.. A=
(\/' V2 n j Sl 2T

Cum inegalitatea are loc si pentru n = 1, devenind egalitate, rezulta ca inegalitatea propusa este

adevarata.

G:770. Se consideri aABC echilateral. in exteriorul triunghiului se construiesc pitratele ABDE ,
BCGF'si ACHI .
a) Aritati ca aria suprafetei nonagonului concav AEDBFGCHI este mai mica decét aria suprafetei

patratului AKLM ,unde K este mijlocul laturii [F G].

b) Aritati ca aria suprafetei hexagonului convex EDFGHI este de patru ori mai mare decit aria
suprafetei ANFG,unde N este mijlocul laturii [EI ] .

Sorina Vicirean, Cluj-Napoca
Rezolvare: Fie a lungimea laturii aABC.
e

=A o +3 Ay =——+3a’ =

2 ABC

2(12+J§)
-

.Fie P mijlocul laturii [ BC].

a\/§+a:a(2+«/§)
: .

2

8) A ppsrocu

Punctele A, P si K sunt coliniare, astfel ca AK = AP+ PK =

e :a2(2+\/§) _ :a2(7+4«/§)‘

AKLM 4 4
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a2(12+ﬁ) a2(7+4\ﬁ)

Ayeppreerr < Auane < 4 1 <:>12+\/§<7+4\/§<:> 5<3\/§<:>\/£<\ﬁ (A)
a(12+3 N
b) AEDFGHI =AAEDBFGCH1 +3'AQBDF . Cum AABDF :AaABC j— AEDFGHI = ( 4 )+3~ a 4 =
a 2+\/§
=a’ (3+\/§).Punctele N, A si K sunt coliniare, astfel ca NK:NA+AK:g+—( 5 ):
a(3+3 FG.Nk a(3+\3) 1 a(3+3
=- ( 5 )_' AaNFG: 5 =qa- ( 5 )E: ( 1 ) AEDFGH1=4'AANFG©C’2<3+\/§)=
a’ 3+\/§
:4.(7) (A)

G:771. Cubul ABCDA'B'C'D' are AB =1, O = centrul cubului, O ; =centrul fetei ABCD,
O =centrul fetei A'B'C'D', M = mijlocul lui| 44" | , N = mijlocul lui CC".

a) Gasiti un triunghi cu perimetrul %(\ﬁ + \/5 + «/g ) .

2
b) Identificati un romb cu aria 7 .

Ion Stinescu, Buzau

Rezolvare: Triunghiul A'O,0are 4’0, = g, 0,0 = %, A'O= ? . Perimetrul este
_1 D’
P—E(1+\/5+\/§). ) C!
b) Rombul O,NO, M are aria ﬁ A ; B!
2 o N
v B
D | : — C
A = B

= Clasa a IX-a
.Sisedemonstrezecz‘lxﬁerﬁJr«/ng ..... +x/2n—1+«f2n+lﬁ(n+l)»\/n+l.

Marian Ciuperceanu, Craiova
Rezolvare: Se foloseste inegalitatea mediilor dintre cea aritmetica si cea patratica.

Jivanri<o 2 o it
2

B+2n-1 sz,/% —2Jn+1,

Prin insumarea celor n+1 termeni din stdnga, sau a celor ( n+1):2 randuri rezulta cerinta.

a
L:554|. Considerim sirul (an )n>1 definit prin a, =1 si a,,, = 1 "—,n>1. Si se determine a, sisa se
- +na,
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calculeze Z — D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
k=1 ak

1 l+na, 1

Rezolvare: Se arata prin inductie ca a, > 0,Vn. Apoi, — = =—+n,Vn.
an+1 an an
1 1 & =~ 1 1 -1
Astfel ca, — —— = Z _— k= n(n ) Deci, — =1+ n(n—1) . Asaca,
a, 4 i G k=1 a 2
1 2012-201 1 1 -1
=1+ 0 013 _ 2025079, siurmeaza  d,;;;= —————. Din — =1+ Kk —1) avem:

Qyo13 2 2025079 a, 2

Z——Zk{ | Kk~ 1)} Z(" k2 (k — 1)} Zk §k3_%§k2:

k=1 A k=1 k=1

1 *(n+1)? +1)(2n+1
R LA G Uk Ve L) S
2 4 6
IL:555|. Si se scrie aproximirile zecimale prin lipsi si prin adaos cu eroare de 10~ pentru numsérul

2 3 4 18 19 20
+ +

+—+ Foent .
3.5 5.8 8-12 155-173 173-192 192-212

Gheorghe Darstaru, Buzau
1 11 1 1 1 1 101 209
Rezolvare: n=--- +---+,  +—-—+—-— n=--— n= — 20,32,
3 5 B 173 192 132 212 3 212 636

;=

L:556. Daci a,b,c>0 si a’ +b’ +¢ =192 , si se arate ci \/9+a2 +«/9+b2 +\/9+C2 <15.
Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

(\/9+a2+\/9+b2+\/9+c2)2S(lz+11+12)-(27+a2+b2+cz)£3-75:2253 B+ +9+5 +49+¢ <15,

3 3, 3 2 2 2 2 5 5 —
S-a folosit faptul c i/a +Z; +c 2\/a +b3 +c <33,122 > fa +l; +c 4> ’a +l; +c

=a’+b*+c* <48.
a 2

n

L:557. Daci g, €R, ic {1,2,...,11}, atunci si se demonstreze ci ——<
o a; +2 4
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
ai 2. ai Gi g%

a, V2

Rezolvare: 1. Avem > =

V2 T e
al +2 a Y 4 (a >

2“& “} {%)
CREN-Y 2fg5 JZ

2 ) .
=—smma < T , de unde suménd pentru i = 1,7z obtinem concluzia.
1+1g° —

<

Solutia 2. Folosim metoda inductiei complete.

Pentru n =1, avem

> < ﬂ = \/E(al —+/2)? 20, adevarat.
a,+2 4

Presupunem inegalitatea adevarata pentru orice # numar natural si o demonstrdm pentru 7 +1.
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S a, n\/i a, \/_

Deci, —— < si la fel ca in cazul pentru 7 =1avem ——, ceea ce implica
o a;, +2 4 a + 2 4
S‘: a, n\/_ an+l n\/_ \/_ _(n+ V2
a’+ 2 4 + 2 4 4 4

n+1

Solutia 3. Consideram functia f:R > R, f(x)= 2x 7 S x’y—x+2y=0si
X"+

V2 V2

2
deoarece x € R rezultica A =1-8y° >0 ye {— i T} Deci, f(x) < %este adevarata pentru

x+2

a,eR, ie {1,2,..., n} care prin sumare conduce la concluzia dorita.

L:558. Demonstrati ci (3—4sin° 9°)(3—4sin”27°) = c1g9".
Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare:

(3s5in9° —4sin’ 9°)(3sin 27° — 4sin’ 27°) _sin3- 9° sin3-27° B

3—4sin? 9°)(3—4sin?27°) = = .
( X ) sin9° -sin27° sin9° sin27°

_sind 1° cos9’

= = =ctg 9°.
sin9’  sin9° &

L:559. Aritati ci daca a,b,c >0, atunci %(Z“a2 — Zab) > (Z|a — b|)2 .

Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti
Rezolvare: Fiara a restrange inegalitatea, putem presupune cd a < b < c; fie x,y > 0 astfel incat

b=a+x,c=a+x+y.Deoarece

1 1
Zaz —Zab :5((a—b)2 +(b-c)’ +(c—a)2):§(x2 +y? +()c+y)2):)c2 +xy+y°,
inegalitatea de demonstrat este echivalenta cu

16(x* +xy+y°)=3(x+ y+x+y)’ & 4(x—y)* >0, evident adevarata.

L:560,. Sai se rezolve ecuatia [x] + [Zx] + [3x] =6x.
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
Rezolvare:
Se observi ca orice numar intreg n verifica ecuatia datd. Aratam ca x € R\ {Z} nu verifica ecuatia data.

Conform proprietatii 7 [x] < [nx] <n [x] +n—1, VxeR, VneN* inlocuind pe n cu 2 si cu 3 si adunind
relatiile, se obtine: 5 [x] < [2x] + [3x] < S[x] +3, = 6[x] < [x] + [2x] + [3x] < 6[x] +3, VxeR.

Daca x este solutie a ecuatiei atunci 6[x] <6x< 6[x] +3 = [x] <x< [x] +% =>Xx— [x] < %, {x} < %

1
Daci a={x}e{0;5}:>x=n+a, ne. Dacd o =0= x=n e Z e solutie.

Daca @ e (0;%) . [x]= [+ @] = n+[a] = n. Atunci, [2x] = [2n+2a] = 2n+[20] = 21,
[3x] = [3n + 3a] =3n+ [3a] . In acest caz ecuatia devine n+2n+3n+ [3a] =6(n+a)= [3a] =60.

06, d 0 —
(6a, daca <a<3 De aici rezulta ca[ a]:O<6a si

1, a’acalSaSl
3 2

Dar O(3a(% = [3a]=
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1 |11
[30{] =l=6a=a= P & [5,5} , deci nu avem solutii in acest caz. Singurele solutii sunt S =7.

IL:561. Sa se rezolve ecuatia: [)ch7]+[x+11]+...+[x+4n+3]=2~n2 +6n,Vne N, unde [x]este

partea intreaga a lui x.
Constantin Ciobica , Falticeni

Rezolvare:
[x+7]+[x+ 1]+ +[x+4n+3]=[x]+ 7+ [x]+11+..+[x]+4n+3 =n-[x]+ T+ 11+..+4n+3

T+1+..+4n+3=(4+3)+(4-2+3)+..+(4n+3)=4+4-2+. . +4n+3+3+..+ =
—

denori

n(n + 1)

=4-(1+2+..+n)+3n=4- +3n=2-n*+2n+3n=2-n"+5n

n-[x]+2n* + 51 =2n + 6n. Rezulta n-[x]:n|:n:>[x]zl:>1£x<2:>xe[1,2).

. a) Daca a,b,c >0, astfel incat a + b+ c =3, aritati ca:
abc(1+a2)(1+b2)(l+cz)ﬁ 8.

n n
b) Daca x,,X,,...,x, =0, astfel incat Z,\ la, = Zak , aratati ca are loc inegalitatea:
k=1 k=1

\fl+af +\/l+a22 todl+al <n-2.

Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
Rezolvare:
a)Cum a+ b+ c =3, din inegalitatea mediilor, putem scrie:

1+a+l+b+l+cj3 _(3+3j3 g

(1+a)(1+b)(1+c)s( : :

Mai departe, tot cu ajutorul inegalitatii mediilor, avem:

abe(1+a)(145°)(1+¢*) = - 2a(14a*) - 2b- (1487 2e(1 ) <

1 (2a+1+a* Y (2641402 ) (2e+1+2Y) 1 P T
1 . - 1+a)(1+b)(1 < .§=0=g
3 [ 2 j [ 2 ] [ 2 j sallraso) o] < o

b) Daca x = 0, cu ajutorul inegalitatii C-B-S, putem scrie:

(1325 +1- 1+x2)2£(1+1)[\/2_xz+«/1+x22}:2(1+2x+x2):2(1+x)2,
2
de unde , @+l-\/l+x2£1f2(1+x)2:«/§(1+x): x+4/x2+1£x+1:>

2
«/x 2+1 Sl—\/;+x.

Acum, luand pe rdnd in locul lui x q,,a,,...a, obtinem:

a; +1
2

n 2 n n n
S w3+ S n= ST <
k=1 k=1 k=1

k=1

<1-—, }ak +a,,k =1,n, iar prin insumare,
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L:563. Fie functia f : [1 oo)—) R, f \/ X+2-4x +\/ x—2-+x—1. Aritatica f este functie

constanti pentru x € [1,2).

Constantin Ciobica , Falticeni
Rezolvare:

—x—1+2 a1+l 4x—1-2-Jx—1+1=
=\/m2 +2-JE+1+JJE2 2 Jx—1+1=
SN[ Y O e Y =Na=T+1+[Vx=1-1
xe[l,2)=1<x<2=0<x-1<1=0<Vx-1<1
= —1<Vx-T-1<0= Nr—T-]=1-Vx=1 =1<Jx-T+1<2=Nr-T+1=Jx-1+1
xel,2)= f(x)=vx—1+1+1—/x =1 =2 = f este functic constanta.

. Determinati valoarea minimi a expresiei
E(x;y)= \/x2 +y° + \/xz +(y=3)+ \f(x -3+’ + J(x -3) +(y-3)". Laura Ténase, Buzau
Rezolvare: Folosind inegalitatea lui Minkovski obtinem
V4 y (=34 (1= 3) =2 +yP HY(3- 024 3~ y) 2y(x+3-2) +(+3-y)
=V18=32

. . x ¥
— = oy =
Se ob;me egahtate pentru —3 =3 x=v

Ve 4 (7 =302 4 (x - 32492 =422 + (3 -2+ V(3 -2)2 +y2 2/ (x + 3-x)2 + (y + 3 — )2
=32

. . x -¥ 3
—_— = = = -
Se obtine egalitate pentru P— . bx =9 =x "

Adunand cele dou inegalitati, se obtine E(x,¥) = 62

. 3 .. ..
Egalitatea este adevarata pentru X = 2 ,deci minimul expresiei este 6V2.

L:565. Sa se arate ca pentru orice numere reale X, y, Z si orice k natural impar, expresia:
F(x,y,z) = (xty+2)* - (x+y+2)* - (x-y-2)* - (x+y-z)* se divide cu 8xyz.
Petre Rau, Galati

+c atc atbh |
=, 7= 1
2z b y z 5 2z §

Rezolvare: Facem transformarea: -x+y+z=2a, x-y+z=2b, x+y-z=2c de unde avem x=

x+y+z=2(a+b+c), 8xyz=(at+b)(a+c)(b+c), si problema devine:

F(a,b,c) = 2¥[(at+b+c)* - ak- bk - ] trebuie si se divida cu produsul (a+b)(a+c)(b+c). Folosind Bézout, daca: a
=-b avem ca F(-b,b,c) = 0 deci F se divide cu a+tb. La fel gasim si ca F(-c,b,c) = 0, deci F se divide cu a+c si
F(a,-c,c) = 0, deci F se divide cu b+c. In final avem cd F(a,b,c) se divide cu (a+b)(a+c)(b+c).

L:566. Fie ABC un triunghi oarecare de laturia, b, c. Notim cu / ,/, , bisectoarea , respectiv
2 2 12 a2 + b2 + CZ
niilltimea corespunzitoare laturii a=BC , etc . Demonstrati ci max{-%, —2 Sy

h h, h ab +bc+ca

Vasile Jigliu , Arad

Rezolvare: Putem presupune cd a<b<c. Atunci m(A)<m(B)<m(C) (1)
[ 1 1 A

Sa observam ca in aceste conditii are loc :  max{-%,—=>, <} =+ ()
h, h, hh

. § ;. o h, B-C
Intr-adevar , este cunoscut faptul ¢a intr-un triunghi arbitrar are loc l_ =CO0S ;

2

a
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l—bzl#'@cosB_A
hb

c

De aici rezulta ca > COS

4 < m(C)=m(B) - adevarata , conform (1) .

a

/ - . .
Aseminitor -2 > In conditiile de mai sus , avem de demonstrat ci :

I c12+b2+c2 - b’ .4acp(p—b)>a2+b2+c2
hz_ab+bc+ca 48>  (a+c)>  ab+bc+ca

(ab+bc+ca)ab’c > (a’ +b° +c*)a+c)’ (p—a)p—c)
4(ab+bc +ca)ab’c > (a* +b* +c*)a+c) (b* —(c—a)’)
& (c+a) (c—a) (@ +b° +c*)+4dab’c(ab+bc+ca) > b*(a+c) (a* +b> +c*)  (3)

Din (1) rezulta ca exista m, n numere reale pozitive astfel incat b=a+m, c=a+m+n .
Inlocuind , prima parte a lui (3 ) devine , dupa efectuarea operatiilor :

12a° +52a’m+20a’n+100a’m” +92a*mn+20a’n’ +100a’m’ +160a’m’*n+88a’mn® + 20a’n’ + 55a°m*
+136a’m’n+134a’m’n’ +68a’mn’ +15a’n* +16am’ + 58am’*n+88am’n’ + 712am’n’ +32amn’* + 6an’ +
2m° +10m’ n+21m’*n® + 24m’n’ +16m°n* + 6mn® +n°  iar a doua :
12a° +52a°m +20a’n + 95a*m” + 78a*mn +15a*n* + 94a’m’ +122a’°m’n + 50a’mn” + 6a’n’
+53a’m* +96a’m’n + 62a’m’n” +16a°mn’ + a’n* +16am’ +38am’n + 34am’n® + 14am’n’
2amn’ +2m° + 6m’n+Tm'n® + dm’n’® + m*n*

Din compararea coeficientilor polinoamelor de mai sus rezultd imediat ca prima parte a lui (5) e mai

mare sau egald cu cea de-a doua , deci (3) e adevarata , astfel ca si inegalitatea din enunt e adevarata .
Egalitatea se realizeaza pentru cazul in care m=n=0, deci pentru cazul triunghiului echilateral .

Comentariu : problema propusa clarifica raportul dintre inegalitatile cunoscute
R _ 1 GRS a+b’+c

- > ——— , care apare iIn GMB nr 3/1990 .
2r h 2r ab+bc+ca

= Clasa a X-a

X
L:567. Sai se rezolve ecuatia 11+log, — =x+ . Marin Chirciu, Pitesti
x +48 Ux—1

Rezolvare:
Conditiile de existenta impun x)1. Folosind inegalitatea mediilor se obtine:
x'+48=x"+16+16+16>43x"-16-16-16 =4-x-2-2-2=32x =

i <i:>10
x4+48‘32 & 4+48

4
I 1 11 1111
T I+ ——= +1—t+ toots +1>55ft4 ——————— +1=6 (2
/ Q/ t t tttt @

Din (1) si (2) rezulta cd avem egahtate in enun‘g daca si numai daca x=2; 2 este solutia unica.

Slog23i2:—5:>ll+log2 x4x 8S6. (1)

L:568. Rezolvatiin R* ecuatia:
(14" —117)(61" —507)(60" —30")+ (103" —100")(14" —3")(62* —31%) = 2013".

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu
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Rezolvare: Observam cd x =1 este solutia ecuatiei.Vom arita ca ecuatia are solutie unica.

Deoarece toate cantitatile sunt pozitive pentru x > 0, impartim prin 2013* =(3-11-61)" si obtinem ecuatia

o (] o2 -0 (1222 2 o

Deoarece, cei doi termeni din membrul sting sunt functii strict crescatoare (daca a > b >1 atunci functia
a* —b” este strict crescatoare si produsul unor functii pozitive strict crescatoare este de asemeni strict
crescatoare pe [O,oo) si suma unor functii pozitive strict crescitoare este de asemeni strict crescatoare pe

[0,00), rezultd ca solutia x =1 este unica.[

L:569. Rezolvatiin R ecuatiile:

—7+ x+8_£
x+8 x=7 4

a) 10- (4logzol7 x + 2510g2017 x ) =29. 1010g2017x : b)

Gheorghe Déarstaru, Buzau
Rezolvare:

a) Se impune x)0, si notatia 1og,,, x =¢ . Ecuatia datd devine: 10 4* - 29- 10° + 10- 25% = 0, mpértim

prin 25% si notdim (5) y=0deunde t; =1, =-1six;=2017, xo= —

b) x € (-oo; -8) U (7; +e0), Notdm ’in:‘O de unde y; = 4, y2=; sixi=-9six=8.
&£

L:570. Fiex =log,5+log, 7+log, 3. Sa se calculeze [x]. Petre Riu, Galati
5 In7 In3
Rezolvare: Aplicand inegalitatea mediilor, rezulta ca x = logz5+logs7+log;3 = s 12—5 + 1:1_? >

w
m
5|&
w |en
5|5
| =
HH
]
-uqr.u
A\
w
)
g
o
(/e]
[FS)
()]
A
—
®}
g
wﬁ
8'
(]
W
|
A
—
®}
(4]
u‘ﬁ
—
o
(]
~J
W
A
o
(]
~
"]
Il
|
>
0
1)
(oW
1)
=
>
A
J’_
J’_

E = % < 4. Cum 3<x<4, rezultd [x] = 3.

4* 25* 10*
L:571. Siaserezolvein R, ecuatia + > = . Adrian Stan, Buziu
log,(x+1) logs(x+1) lg(x+1)

2 2x 2 X
25" == | lg2—| =| +1g5=0.
(sj s (sj s

2 X
Notam cu (gj =1)0, rezulta ecuatia 1g2-#> —¢+1g5=0 cu solutiile £, =1=>x, =0;

1 1
git2=g—5:>x2=log2 le> .
g2 g2

L:572. Fie a,b,c >0 astfel astfel incat a + b+ c =3. Aratati ca are loc inegalitatea:

Rezolvare: Ecuatia data este echivalentd cu 4" 1g2+25"1g5=10"

2 2 22
a +b +c
( ) .ab+bc+c§z23 +n, unde 0 <n<2.

a’b+b*c+cta a +b*+c
Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
Rezolvare:
Pentru inceput vom arita ca dacd a,b,c > 0 astfel astfel incat a + b + ¢ = 3, atunci

a +b* +c* >a’b+b*c+cta. Astfel, 3(a2 +b +cz)=a2 (3—c)+b2 (3—a)+c2 (3—b)+

+ab® +bc® +ca’ =a’ (a+b)+b* (b+c)+* (c+a)+ab® +bc® +ca’ =a’ +
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+ab® +bc* +ca* = d? (a+b)+b2 (b+c)+c2 (c+a)+ ab® +bc* +ca’ =a’ +
b+ +a’b+ab* +b*c+bc’ +ca+cd :(a3 +c12b+czb2)+(b3 +bzc+bcz)+

(c3 +cza+ca2)AM> M33/a3 -a’b-ab’ +33/b3 -b*c-bc? +3%/c3 -c*a-ca’ = 3(a2b+bzc+c2a), de

unde a* +b*> +c* 2 a’b+b*c+ca. Acum, revenind la enunt,
2, p2 % 2, p2 2)\2
a +b +c ab+bc+ca> a +b +c N ab +bc + ca
. > n- —
a’b+b*c+c’a a +b*+c* a +b* +c? a +b* +c?
ab+bc +ca . . ab+bc +ca
a2+b2+cz+n~ﬁ, deci este suficient si aritim ci a2+b2+cz+n~ﬁ2n+3.
a +b" +c a +b +c
99—t ab+bc+ca
Note‘tm,t=a2+b2+02:>ab+bc+ca=T.Astfel, a2+b2+cz+n~T2n+3
a + +C

<:>t+n-%23+n<:>2t2+9n—nt26t+2nt c>2t2—3t(n+2)+9nZO@(t—3)(2t—3n)ZO.

L . . 2 :
Ultima inegalitate este adevarata deoarece 9 = (a +b+ c) < 3(a2 +b° +¢? ) =a +b° +c° =3, iar

21 >26>23n<=0<n<?2.

bn+1 n+l Cn+1 +an+1 an+1 +bn+1
L:573. Dacaa,b,c>1sineN ,sasearateci log +log, +log, ————=>3n-3.
a 2 2 2 2 c 2 2
b +c c +a a“+b

Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Vom stabili mai intai urmétoarea inegalitate:

n—1
an+l+bn+l >(a2 +b2J

Dacda, b, ¢ > 0, si neN", atunci:
a’+b* a+b

Demonstratie. Pentru n = 1, inegalitatea este evidenta. Fie ne N,n>2.
In inegalitatea lui Holder, pentru doua perechi de numere reale pozitive,
2 2 n—1 n—1

a : T n n :
xlz n—1 ’x2: n—1 9y1 =a :y2 =b ’p:naqzn_laavem-
a’ b
1 n—1
n n \n n n | n
2 2 n=1 "\ p—1 n=1 "\ n—1 2 n—1 2 n—1
a b — — a — b —
+ [a”j +[b") > a + b " =
n—1 n—1 n—1 n—1
aT bT aT bT
1 n-1 nil | 70+l 2, 2\ !
- = _ n a" +b a“+b
(@ 4™ )i (a+b) 7 2a® +b> (0" 46" a+b) 2> 402 f & L0 s .
a“+b a+b

Scriem relatiile analoage, aplicam logaritmul in bazele supraunitare c, b, a, si prin adunarea

ntl | g utl 2, .2\"! 2,42
a”+b a +b a +b
lor, avem: E log, PERER E logCL b j (n-1) E log, b >(n-1) E log.vab

n—1 n—l1 n—1
= = >_ 6= —
5 E log, ab 5 E (log, a+log,b)> 5 6=3n-3.

In ultimele trei inegalitati s-au aplicat inegalitatile:

2 2
X +y Xy
> x>0, —+=2>2:x,y>0.
Xty \NXV3X, Y b y

1 1 1 1
L:574. Aratati ca in orice triunghi nedreptunghic ABC avem: —+ —+ > .
2+tg°A4 2+tg°B 2+t C 2

Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Coméanesti
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Rezolvare: Notand x =1gA,y =1gB,z =1gC , inegalitatea datd devine:
1 1 1 1
>+ -+ >
2+x° 24y° 2+z° 2
Eliminand numitorii si {indnd cont de faptul ca x+ y + z = x)z , inegalitatea este ehivalentd succesiv cu

16+4x° +4y° +42° > x*y° 2" S 16+4(x* +y* +2°) > (x+ y+2)°
S164+3(x° +y* +2°) 20w+ 12 +20) 20 16+ x° + Y + 22 +(x— )’ +(y—2)> +(z—x)> >0,
adevarata.

Inegalitatea este strictd. Egalitatea are loc daca triunghiul ABC este degenerat, adica doua dintre
unghiuri sale sunt drepte si unul este nul.

< A . . 2 o v - . . .
L:575. Saserezolvein R ecuatia 8sinx-cos” x = \/g si si se arate ci ecuatia are o infinitate de
s 0
solutii x=7,cu neN.
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
Rezolvare:

Evident sinx)0 = x € (2kz;(2k+1)7), k € Z. Ecuatia data este echivalentd cu 4sin 2x-cos x = J5.

Daca x € [% +2km; m+ 2k7rj = cosx(0si sin2x =2sinxcos x{0, deci sin2x-cosx)0. Domeniul de

existenta al solutiilor reale ale ecuatiei este D = U (2k72'; 2k + 1)72') \ (U {% + Zkﬂ}j cR

ke kel
y o . . 5 . . 5 :
Daca ecuatia initiald o scriem ca 2sin 2xcos x = — =>sin3x+sinx = > Sau mai departe putem
scrie 8sin® x—8sinx++/5 =0. Notand y=2sinxe (O; 2) si ecuatia devine y° —4y+\E:O:
3
y +(\/§) —4(y+\/§):0::>(y+\/§)(y2 —y\/§+l):0: ¥’ —y«/§+1:0 cu solutiile:

NCES|

Via = 2 6(0;2).Cum y=2sinx= §, :{(—1)" arcsin

\E+1
4

+k7r|keZ},

S, = {(—l)k arcsin + k72'|k € Z} Multimea solutiilor reale ale ecuatiei este S =5, U.S,.

Pentru a demonstra existenta infinitatii solutiilor ecuatiei de tipul x =#°, cu n € N, vom considera cazurile
pentru k par si impar dupa ce scriem S, = {(—l)k -18° +180° -k|k € Z} si
S, ={(-1)"-54" +180° - k|k e Z} .

5+1
S-a folosit faptul ca cos% =c0s36’ = \FT =

cos72° =2cos’*36° —1= =5sin18" = arcsin =18’ iar

\/§+1 4 OS\/§+1
4

arcsin 1 =——arcc

2_6+2¢§_4_;J§—1 J5-1
16 4

=90° —36" =54°,

Pentru k par: k =2meN=>x, =18" +180" - 2m = (20m +1)-18°, si

x, =54° +180° - 2m = (20m+3)-18°, cu m natural;

Pentru k impar: k =2m+1eN=x, =-18"+180° +180° - 2m = (20m+9)-18°, iar
x, =54 +180° +180° - 2m = (20m +7)-18", cu m natural;
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L:576. a) Si se determine a,,q,,......,a, € N pentru care

(I+x+m)(1+x)"" =a, +ax+ax" +....... +a,x", VneNysipentru orice x € R\ {—1}.

b) Calculati suma: S=1-2-2C'+3-2’C? —4-2°C +........ +(=D)"(n+1)2"C .
Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
Rezolvare:
a) Fie f(x)=(+x+nx)1+x)"" =(1+x)" +nx(1+x)"". Folosind binomul lui Newton, membrul

stang se scrie restrans astfel: ZCkxk +Zka g —Z(k+l)Ckxk si identificind cu membrul drept se

=0
gasesc coeficientii @, = (k+1)C' eN, Vk= 0,n.
b) Dina) rezultd 1+-2C | x +3C>x* +.......... +(n+)Cx" =(+x+mn)(1+x)"",neN,xeR\ {—1}.

Pentru x= - 2 se obtine S =(-1)"(2n+1), VneN.

= Clasa a XI-a

RY/4 21z 7
-L:577 . a) Dovediti inegalitatile: cos—)—; cos——(—
) & 16>4 100 8’

r Jne2

T . . .
b) Rezolvati in N* ecuatia sin—+cos—=——. Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
2n 2n 4
Rezolvare:
3z 3 R4 5+1.3
a) Cum 0(% (% (% si functia cosinus e descrescatoare pe [O ﬂ-:| = cos E> COS% = )—

b) Cu formula sina+cosa = \/5 cos(a —%j , ecuatia devine: 4\/5005(21 —%j = \/;+ \/5‘\/5 =
n

T T . .. . ) .
8cos (— - Zj = \E +2, (*), unde s-a notat 2n cu x; Evident, x trebuie s un numar par din multimea
X

[4 36] Fie f: [4 36]—)R f(x)= 8008(1—2] \/_ 2 derivabila cu derivata

fl(x) = —sm (Z —Zj ———=(0 = feste strict descrescatoare pe [4 36] Cum
x’ X 2J_

f4)- f(36)0=3x, [4, 36] unic , astfel incat f(x,) = 0 (conform Proprietatii lui Darboux ). Se gaseste
x =20 adicéd n= 10.

3(1-x)

L:578. Rezolvati ecuatia 3 2 -x=1. Marin Chirciu, Pitesti
3(x-1)

3 2

Rezolvare: Evident x trebuie sa fie pozitiv. Ecuatia data este echivalenta cu =1. Fie functia
x
) 3(A DI
N  (ZIn3-1)
f:(0;0) >R, f(x)= avand derivata f”(x) = 22 . Cum
x

lim f'(x) = oo, ling f(x) =o0,din tabelul de

x)0
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L . . . 1 2 .
variatie al functiei se observa ca ecuatia f(x)=1 are cel mult doud solutii. Acestea sunt x, = 3 —€|0; st

3In3
2
x,=le , 00 |.
3In3

L:579. Determinati functiile continue f : R — R pentru care
fx+y)=F0)+ )+ (x+y) (" +xv+y7),Vx,y € R.

R Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare. Inmultim relatia datd cu 5 si aceasta devine:
S5F(x+y)=5F(x)+57()+5xp(x’ +2x°y+2xp° +1°) &
5F(x+y)=5f(x)+57(y)+5x"y+10x’y* +10x°y’ +Sxp* <
S5+ =5f()+57(0)+(x+y) —x* =y S5F(x+3)—(x+1)’ +57(x)=x" +5/(») - »".
Notam g(x) =57 (x)—x",g: R — Rsi atunci ultima relatie devine:
g(x+y)=g(x)+g(»),Vx,y € R (ecuatia functionald Cauchy)

Cum functia f este continua rezulta ca si functia g continua si cum g verifica ecuatia de mai sus,

5
. * . CDC + x *
atunci g(x)=ax,acR .Functia datd este f(x) = ,A€R .
L:580. Daci g, R, iec {1,2,...,77}, atunci sa se demonstreze ca sirul x, = Z este marginit.
=1 a +e
Constantln Rusu, Ramnicu Sarat
2a’e” —
Rezolvare: Cu inegalitatea MH-MG avem 2— < wlal.ze”’ ,i=Ln,).
a; +e’

Consideram functia £ : R — R, f(x) = x’e". Deoarece,

2 L'H L'H
X . 2x .2 . .
= lim = lim — =0, rezulta ca y = O este asimptota orizontala
x—>—0 _ o~ " x—>—0 o~ ¥

hm f (x) = lim =
X—>—00

la —oo

Functia f este continua si derivabild deoarece este produs de functii elementare continue si derivabile. Avem

fl(x)=e"2x+x*) si f'(x)=0<> x=0sau x =—2. Rezultd urmatorul tabel de variatie

X — o0 -2 0 + o0
f’(x) e s ) o++++++++++++++++++++++++++
eZ
4

4 2
Deducem ci f are un maxim absolut egal cu — . Deci, x’e* < — - & x’e" <=, VxeR, Q).
e’ e’ e

2a’e” 2 —
Din (1) si (2) obtinem ———— < —, care sumate pentru i = 1,# conduc la
a +e% e
“oare” n 1) . , _
Zﬁ <—<x, €|0,—|,1ie. concluzia dorita.
i=1 d; +e e e

(3x+«/§)n+(3x—my

n

L:581. Pentruorice ne€ N, n>2, si se calculeze lim

X—>0 X

.
b

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:
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2 ., 2.,
(Bx+x 1—%)”+(3x—x 1—%)" /-{(3+ 1—?) +(3- 1—)62)}
L:llm X X :hm :4n+2n‘
e .x" X—>0 /X,/
m Fie A o matrice pitratici de ordinul 2 cu proprietitile det(4+3/,) =4 si det(4—-2/,)=9.8Sa

2018

se calculeze (A4+1,) Adrian Stan, Buzau

Rezolvare:

. a b a+3 b
Fie A= eMz(R): A+31, = =det(4+31,)=4 < (a+3)d+3)-bc=4.
c d c d+3

a—2

b
J ZJ =det(4-21,)=9 < (a—2)(d—-2)—bc=9. Scazand ultimele doua relatii se
c —

A—212=(

obtine ca a+d =-2 si ad—bc=1. Dinrelatia A’ —(a+d)A+(ad—bc)l, = O, se obtine prin inlocuire
2018

cd A +24+1,=0, & (4+1,)’ =0,=(4+1,) =0,.

= (Clasa a XII-a

5
L:583. Si se determine primitivele functiei: / : (0; Z) >R, f(x)= L3 .
2 I+cos” x
Marin Chirciu, Pitesti
sin x 1
Rezolvare : X)dx = dx = -(—cosx) dx =
'[f( ) I cos x(1+cos”’ x) I cos x(1+cos” x) ( )
1 1
:Icoszx-( —— )-(—cosx)" dx =
cos’x 1+cos’x

1
I (cosx) dx + I cos® (cos x)" dx = —In(cos x)+=In(1+cos’ x) + C.
Cos X 1+ cos’ 3
4-(2x— 1)2016
(2 + 1)2018
( data la Concursul interjudetean “Laurentiu Panaitopol”- Giurgiu, 2017)

1
2

L:584. Si se calculeze integrala / = I Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu
0

Rezolvare
24.(2x —1)20 ¢ 1 2x—1 4
J. (2x 2)018 = J.tzomdt =—— S-a folosit substitutia # = al =dt = 4
2x+1) b 2 2x+1 (2x+1)

L:585. Siserezolvein C ecuatiile:  a) 64x* —64x° +8x+1=0;
b) x* +8x” +24x” +32x— 65092608 =0. Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:

a) 64x* —64x’ +8x+1=0< 64x" +16x> +1-64x" —16x" +8x =0 < (8x* —4x—1)> =0.

1+3
4 }

Din 8x2—4x—1=0:>xe{

b) Se face substitutia x = 2y rezultind 16" +64)° +96)° + 64y — 65092608 = 0 <
(y+1)* =4068289=2017" < [ (y+1)’=2017 |-[ (y+1)* +2017 | =0 cu solutiile
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ye{—lix/2017,—lii»\/2017} , de unde,xe{—2i2»\/2017,—2iix/2017}.

L:586. Daci x,,x,,x, sunt ridicinile ecuatiei x’ —x—a=0, aeR*, calculati suma

1-x N 1-x, _'_l—x3

= . Marin Chirciu, Pitesti
I+x 1+x, l+x

_— 1-x . .
Rezolvare: Cu substitutia 7 = Tox suma cautata este S =1, +7, +1;, unde #,,%,,t, sunt radacinile ecuatiei
+X
4-3a
at’ + Ba—4)t* +Ba+4)t+a=0; Rezulta S = .
a

L:587. Sise arate ci ecuatia x™""' +Cx™" +Cox”" 7 +....+C''x’ +2C "x+m =0 are cel putin o
ridicind nuli, m fiind un parametru real.

Petre Rau, Galati
Rezolvare: Stim ca x, +x, +x; +....+Xx,,,, =0si x, - x, - x;-....-Xx,,,, = —m. Pentru m # 0 = ecuatia nu are

radacini nule si poate fi scrisd de forma x[(x2 + 1) + 1i| =—m. Atunci, cel putin o radicina a ecuatiei date

este pozitiva si cel putin o radacind este negativa. Fie, de exemplu, x; rddacina pozitiva iar X, radacina
negativa. In acest caz din ecuatia restransa, pentru x; pozitiv rezultd cd m este negativ, iar din x, negativ
rezultd ca m este pozitiv. In concluzie rezultd cd m=0, ceea ce inseamna cad ecuatia datd are cel putin o
radacina nula.

. Daci ecuatia (1):ax® +bx° +ex’ +dv+e=0 (unde a,b,c,d,e<R’) are ridacini reale
distincte in progresie aritmetica, atunci, determinati radicinile ecuatiei

(2): 4ax’ +3bx* +2cx+d =0, in functie de ridicinile ecuatiei (1) si aritati cii sunt tot in progresie

aritmetica.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Fie x,,x,,x;,x, solutiile ecuatiei f(x)=ax" +bx’ +cx’ +dx+e=0.

. X +x, x,+x; O
Din ipoteza rezulta 12 =2 5 =k

4
f(x)= aH(x —x,)=a(x’ — 2kx+m)(x* —2kx+ n), unde am notat m = x,x, si n = x,x,. Deoarece
k=1

+
dax® +3bx* +2cx +d = f'(x) avem ci ecuatia (2) f'(x) = 4a(x — k)(x* — 2kx+ m2 n) =0 are
X, +x X, +x X, +x
solutiile: y, = # + \/xl2 +x; —2X,%,5 ), = % sV = % —\/x,2 +x; —2x,%, .
D ntys e e e e . R . .
eoarece T =y, rezultd ca si rddacinile ecuatiei (2) sunt In progresie aritmetica.

L:589. Fie f,g. h: [O;%} - R, f(x)=cos*x, g(x)=sin"x, A(x)=2sin’ x-cos’ x. Si se calculeze

[[/ () +g(x)=3h(x) . Adrian Stan, Buziu
Rezolvare:  f(x)+ g(x)—3h(x)=cos* x+sin® x—6sin” xcos’ x = (cos” x +sin” x)* —8sin’ xcos” x =
=1-2sin’ 2x =cosdx. Atunci, [[£(x)+g(x)~3h(x)ldx = [ cos dxdr === e

L:590. Sa se determine functia derivabila /: R— R cu proprietatea ca :
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f(x)=sinx+je"f(x—t)dt,Vx eR si f(0)=0. Gheorghe Ghiti, Buzau

Rezolvare :  Cu schimbarea de variabild x—f=u, avem:

0 X X
f(x)=sinx—J‘e”_xf(u)du,‘v’x eR&S f(x)=sinx+e " Ie"f(u)du,VxeR@ e’ f(x)=e* Sinx+J-e”f(u)du,VxeR.
X 0 0
Prin derivare, obtinem: e” f(x)+e* f (x)=e"sinx+e” cosx+e” f(x),VxeR< f*(x)=sinx+cosx,VxeR.
Prin integrare, rezultd cd f(x)=sinx—cosx+C.
Din conditia f(0)=0,rezulta C=1,si atunci functia cerutad este f(x)=sinx—cosx+1.

X 2
., e cosx+sin” x . A y
IL:591|. Sa se calculeze Ie’ . - - dx ,xeR,. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
(e* +sinx)

. e‘cosx+sin’x
Rezolvare: _[ e - — 3 =
(e* +sinx)

J- . e"cosx+e"sinx+sin2x+sinxc0sx—e"sinx—sinxcosxdx
o e . =
(e* +sinx)’

dx:

_J- e’ (sinx+cosx)(e’ +sinx)—e" sinx(e’ + cos x)
(e* +sinx)’
/
e sinx)'(e” +sinx)—e" sinx(e* +sinx e"sinx e sinx
_[ (esinot )—e s LA | LS PRSI LE S
(e* +sinx) e’ +sinx e’ +sinx

L:592. Daca [ : [0,1] — IR este o functie integrabila, aratiti ci are loc inegalitatea:

I I 4 1
_[ f* (x) + (J.f(t)dt] <\2- Ifz (x)dx. Florin Stiinescu, Giesti, Dambovita
0 0

0

Rezolvare: Dacd x > 0, cu ajutorul inegalitatii C-B-S, putem scrie:

2
(LEH. 1+x2) S(1+1)[Ez+xh+x22} 2(1+2x+x")=2(1+x), de unde,
2
\E+l-x/1+xzéaf2(l+x)2:\E(1+x):> x+1,x2+1£x 1fx *1 <1- \E+x
R . 2 . 1+x4 2
Acum, inlocuind pe x cu x°, rezulta 2 <l—-x+x".

1
Daca j f (x)dx = 0, atunci inegalitatea din enunt este evidenta.
0

/(x)
f(¢)dt

Presupunem ca I f (x)dx # 0. In ultima inegalitate, punand ,inloc de x, siapoi integrand

0

S — —

inegalitatea rezultatd, se obtine cerinta problemei.
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»Oamenii pot fi ficuti sd urmeze o cale de actiune,
dar se poate si nu fie ficuti si pentru a o intelege.”
Confucius
(551- 479)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

G:772.  Punctul M apartine segmentului [AB] sl []\43] este de 23 ori jumatatea treimii sfertului
segmentului [AB]. A cata parte din [AB] este [AM ] ? Ion Stianescu, Smeeni, Buziu

G:773| Precupeata loana vinde in piata oud. Ea reuseste sa vanda intreaga cantitate in 4 zile dupa cum
urmeaza:

A . .. z .. . o I T

In prima zi vinde 3 din cantitatea totala de oua si 3 dintr-un ou,

- L2 : NI R

In a doua zi vinde 3 din cantitatea ramasa dupa prima zi si 3 dintr-un ou,
A N z .. . o o o .. 1

In a treia zi vinde 3 din cantitatea ramasa dupa a doua zi si 3 dintr-un ou,

A .. z .. . g .. .1 A A s <
In cea de-a patra zi vinde 3 din cantitate dupa a treia zi si 3 dintr-un ou raménand astfel fara niciun ou dupa

cele patru zile. Cate oud a avut precupeata intial?
Ramona- Carmen Grigore, Maria Boborel , Craiova

G:774. Determinati numarul natural ab stiind ca ad’ +aax (a_b - b) +b=2018.

Nicolae Iviaschescu , Canada
. = 201 2 201 * = .. - . - .
G:775. Fie numarul x = 2.5 _7 5 e N". Si se afle n stiind ci: suma cifrelor numarului x este

36348.
TulianaTrasca, Olt

G:776.. S se scrie numerele 38, 38, 38”,n €N ca suma de trei patrate perfecte nenule si distincte.
Marin Chirciu, Pitesti
G:777. Scrieti numarul 1035 ca diferentd de doua patrate perfecte.
Diaconu Radu, Sibiu, Sclipirea Mintii, 21/2018
G:778. Determinati valorile naturale ale lui n pentru care numarul a=0,7+1,7+2,7+....4+n,7 este, de
asemenea natural.
Marian Ciuperceanu , Craiova
G:779. Si se determine cifrele a si b stiind ca in sistemul zecimal restul impartirii numarului aaaa la ba
esteab .
Petre Riu, Galati
G:780,. Determinati numerele prime P si g astfel incat p* —¢q sip* +¢q sa fie de asemenea numere prime.
Lucian Tutescu , Grigorie Dan — Lucian, Craiova

G:781|. Aratati ca numarul N =111...1 este compus.
W_/

2010del
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

G:782. Sa se arate ¢ numarul 2°">-3*"*' 4+ 7" este divizibil cu 13 pentru orice numar natural n.

Gheorghe Ghita, Buzau
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G:783|. Determinati catul si restul impartirii numarului 7°°'*la 87" TulianaTrasca, Olt
G:784|. Notiam cu A4 multimea numerelor de cinci cifre distincte formate cu elementele multimii {1,2,3,7,8}.

Determinati m € A astfel incat 4m € A .(In legatura cu problema E:14596)
Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau

G:785. a)Determinati cel mai mic numdr natural de forma a” + b care are 25 de divizori cu proprictatea ca
asi b sunt numere naturale, prime intre ele.;
b) Determinati toate perechile (a,b) de numere naturale, prime intre ele, astfel incat a” +b” este cel mai mic

numar care are 25 de divizori.
Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

G:786.. Sa se demonstreze ca 10" —10" se poate scrie ca sumd a 18k patrate perfecte nenule oricare ar fi
n si k numere naturale nenule.
Marius Driagan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

este reductibila.

46391
-G:787 . S& se arate ca fractia ' =
| 34289

Ionel Tudor , Cilugareni , Giurgiu

= Clasa a VI-a

+1 3
G:788. Aflati x, y, z, intregi, daca XT =—= Ll . Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
y o ox-

G:789. Gasiti cel mai mare si cel mai mic numar natural cu cifre diferite, astfel incat cifra miilor sa fie7, iar

produsul cifrelor din stanga lui 7 s fie maxim si egal cu produsul cifrelor din dreapta lui 7.
Petre Piunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman

G:790. Sa se arate ca numarul m=4072324 este patrat perfect iar numarul n=1357441 este compus.
Ionel Tudor , Cilugareni , Giurgiu

G:791. Determinati cate regiuni determina 2019 dreptre coplanare, oricare doud neparalele si oricare trei
neconcurente.
Nicolae Ivischescu, Canada

G:792. Rezolvati in numere intregi ecuatia: x+ 7xy =—11.
Radu Diaconu, Sibiu

G:793. Determinati numerele naturale X, y si z stiind ca satisfac simultan conditiile:

1) . % = Z; 2) xyz=2xy+xz+5yz, Mircea Mario Stoica, Arad
G:794. Fie a,b,c € N, pentru care existd numerele prime intre ele x siy cu x+ y =n, unde n € Nastfel
2a—-b)(c-2
(Qa-b)e=2a)
Xy

G:795. Sa se arate cd pentru orice k natural, k>1, numarul A = 9519 +29% +.. +99* se divide cu 540 atunci
cand k este impar si cu 30 atunci cand k este par.

incat 2na = xb+ yc. Aratati ca Marin Chirciu, Pitesti

Petre Rau, Galati
G:796. S se arate ci oricare ar fi cifra nenul x, numarul 4 =20817""*" +8102** +2083"**" este

divizibil cu zece.

TulianaTrasca, Olt

G:797. Demonstrati ¢d numarul 999...9 +199...900...0 este compus.
— ——
2011de9 1005de9,1005de0
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
______ ab+ac+b ac+ad+2c ab+ad+b+2d

2a+3 3a+3 4a* +5a




_ - PROBLEME PROPUSE-
Sclipirea Mintii 21
Gheorghe Ghita, Buzau

G:799. Trei copii au impreuna 410 lei. Dupa ce fiecare cheltuie din banii proprii 75% , 80% respectiv
85%, atunci rdman cu sume egale de bani. Cati bani a avut fiecare la inceput?
Marian Ciuperceanu , Craiova

G:800.. Stabiliti paritatea numérului 4 =(n+2011)(37+5)(n+2018)+7", unde neN.

TulianaTrasca, Olt
. a) Fie k si m numere naturale nenule. Aratati cd dacd 4= (n, +1)-(n, +1)-...-(n, +1)—1 si
B=n_,+1)-(n,,+-...-(n,, +1)—1,atunci AB+ A+B=(n,+1)-(n,+1)-...-(n,,,, +1)—1.
b) Pe o tabla sunt scrise inversele numerelor 1, 2, 3,..., 2017. Alegem doua dintre numerele de pe tabla, le
stergem si 1n locul lor scriem numarul obtinut prin adunarea sumei lor cu produsul lor. Continudm procedeul

pana cand pe tabla ramane un singur numar. Care este ultimul numar ramas pe tabla?
Marius Dragan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu

G:802. Daca doud siruri a,,d,,...,0,0,5 $i b;,b,,...,b,,,; sunt construite dupa regulile :

+
(i)a, =1999si a, =2003;(ii) b, =2011sib, = 2017 ;(iii)Z—’7 = % (n > 2) si fiecare fractie Z” se
a0,

n n n n

cy e s . .. . . . . a
consider ireductibild, atunci determinati cea mai mare si cea mai mici fractie de forma —~ .
n
Marius Driagan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
e e . X .z . . X z X z
G:803|. Sa se arate ca exista o infinitate de fractii — si — cu x,y,z, € N* astfel incit —+—=—-—
Y ! y t yt
Viorica Dogaru , Giurgiu

- Clasa a VI-a

G:804. Rezolvati, in R, ecuatia % + Zx:z + ZZ:E + 22:3 =4 Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

G:805. Fie a,b > 0 astfel incat @’ +b> =2018ab. Aritati ca: a+b <2018,

Diaconu Radu, Sibiu,

, iy . . 1 .
G:806,. Numerele reale strict pozitive a,,a,,a,,... verificd relatia a,,, =a, +—, oricare ar fi numarul
a

n
natural 7. Sa se demonstreze cd a,gq5, Aj9g45---» 47 SUNt Mai mari decat 63.

Marius Driagan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

. Sa se arate ca numarul 284" se scrie ca o suma de 8 patrate perfecte pentru # numdr impar si ca o
suma de 64 de patrate perfecte pentru 7 numar par.

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
8ln’ 9n’
-—— 0 este natural.

8

G:808.S4 se arate ca pentru orice numar natulal n, numarul

Petre Réu, Galati

.Rezolva‘gi in multimea numerelor intregi ecuatia x° +)° —65x+21y+1166=0.
Mircea Mario Stoica, Arad
.Determina‘gi cite numere naturale mai mici decat 999999 , se pot scrie in forma n* —4n’ +6n" —4n |
unde 11 € N. Care este cel mai mare dintre ele ? Ionel Tudor , Calugareni , Giurgiu

.Rezolva‘gi ecuatia \/ 6— x5 — \/ 7-2J10 =2 -1. Nicolae Iviischescu, Canada
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\/2017 2018 - \j2017 2018-+/2017-2018

\j[2016 2017 + xf2016 2017 ++/2016-2017
Marian Ciuperceanu , Craiova

: 12 Vn?
G:813|. Sa se calculeze partea intreagd a numarului: 153 + 2\/3_4 +.o.t (n—lr;nzrnsﬂ) JneN,n>2.

Gheorghe Ghita, Buzau

G:814. Aflati perimetrul triunghiului AABC , stiind ca m(<c4) =105°, m(<«B)=15°, AC =23 cm.
Badea Daniela, Ploiesti, Prahova
G:815|. Determinati aria trapezului ABCD, cu AB||CD , AB=64 cm,BC=40 cm,CD =14 cmsi

DA=30 cm.

G:812. Arétati ca

Marian Ciuperceanu , Craiova

G:816. Daci un triunghi oarecare este asemenea cu triunghiul format de medianele sale atunci determinati
raportul de asemanare.

Nela Ciceu, Rosiori, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

= Clasa a VIII-a

G:817. Rezolvati ecuatia 5x” +10y” +10+14xy—10x—12y =0. Nicolae Ivaschescu, Canada

G:818. Daci x € R, rezolvati ecuatia 3* 12x + 3| + [2x+3] = 13, unde

din x respectiv partea intreaga a lui x. Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

, respectiv, [x] reprezintd modul

G:819. Stiind ca inegalitatea 1895x(x> —4)+1004(x—2)>0, este adevarata, atunci si se arate ci daca a,h>0,

3 3
atunci are loc inegalitatea 189{Z—+b—J 89‘(2 bj+200& Gheorghe Ghita, Buzau
a

G:820,. Determinati toate tripletele de numere reale nenule (a,b,c), care verifica relatiile:

2 2 2
b c a .

a— (—j =b— (—J =c— (zj =1. Marius Driagan, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
c a

G:821|. Pentru ce valori naturale ale lui a expresia E=a""" —a'"” +a* —a se divide cu 2018 ?

Petre Rau, Galati
G:822. Cu formule de calcul prescurtat, descompuneti in factori:

2ab +3cd ﬂ 2abcd )
A= s + 3 -1, a,b,c,d)0,reale. Petre Piunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman
G:823| a) Sa se arate ca existd numerele naturale nenule x si y, cu x>y astfel incat

n(n+1)(n+2)

)62—y2 :(k+1)3—k3,VkeN* si deduceti suma P422 43+ . +n° = , Vne N*,

o 42243+ +1°
b) Determinati » € N* | pentru care 15243 , este numar natural.
+2+5+...+n

Ionel Tudor , Calugéreni , Giurgiu
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G:824. Fie x,1)0 si x’+)”’ =x—y.Sasearate ca: x-y(1 si x*+y*(l .
Alina Tigae, Simona Miu , Craiova

G:825|. Sa se arate ca:
3

2 3 N
patlya@+h) oo gy 9tlcd +1,‘V’a>0; if) a2+12\/a2—a+1241/a2+1,Va>0-
a +

2 a +1 2 at+

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu

G:826 Dacd x,y>0si x°+)° +(x+y)’ +18(x+y)+27xy =1620, calculati x+ y.

Marin Chirciu, Pitesti
G:827. Rezolvati, in numere reale, inecuatia: x* —2x" —x+2 ( 0.
Marian Ciuperceanu , Craiova
3

a+l < +1
a® +1
Nela Ciceu, Rosiori, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau

G:829. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C' D', notim AB = a, BC = b, AA'= c. Stiind ci latura
S[BDD'] _ 1+ V17

JS[4BCD] 442

triunghiului BDD', iar S[ABCD] este aria dreptunghiului ABCD. Radu Diaconu, Sibiu

G:828|. Sa se demonstreze ca ,Va>0.

c verifica ecuatia 4x° —S5x—2=0, aritati ca: unde S[BDD'] este aria

- Clasa a IX-a

L:593\. Fie m un parametru intreg astfel incat ecuatia x> —mx +m+2010 =0 are o ridicind numdr intreg.
Rezolvati ecuatia si determinati parametrul 72 .
Nela Ciceu, Rosiori, Baciu si Roxana Mihaela Stanciu, Buziu

L:594. Si se demonstreze ca (pg —1)* >16(p —1)(q —1), oricare ar fi p,q > 3.
Neculai Stanciu, Buziu, si Titu Zvonaru, Comanesti.

L:595. Si se determine cel mai mare numdr intreg a, asa incat ecuatia x° —4x° +(4—a)x+2a =0 sa aiba

o radacina intreaga si celelalte nereale. Petre Réiu, Galati
F+2t 43+ 4nt (n+1Y o
L:596|. Sa se arate ca: > 5 , Vn>1. Tonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
n

L:597. Fie (b,),., o progresie geometrica crescatoare cu termenii pozitivi. Demonstrati ca
b, —b >12n-1)b,,,—b),VneN". Marin Chirciu,Pitesti

+1

5 5
IL:598. Fie functia f:R—*R care verifica relatia %f(x)+§f(201 8-x)= 018 X+ 5 ,oricarear fi xeR.

Aratati ca f(x)+f(2018-x)=12 oricare ar fi XER . Determinati functia f.
Constantin Dinu, Buzau

N 4
. in triunghiul ABC,se dau a+b = 2\/5, b>csi m(A)=162". Sa se arate ca: S < 21\/55 ,

notatiile fiind cele cunoscute intr-un triunghi. Emil C. Popa, Radu Diaconu, Sibiu
L:600. Si se rezolve ecuatia: 2n{x}> —n’x+1=0,ne N . Gheorghe Ghiti, Buziu
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IL:601|. Rezolvati in multimea numerelor reale nenule sistemul de ecuatii:

z+L:2(xz+yz)
x 2y

2 1.

x 2y 4

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
L:601. Fie (b,), . un sir de numere reale in progresie geometrica de ratie q diferit de 1, atunci

demonstrati egalitatea:

1 2 i
n n + n 1 n + n 1 n Tt n 4 n =
Zbk Zbk+1 Zbkﬂ ’Zbk+2 Zbk+2 'Zbk+3 Zbkﬂ byiin
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
qi+1 1 1
= . ,Vne N ,VieN. Constantin Ciobica , Filticeni, Suceava

n

-1 "
1 Zbk 2 b
k=1

k=1
L:602. Fie ABC un triunghi oarecare , w, lungimea bisectoarei interioare corespunzatoare laturii a=BC a

, o ) a b ¢ a’+b*+¢?
triunghiului dat , etc. Demonstratica : —4+—+—2 2% _ Vasile Jigldu , Arad
w, w, w ab+bc+ca

a c

L:603. Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4. Pe ipotenuza[BC ] consideram punctul D astfel incat

C_D = % Stiind ca m(XCDA) =45, si se demonstreze ca AB =2- AC. Titu Zvonaru, Comanesti

DB

- Clasa a X-a

L:604. Folosind eventual identitatea x° —19x +30 = (x—3)(x —2)(x+5) rezolvati ecuatiile

a) 3’ —19-3"+30=0; b) Ig’ x—191gx+30=0. Constantin Dinu, Buziu
2 2
Vx® -1
L:605. Sa se arate cd ecuatia log,, [% + 2) = ;i >— nu are solutii reale. Adrian Stan, Buziu
X
L:606. Daci a,b,z,,z,,z, € C atunci,

|z, = z,|-|az, + az, + b <|z, — z,|-|az, + az, + b| +|z, — z,|-|az, + az, + B Gheorghe Ghiti, Buzau

. . . x4y =13
L:607. Rezolvati in multimea R xR sistemul de ecuatii ) 5 .
Xy+xy =-4
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buziu
L:608. Rezolvati ecuatia 29°* +31°* +1961** =29%-31* +29 -1961" +31*-1961".
Mircea Mario Stoica, Arad

ax
L.:609. Rezolvati ecuatia log , (x* —2ax+2a’) = -, a)l. Marin Chirciu, Pitesti
“ X" —ax+a
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1
ox T ,
L:610. Sa se rezolve ecuatia: arctg(32 j+ artcg (3x) = 17 Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
~ . n n n (4”) !
L:611,. Pentru n e N* fixat, si se rezolve ecuatia: C, -C., -C.,, = m .
-(n!

Ionel Tudor, Calugéreni, Giurgiu

+ ,j ‘txy+y’ .
L:612. Fie x,y,z)0 astfel incat (x+ y)(v+2z)(z+x)=1. Aratati céz(x YWY +xyty 2«/5 In

X+ y+2xy

ce caz avem egalitate ?
Marian Cucuoanes, Maragesti, Lucian Tutescu , Craiova

n+p-1 ‘ k+p

e T 1Y T

L:613. Sa se rezolve sistemul de ecuatii: P 1 i P ’
+p- +p-

e kP N2

k+p n+p-1

unde n,pke N, n>k+La,f R

Radu Diaconu, Sibiu
L:614. Daca ABC este un triunghi cu notatiile uzuale, atunci aflati mulfimea acestor triunghiuri care

verifica relatia b* +c¢* > 2a’.
Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

L:615. Sa se demonstreze ca in orice triunghi ascutitunghic ABC este adevarata inegalitatea:
. . 9 . — .
Zsm Asm Bcos C < e Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti
L:616. Dacid a,b,c sunt numere reale strict pozitive, aratati cd are loc inegalitatea:

ab bc ca a’+b*+c?
+ + +
a+b b+c c+a 2(ab+bc+ca)

2 . .
< E . (a +b+ c). Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita

- Clasa a XI-a

I 1 1
L:617. Se considera determinantul: d=|a 1 3b=0; a,belR.
3b a 1

a) Sadse calculeze d. b) Sase rezolve ecuatia d = 0.
¢) Daca a, 3b sunt radicinile ecuatiei x* =2x+2=0, sa se calculeze d.

Radu Diaconu, Sibiu

50 53 5
27 29 . Determinati x,y € R astfel incat X~ =x-X+y-1,.

. Fie matricea X :(

Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

1 1 2 2017 X
L:619. Se considera matricele A=0 1 3| ,B=| 1 si X=|y|lcux,y,zeZ.
0 0 0 0 z

= . 2018 . . -
Sa se rezolve ecuatia 4~ - X =B. Constantin Dinu, Buzau
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a b 0
IL:620,. Sa se calculeze 4", unde A:(o a O],a;te. Gheorghe Ghita, Buzau
c d e

. Fie nym)1 si matricele 4, B € M,(IR) care indeplinesc conditiile:
(i) det(A+n-B)=det(n- A+ B);
(i) det(A+m- B) =det(m- A+ B). Sa se demonstreze ca det(A) =det(B).
Marin Chirciu,Pitesti
L:622. Fie ae (—2; 2) fixat,iar /R >R, f(x)=2"+ 27 @ ¥3 Q5 e arate cd f(R)c [3;00).

Adrian Stan, Buzau

. Fie s, =2Jn+ Z , lim s, = s (constanta lui loachimescu).

n—>0

Claculati lim(s, —s)%/(2n— 1)!! .

D.M. Bﬁtinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

tg’a— T

L:624. Si se demonstreze inegalitatile : 2+ In(tg’a) ( 2—— ( 2+1tg'a-In(tg’a), Vae(— —
In(tga) 42

Ionel Tudor , Calugéreni , Giurgiu

L:625. Fie ae(0;1) si(xp)pyzgunsircuxy=b >0si x, =a’+a+/x, —ZanaJmfxn_l , n=l.
Aratati ca {xﬂ:}ﬂgu este convergent si calculati limx, .

n—0

Lorena — Luiza Cremeneanu , Constantina Prunaru , Craiova

» CLASA a XlII-a

L:626. Fie functia f:R—>R, f(x)=c"-(sin’ x+2018)+1,

—sin2x+e "

sin x+e ™ +2018
Constantin Dinu, Buzau

a) Ardtatica  f(x)— f'(x)=1—e"-sin2x ; b) Calculati /= I

2
+x+1
L:627. Si se determine functiile derivabile F': (O,oo) — IR cu proprietatea F '(\/; ) = L,Vx > 0.

x+1
Ovidiu Tatan, Rm. Sérat

- \/(e )9+ 2743 3)
—x+l 3\/56

1
IL:628. Sa se arate ca: J‘
0 x>

Radu Diaconu , Sibiu

L:629. Determinati primitivele functiei /:R =R, f(x)=cos’ x-cosax, xR unde a € R, a este dat.
Marin Chirciu, Pitesti
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L:630. Fie f:[a,b] — Ro functie pozitiva, derivabild cu derivata continui care are proprictatea
b
J (@)= f(b). St se demonstreze ¢ [ ((2x" ~3(a+b)x* +6abx)f (x)dv = (a~b)’ f(a).

a

Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

L:631. Daca f:R —> R este o functie de doud ori derivabila cu proprietatea ca existd a <b, astfel incat
f(a) = f(b) (f este neinjectiva), atunci existd ce(a; b) astfel incat:

7 @[ fdx=1 @Uf (@=37 (1.

Gheorghe Ghita, Buziu

VX2 +4) —(x—x* +4)"
Vx® +4

dx , (neN").

2
. Calculati: I (r+
0

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

2 1
L:633|. Sa se calculeze I = JO —————dx. Gabriel Tanase, Buzau
sin” x4+ cos’ x

L:634. Se considera operatia: X*Y = XY - YX, definitd pe multimea matricelor pétratice de ordin n. Sa se
arate cd submultimea M(A) = {XeM, | AX = XA} pentru orice AeM, A nesingulara, este parte stabila in
raport cu operatia indusa.

Petre Rau, Galati
. Se considera ecuatia x° —(2x, +2x, +1)x” +(x, +x, +2018)x—x, —x, —1=0, care are toate
radacinile reale x,x,,x;. Sdsearateca: (1+x,)(1+x,)=1+x; ; Rezolvati ecuatiain R .
Ionel Tudor , Céalugareni , Giurgiu

L:636. Sa se calculeze limita sirului (a,),., avand termenul general:

3n
2|cos(2n + 1)x| o
a, = I—dx. Vasile Mircea Popa, Sibiu

X
2

(in legatura cu problema C.O: 5074 din Gazeta Matematica nr. 11/2009).

L:637. Sa se calculeze limita sirului (un )‘121 avind termenul general:

u, = argthL+arg thL+...+argthL,
n+l1 n+2 2n

unde prin argth x am notat functia inversa a functiei tangenta hiperbolica (in legaturd cu problema 26295 din
G.M. nr. 4/ 2010). Vasile Mircea Popa, Sibiu

De unde se nasc erorile? Este de stiut cd doar din faptul ca vointa fiind cu mult mai ampla si
mai intinsd decat intelectul, ea nu se inglobeaza intre aceleasi limite, ci se extinde si la lucruri pe care
nu le intelege, care fiindu-i in sine indiferente, o fac sd se ratdceascd cu extrema usurinta, si alege

raul in locul binelui sau falsul pentru adevar.
Descartes
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»In order to improve the mind, we ought
less to learn, then to contemplate”.
Rene Descartes

IEA QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under

consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF
file) to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address,

and an e-mail address. Submited solutions should arrive before October 31, 2018.

PROPOSALS - QUICKIES
Q41. Proposed by Mihaly Bencze, Bucharest, Romania.

If x e (0,%}, then prove that — 8 + 3 >14.

sin®2x  sin® x+cos® x
Q42. Proposed by Mihaly Bencze, Bucharest, Romania.
az + by

If x,y,z>0and x+y+z=1, thenprovethatz > (a +b)z

xX+yz X+ yz
Q43. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
If ABC is a triangle with area .S and usual notations, then prove that
J@ +D0* +1) +:J(0* +1)(c* +1) ++/(c* +1)(a* +1) =835
Q44. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
Let f: R — Rbe a continuos and odd function and g : Ri — Rbe a continuos function such that
V241 1

1 : I dx
= — . S X , h .
g(xj g(x),Vx € R, . Compute ) (1 xz)(l ' 7ex )) where a >1

,forall a,b>0.

SOLUTIONS - QUICKIES
Q37. Proposed by Kevin Soto Palacios, Huarmey, Peru.
Let ABC be an acuted triangle. Prove that

93

tanA+tanB+tanC+si112A+sin2B+sin2CZT.

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Using well-known identities

2rp . 2rp
ZtanA _m and ZSlnzA :? ,
the inequality becomes 2rp >+ 2r2p > 9% s ! : +_2 > i
pz—(2R+r) R 2 p’—(2R+r) R° 4mp

1 L 9p\/_

&S —F > 2 . Taking into account by
P—(2R+ry R 4’

4R+r> prg (Doucet inequality); p° >2R* +8Rr +3r° (Walker inequality, in acute triangle );
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(Yang Xue Zhi inequality), it suffices to show that:
1 1 9(4R + r)

f—>
r*(R-2r) > R 4r(2R*+8Rr+317)
R—r
R*—Rr+r? 9(4R+r)
= >
R 4r(2R2+8Rr+3r2)

4R* +4Rr +3r* — —(2R+r)

< S8R —12R°r —21R*r* +20Rr +12r* >0 &

& (R - 2r)(8R3 +4R’r —13Rr* — 6r3) >0, true by Euler inequality R > 2r .
The equality occurs iff triangle ABC'is equilateral.

Solution by author. Lemma. If x, y,z > 0, such that xy + yz + zx =1, then

I 4 _93

xz (x+y)(y+z)(z+x) 2
AM -GM 1 1
Indeed, =xp+yz+2zx > 3Rx*y’z> & —>x"y°2° <:>—23\/§,(1).
27 xXyz
AM-GM

8=(2xy+2yz+2zx)° = ((xz +yz)+ (O +zx) + (zx + y)c))3 > 27(xz + yz)(Ox + zx)(zx + yx)
1 27 1 4
o >ZL ). + =
(xz+ yz)(yx + zx)(zx + yx) 8 xz (x+py)(y+z)z+x)
1 1 4 AM-GM 1 1 4
+ + > 33 . . =
2xyz 2xyz (x+y)(y+z)(z+Xx) \/2xyz 2xyz (x+y)(y+2z)(z+Xx)

M
:33\/ 1 1 >33\/3\/§.%7:3\/§%:&.

E . (xz + yz)(yx + zx)(zy + xp) @ 2

. . o T
Now we make the trigonometric substitutions x =cot A,y =cot B,z=cotC, VA4,B,C € [0, Ej and

A+ B+ C = 7. By Lemma and the facts
1 _ sinA4sinB 1 _sinBsinC 1 _sinCsin 4
cot A+ cot B sinC ~ cotB+cotC sind  cotC+cotA sinC

and the formulas
tan 4+ tan B+ tan C = tan Atan Btan C, respectively sin 24 +sin 2B + sin 2C = 4sin Asin Bsin C

] 4 943
>2V7 o

b

we obtain + >
cot Acot Bcot C  (cot A + cot B)(cot B + cot C)(cot C + cot A) 2
< tanAtan Btan C +4sin Asin BsinC > ? <tanA+tanB+tanC+sin2A4 +sin2B +sin2C > ?

SNE]

<:>tanA+tanB+tanC+sin2A+si112B+sinZC27, g.ed

Also solved by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania and Marius Dragan, Bucharest, Romania.

Q38. Proposed by Mihaly Bencze, Bucharest, Romania.

Prove that if a,b,c > 0, then (Zas(zigj > (Za{zlj .
a a

Solution by Titu Zvonaru, Coméanesti, Romania.
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Using the inequality x* + y° +z> > xy + yz + zx, we have

a> b ¢ _ab bc ca a b c
—+—5+—2——+——+——=—+—+—and
b c a bc ¢ca ab ¢ a

at b ¢ _ab bc ca b ¢ a
St St 2ot ===+,

c b ca ab bc ¢ a b

Yields

Then, we obtain

S (E (e () s oeo
Remark. By induction yields (Za g {Z F ] = (Za(z ;]n eN

Also solved by Marius Dragan, Bucharest, Romania.

Q39. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

b-"J(n+1)!
If ae (O, %j and b = arcsin a, then calculate lim W{Sm(#j - a}.

Un!

. n
Solution by Marius Drigan, Bucharest, Romania. We have lim

neo 21
m(n+1)! wm+D)! n n+l 1 e
———;limu, =lim . . =—-—-1=1so0
n+l 2l n e 2
— |
limu” 1=1; lim " :hm(n+1). 1 L n+l

. =lm =

n—»o hll/ln n—w n—»o0 n! "+”(7’l + 1)' n—o n+1/(n 4 1)!
bref(n+ 1))

Therefore x, = \/ﬁ£sm[LJ - aj = /nl(sinbu,, —sinb) =

=e.

If we denote u, =

n n—)oo Nn—>00
n!

n

n!
b b siné(un—l) b
=2-4/nl-sin—(u, —1)-cos=(u, +1)=b-4/n! ; ccos—(u, +1)-(u, —1) =
: : 2w, - 1)
2
sin — (u 1) B
p ccos2 +1)- e
n 7( N Inu,

Hence, lim x, =b~l-l'cosb~l~ln(limun =

n—0 e —>0

arcsin a .

n)_ beosh ~N1-a’
e a

Q40. Proposed by D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucharest, Romania.

Consider a triangle ABC with sides a, b, ¢, medians m,, m,, m_, interior bisectors w,, w,, w, and the
area [ .
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w
Prove that (m_ +m, +mf)( CRd A
a

Solution by Titu Zvonaru, Coméanesti, Romania.
lonescu—Weitzenbod 3

We have m> +m> +m’ :%(a2+b2+c )y > 4\/_F 3W3F, (1),

Also we have w, > h,,w, > h,,w, > h, soz z , (2).

cye cyc

h 1
By, a=h,(ctgB + ctgC) = — = ———  and analogously yields that
a ctgB+ctgC

Z(h—")z e )

oo\ a o (ctgA + ctgB)
1
By Iranian’s inequality (xy + yz + zx)Z— o ,Vx,y,z>0 , where we put
~(x+y)’ 4
1 9

x =ctgA,y = ctgB, z = ctgC and usin ctgActgB =1wededuce Y ———— > —, (4).

g4,y = cig 3 g; gActg é(agAHth)z @

2 2
27
By (1), (2), (3) and (4) we obtain (m_ +m, +mj)[wg +% j - 3\/_F—T‘/_F q.e.d.
a c’

Equality occurs if triangle ABC is equilateral

Also solved by Marius Dragan, Bucharest, Romania.

CALEIDOSCOP MATEMATIC

P1. in figura alaturata centrul patratului EFGH, cu lungimea
laturii de 4 cm, este situat in varful A al patratului ABCD. Fira a
sti care este lungimea laturii patratului ABCD sau micar a vreunui
unghi ficut de o latura a patratului ABCD cu o latura a patratului
EFGH, putem oare noi calcula aria suprafetei hasurate ?

G
1
P2. In figura aldturata sunt patru triunghiuri dreptunghice congruente 3 3
avand dimensiunile ca in figurd. Cu cét este egali aria unui triunghi? / X 1
1 \* K
3 3
1

Raspunsuri la pag 59.
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» Aceia care merg foarte incet, daca tin drumul drept,
pot inainta mult mai departe decit cei care merg repede,
dar se abat de la acest drum.”.

Descartes
(1596- 1650)

ﬂ Caleidoscop matematic

1. Inegalitati aproape fiara cuvinte

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti, Dan Sitaru, Drobeta Turnu-Severin, Neculai Stanciu, Buzdu

Inegalitatea Tsintsifas: Daci x, y,z > 0, atunci in orice triunghi ABC :

Yoy E 2 >0./3.[4BC], ().
y+z zZ+Xx xX+y
Egalitatea are loc daca si numai dacd x=y=zsi a=b=c.
Inegalitatea Nesbitt-Ionescu:Daca x,y,z > 0, atunci: al + J + z > é, (N-I).
y+z z+x x+y 2

Egalitatea are loc dacd si numai dacd x=y=z.

Inegalitatea Ionescu-Weitzenbock: Daca ABC este un triunghi, atunci:

a® +b* +¢* > 43 .[ABC], (I-W). Egalitatea are loc daci si numai dacd a=b=c.
(T)=(N-D: In (T) luam a=b=c.

(M= JI-W): In(T) ludm x=y==z.

2. Numere naturale care se regisesc in puterile lor

Prof. Kovacs Bela, Satu Mare
Cuburi perfecte, care se termina cu aceleasi cifre, respectiv grupe de cifre identice cu cifrele bazei.

1. Numere cu o singuri cifri: 0’ =0; I’ =1; 4’ =64; 5 =125; 6’ =216; 9° =729.

2. Numare naturale cu doua cifre:

24° =13824; 25° =15625; 49° =117649; 51° =132651; 75° =421875; 76’ =437876; 99° =970299.
3. Numere naturale formate din trei cifre:

125° =1953125; 249’ =15438249; 251° =15813251; 375’ =52734375; 376’ =53157376,

499° =124251499; 624° =242970624; 625° =244140625; 749° =420189749; 751° = 423564751,
875° = 669921875; 999° =997002999; .

4. Numere naturale cu patru cifre:

12493 = 1.948.441.249 3751° =52.776.573.751 4375° = 83.740.234.275
4999° = 124.925.014.999 5625°=177.978.515.625 8751° =670.151.588.751
9375° = 823.974.609.375 9376° = 824.238.309.376 9999° = 999.700.029.999
5. Numere naturale cu cinci cifre:

18.751° = 6.592.851.618.751 31.249° = 30.514.648.531.249

40.625° = 67.047.119.140.625 49.999° = 124.992.500.149.999

59.375° =209.320.068.359.375 68.751° = 324.965.351.768.751

81.249° = 536.357.148.681.249 90.625° = 744.293.212.890.625

99.999° = 999.970.000.299.999
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6. Numere naturale cu sase cifre:

109.375° = 1.308.441.162.109.375 109.376° = 1.308.477.051.109.376
281.249° =22.247.077.149.281.249 390.625° = 59.604.644.775.390.625
499.999° = 124.999.250.001.499.999 609.375° = 226.284.027.099.609.375
781.249° = 476.835.327.150.781.249 890.625° = 706.455.230.712.890.625

Generalizare: Tot asa mai departe, putem obtine astfel de numere, din ce in ce mai mari. De
exemplu, un numar de 10 cifre, cu astfel de proprietate este:
1.787.109.376° = 5.707.598.300.918.769.841.787.109.376
Presupunere: Existd numere oricat de mari, cu proprietatea, ca puterea a treia se termina cu
aceasi grupa de cifre ca si cifrele bazei.

3. Un impéarat a dorit si-1 puni la incercare pe inteleptul curtii supuniandu-l la o proba de
incercare. Astfel, impiratul a cerut si i se aduci doud urne in care, in una erau cincizeci de
bile albe iar in cealalti erau cinczeci de bile negre. in;eleptului curtii i s-a cerut sa aranjeze
cum vrea el bilele in cele doui urne astfel, atunci cind va extrage o bili fiara sia vada bilele si
cele doua urne de unde extrage, daca va iesi o bila alba va primi un dar pretios dar daca va
scoate o bild neagra va trebui sa piraseasca curtea.

Cum a procedat inteleptul ca si-si maximizeze sansa de a extrage o bila alba si astfel de a ramane
la curte?
Rezolvare:

Inteleptul curtii a procedat astfel: In prima urna a ldsat o singura bila alba iar in a doua urna, pe langa
cele 50 de bile negre le-a adaugat si pe celelalte 49 de bile albe.
Astfel, in prima urna exista o bil alba iar in a doua urna sunt 99 bile din care 49 albe iar 50 negre.
Problema revine la calculul unei probabilitati totale adica, dacd consideram urmatoarele evenimente:
A- reprezinta evenimentul ca bila extrasa sa fie alba;
Al- reprezintd evenimentul ca extragerea sa fie facutd din prima urna;
A2- reprezinta evenimentul ca extragerea sa fie facutd din a doua urna.
Atunci, probabilitatea ca bila extrasa sa fie alba este data de

P(A):P(Al)-R,l(A)+P(A2)-R,2(A):%-H%-%:0,5+O,5-O,49:O,5+0,245:0,745.

Réspunsurile problemelor de la pag. 57.
P1.

Se prelungesc dreptele BA si DA pana intersecteaza FE respectiv FG.
Astfel ca patratul EFGH este format din patru patrulatere congruente care au
aceeasi arie datorita proprietatii de simetrie a patratului fata de centrul sau.
Aria patrulaterul hasurat este o patrime din aria patratului EFGH, adica 16:4
=4 cm?.

P2. b) Cele patru triunghiuri se translateaza ca in figura aldturata
obtinandu-se un patrat de latura 3 iar in centru un pétrat de latura 1. Atunci,

P =1 +44, = A, =2 .
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