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EXPLICITAREA RECURENTELELOR FUNDAMENTALE

La fiecare din recurentele urmatoare - fundamentale datorita prezentei lor in
numeroase rationamente matematice — am prezentat, pe cazul general dar si pe un
exemplu, procedura optima de explicitare. Prin rezolvarea temei de aprofundare,
cititorul interesat se va putea apoi rapid acomoda cu judecatile expuse.

1. Recurenta telescopica aditiva

X, =Xx+a,(V)neN*

n+1
x, =termen initial dat
(@,),.. — Sir explicit dat
Explicitare
Din relatia de recurenta, cum x  —x =a, (V)neN¥, prin particularizare i
sumare are loc supranumita reducere telescopica si explicitarea este astfel finalizata:

X, =X, =4

X, —X, =a,

X, —X, =a,

Xn—1 - Xn—2 = n-2

Xn _Xn—1 = n-1
(+) n—1 n—1
=X —- X, =), a8 =X =X,+).a,

=
n
=
n

n—1

In aplicatiile curente suma iterat& Y a, se va constata de regula calculabila.

k=1
Se retin formulele de calcul pentru principalele sume iterate, ele fiind deosebit de
utile in procesele de explicitare ce vor urma:

o-1:ik =1 +2 +3 + ...+n :w (1

02:%kz:12+22+32+...+n2:n(n+1)6(2n+1) )

aazgk?’:13+23+33+...+n3=[@}2 (1)

7=Ya =1+a +a2+...+a”=an+1_1 (IV)
par a—1



La fel de utila se va dovedi in acest sens si procedura de descompunere a
fractiilor rationale in supranumitele sume de fractii simple (metoda coeficientilor

nedeterminati), care va facilita calculul unor sume iterate )t cu termenul general,

k=1
t, :LI;), fractii avand f(k) si g(k) expresii polinomiale.

g(k)

n
Din aceasta categorie de sume cel mai simplu de calculat sunt > f, cu

k=1

t = L . In astfel de cazuri se va observa cu usurintd ca identificarea
(ak +b)(ak +a+b)
1 A B ,
= + conduce la descompunerea termenului
(ak +b)(ak+a+b) ak+b ak+a+b
1 1 1 1
general sub forma =— — :
(ak +b)(ak+a+b) a\ak+b ak+a+b

De remarcat ca aici descompunerea poate chiar ocoli metoda coeficientilor
1 a

ak+b ak+a+b (ak+b)ak+a+b)’

nedeterminati, observand pur si simplu deci

1 1 1 1
t = =— - :
“ (ak +b)ak +a+b) a(ak+b ak+a+bj
Aceasta exprimare a termenului general ¢t , aplicata succesiv, va pune in

evidenta cunoscuta reducere telescopica prin care de altfel se va si finaliza calculul
sumei, dupa cum ilustreaza si urmatorul exemplu:

1 1 1 1
S = + + +...+
7-11 1115 15.19 (4n+3)-(4n+7)
. 1 — .
Solutie Se observa termen general ¢, = , k €1 n, apoi
J “T 4k +3)(4k+T) P

1 1 4 1 1 1 :
_ — —S — din
4k +3 4k+7 (4k+3)(4k+T7) “ (4k +3)(4k +7) 4(4k+3 4k+7]
care, prin particularizare si sumare, apare reducerea telescopica ce finalizeaza
calculul,

t: = — — ,
" (4n+3)-(4n+7) 4(4n+3 4n+7j



obtindndu-se la final

o A1 1) (1 1
S =Nt =—|]| ——— _
L 4{(7 11){11 15)+

Acestea fiind prezentate, revin la recurenta telescopica aditiva, cu parcurgerea
algoritmului de explicitare pe un caz concret.

S LA
4n+3 4n+7 4\7 4n+7) T(4n+T7)

=x +nn+1), (V)neN*

n+1

X, =

Exemplu Explicitez sirul generat de recurenta {

Solutie x,_,—x =n(n+1), (V)neN* gi astfel

, =X, =12
X, —X, =2-3
, —X, =34
an'] _XH—Z _(n_z).(n_1)
X, — X4 (n_1)°n
(+) n—
=X - X Zk(k+1) sicum x,=1= x, _1+Zk k +1), suma care este

k

usor calculabila cu aJutoruI formulelor sumelor remarcablle anterior prezentate,
(n=Nn(2n-1) (n—"1)n

respectlvxn:1+Zkk+1):1+Zk2+Zk:1+ 5 L , etc.
k=1 k=1 k=1

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

a) X =X +(2n+1), (V)neN* b) a=X +nn+1)(2n+1), (V)neN*

x, =1 x_1

=X + 1 (V)neN* X . = 1 (V)neN™

o)y """ " n(n+1) d) {1 T g VNS

x, =1 x, =1

X . =X +; (V)neN* X =X + 1 (V)neN*
e) ™ " n*+5n+6 f) " " 4n*+8n+3’

X1:1 X1:1




2. Progresiile aritmetice

X, =X +r (V)neN*
x, =termen initial dat
r =constanta data numita ratie

Explicitare Fiind recurenta telescopica aditiva, prin rationamente analoge celor
descrise anterior se va obtine cunoscuta formula x = x, +(n—1)-r ce determina

direct termenul general al progresiei aritmetice in functie de primul termen si ratie.
Prin intermediul acestei formule se vor deduce imediat si alte relatji utile in aplicatiile

a,—a, §i

pP—-q
w. in ceea ce priveste explicitarea recurentei, desigur

referitoare la progresii aritmetice, dintre acestea remarcandu-se r =

S =X, +X,+...+X =

ca in astfel de situatii este mai comod a se retine formula si aplica direct exprimarea
termenului general al progresiei dar consider totusi instructiva parcurgerea integrala
a rationamentului de explicitare.

- : X, =X +3,(V)neN*
Exemplu Explicitez sirul generat de recurenta 5
X, =

Solutie Avand x_, —x =3, (V)ne N*, din suita de egalitati

X, —X, =

X, —X, =3

X, —X, =

Xn—1 - Xn—2 = 3

X —-X . =

(+)
=X, - X, =3+3+3+...+3, deci x,=2+3(n-1)=3n-1, rezultat la care

de(n-1)ori

se putea ajunge si pe cale directa, x, = x,+(n—1)-r=...=3n-1.

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

a) X . =X +2, (V)neN* b) X . =X +7, (V)neN*
X, =2 x, =3

C){X”“:X”_s’ (V)neN* d){xmzxn—& (V)neN*
x, =5 x, =9

—4 -




3. Recurenta telescopica multiplicativa
X.,=x-a,(V)neN*
= termen initial dat

n+1

X

(@), .. — sir explicit dat

Explicitare Procedura este asemanatoare cu cea de la recurenta telescopica
aditiva, de aceasta data insa eliminarile ce conduc la aflarea expresiei termenului
general al sirului apar la efectuarea produsului iterat corespunzator exprimarilor

particulare, respectiv din x , =x -a,(V)neN*= Kot _ a,(V)neN™* gi astfel din
Xﬂ

X g, Xz, Xog * _ g (:)> X =X -ﬁa rodus care in aplicatiile
- ’ - H - ) - “h n — ™ . k p p

1 2 31 ety
X1 X2 X3 Xn—1

propuse se va restrange, uneori prin simplificari telescopice, alteori prin exprimari
combinatorice adecvate.

n2

. . X ., =X - ,(V)heN*
Exemplu Explicitez sirul generat de recurenta (n+1)(n+2)
x, =1
2
Solutie Cum Xoa _ n , (V)n e N*, prin particularizare se obtine
x  (n+1)(n+2)
2 2 2 LY
X 1 , X% 2 ,X—“: 3 X (n-1) Si observand simplificarea
x 23 x, 34 x, 4.5 x_ n-(n+1)
. X, X X 1 22 3 (n -1y : L
telescopica —% -2 .. ..~ = . : , Cu ajutorul exprimarii
X, X, X, x ., 2:3 3-44.5 n-(n+1)
2-1(n-1)!
factoriale, X—”z[(n—)]z, rezulta in final xnz#.
X, nl-(n+1)! n“(n+1)

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

n(n+1)

n
—x - (V)neN* X, =X -~ ({)neN*
a) | X =X g (VI o) 1 X 2y
)(1 :1 \X‘1 :1
n*+3n+2 ( 1
—x . T (Y * X =X+ |1-—1|,(V)neN™*
C) Xn+1 Xn n2+4n+3’( )nEN d) J n+1 n ( znj ( ) €
x, =1 x, =1



4. Progresiile geometrice

X, =X,-q(V)neN”*
x, =termen initial dat
g =constanta data numita ratie
Explicitare Acestea fiind generate tot de recurenta telescopica multiplicativa, prin
ratfionament analog Xost _ q,(V)heN*= X X X K =q-q-q-...-.q, din
X, X, X, X X W

care se deduce imediat cunoscuta formuld x = x,-q"".

. _ X ., =2x,(V)neN*
Exemplu Explicitez sirul generat de recurenta
X

1 = 3
in acest caz Xet =2,(V)neN~*, Xo X X X 9.0, 2 =x =3-2"".
Xn X1 X2 X3 Xn_1 de(n-1)ori
Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:
X, =3X,(V)neN* x., =10x,(V)neN*
a) b)
X, =2 x, =7
1
X =—x,(V)heN* X  =-2x,(V)nheN*
C) n+1 2n()e d){nﬂ n()e
x, =5
x, =3 !

1

5. Recurenta liniara neomogena de ordin I, cu coeficienti variabili

X.,=ax +b,(V)neN*
= termen initial dat

n+1

X

(@) (b)) . — siruri explicit date
Explicitare Explicitarea acestei recurente se va baza pe transformarea ei intr-o

recurenta telescopica aditiva. Intr-adevar, introducand substitutia a, = Yy , ¥y, =1,
n+1
relatia de recurenta devine x ., = L-xn +b ,decix .-y .=X -y +b -y ..
yn+1

Astfel, x .-y .—x -y =b -y ., (V)neN* giparticularizand
X, Y,= XY, =by,
Xy  Ys= X, Y, =D, Y,

Xn.yn_xn—1‘yn—1 :bn—1.yn
(+)

n-1
=X, Y, =X Y, :;bk'ykﬂ )




pentru finalizarea explicitarii mai fiind necesara doar determinarea sirului (y,) _,
y Y, Ys Y,

introdus de substitutia efectuata. Cum insa ~+=a, ~*=a,, —*=a,, ... ,—~=a,, i
y2 y3 y4 yn+1
1 n—1 n—1 b ]
y, =1, se obtine imediat y_. = , X, + , n>2. Eviden
=1, b diat y_, (H "j - (V)n > 2. Evident
Ha k=1 k=1 Ha’

i=1

ca in aplicatii este de preferat parcurgerea integrala a rationamentului expus.

=n-x,+nl,(V)neN"*

n+1

Exemplu Explicitez sirul dat de recurenta {

;=1
Solutie Notand n=2r y =1=x =" .x vnl=x .y =x .y +nby _si
yn+1 yn+1
astfel x .-y .—x -y =nly ., (V)neN*. Dar din notatia aplicata, n :L, cum
n+1
Vi _ 1, Vs _ 2, y_ =N =Yy, _i, deci X . y.=x-y +1, care conduce
-y2 y3 yn+1 n'

imediatla x_ -y =x,-y,+(n-1) siinfinal x =n!

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

) {xm =n*-x +(n!? (V)heN* x., = X, o (V)neN*
1

a) {xn+1 =n-x,+(n+1N,(V)heN* b) {xm =n-x +(n+2)!,(V)neN*
1 1

d) n+1 n
=1 x, =1

1

6. Recurenta liniara neomogena de ordin I, cu coeficienti constanti

X, =ax+b,(V)neN”*
= termen initial dat

n+1

X

a, b = constante date

Explicitare Fiind la fel cu recurenta anterioara, i se poate aplica pentru explicitare
acelasi rationament, obtinand la final pentru x_ o expresie exponentiala care admite

restrangere in forma x, =A-a" + B. Aceasta observatie permite scurtarea caii de

explicitare a acestor recurente, coeficientii A si B putand fi rapid determinati din

sistemul primilor doi termeni ai sirului.
=2x +3,(V)neN*

=1

n+1

Exemplu Explicitez sirul dat de recurenta {
X

1

—7-



Solutie Avand x, =A-2"+B, cum x,=1 si x,=2x,+3=5, din sistemul
{2A+B=1

se deduce imediat A=2 si B=-3, deci x, =2"" -3
4A+B =5

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

a) X, =3X,+5(V)neN"* b) X ., =5x+2,(V)neN"*
x, =2 , =3
o) x ., =2x -3, (V)neN* d) x.,=-5x +3,(V)neN*
., =1 X, =2

7. Recurenta liniara omogena de ordin ll, cu coeficienti variabili

X, =a-X,.,+b -x,(V)neN*

X,, X, = termeni initial datj
(@,),.r(b,), .. — siruri explicit date

Explicitare Voi prezenta doar un rezultat partial legat de explicitarea acestui tip
de recurentd. Acesta este continut de afirmatia: daca ecuatia t* —a_ -t—b, =0
admite o radacina care nu depinde de neN* atunci recurenta devine
explicitabila. Intr-adevar, daca supranumita ecuatie caracteristica a recurentei are
radacinile t, =« si t,=p4 atunci a+f, =a, si a-p =-b,. In acest caz vom
obfine x,,=(a+p,) X,.,—ap,-x, < X.,—-ax,,=p-(x,—ax,), recurenta
telescopica multiplicativa care va permite determinarea x_ , =ax, +y,, obtinand

n-1
Y, =x,—ax,, ¥, =(x,—ax,)-[[B., (V)n=>2. Dar recurenta x_,=ax,+y, a fostsi
k=1

ea tratata anterior si particularizata pe aceasta situatie conduce in final la forma

k-1

1158
. a1 | X ntd L7
explicitd x, =a""'-| 2 +(x, —ax,)Y),=—1,(V)n=3.
o 2

-

P
||

. _ nx,,=22n+1)x ,—4(n+1)x,neN*
Exemplu: Explicitez sirul dat de recurenta 1 3
)(1 =1, X2 =

2(n+1)

Ecuatia caracteristica nt* —2(2n+1)t + 4(n+1)=0 are radacinile t, =2, ¢, = :

n

deci suntem in conditii favorabile explicitarii. Folosind cunoscutele relatii dintre
radacinile si coeficientii ecuatiei de gradul doi, relatia de recurenta se va scrie in

: X . ,—2X 2(n+1
-x_din care —2 it 2 ).
n X ., —2X, n

forma x _, = [2 +
n

2(n+1)]x _4(n+1)

- 8-




De aici se va repeta rationamentul intalnit la recurenta telescopica multiplicativa,
o » X, =2X +n-2"" ,
obtindnd x_ . —2x =n-2"". Dar recurenta 1 este de tip cunoscut,
X, =

de aceasta data procedura de explicitare finalizand cu x, =(n*—n+4)-2"%, (V)n>3

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

a) nx ,=32n+M1)x  —-9n+1)x ,neN*
x,=1x,=5

x

b) n*x._,=2(2n*+2n+1)x, _,—4(n+1y¥x,neN"*

x,=1x,=3

. n’x ,=2(2n°+3n*+3n+1)x_ ., —4(n+1)°x,neN*
X,=2,%X,=5

x

d) n*x._,=2(2n*+3n+2)x _,—-4(n*+3n+2)x,,neN*
X, =1Xx,=5

2

8. Recurenta liniara omogena de ordin ll, cu coeficienti constanti
X, =ax_ +b-x,(V)neN~*
X,, X, = termeni initial dati

a, b = constante date

Explicitare La fel ca si cea de ordinul | cu coeficienti constanti, si aceasta
recurenta va permite explicitare imediata, considerente de la recurenta anterioara
punand in evidenta urmatoarele doua situatii posibile:

) Ecuatia caracteristica t*—a-t—b =0 are radacini egale t, =t, = «.
In acest caz termenul general este de forma x, = (nA+B)-a"

Il) Ecuatia caracteristica t*—a-t—b =0 are radacini distincte t, =, t, = 3.
in acest caz termenul general este de forma x, = A-a" +B- "

In ambele situatii coeficienti A si B se determina din sistemul celor doi termeni
initial dati.

HPaY] i Xn+2:6xn+1_9Xn’n€N*
Exemplu (cazul t, =t,) Explicitez sirul dat de recurenta 5 -
X1 = £, X2 =
Ecuatia caracteristica conduce la t =t,=3, deci x =(nA+B)-3" si din sistemul

(A+B)-3 =2

termenilor initiali,
(2A+B)-3* =7

Lobfin A=+, B=2, x = (n+5).3"
9 9

—-9-




- : X ,=5x_,—-6x,neN”
Exemplu (cazul t, = t,) Explicitez sirul dat de recurenta 4 5
X1 =4, X2 =
De aceasta data ecuatia caracteristica are radacinile ¢ =21t =3, deci
2A+3B=4
x =A-2"+B-3" cu " , rezultand A:Z,B:—1,xn:7-2”’1—3”.
4A+9B =5 2

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

l) Cazul t, =t,
a) X ,=4x  —4x ,neN* b) x ,=10x  —25x ,neN*
x=1x,=2 x,=1x,=3
4x ,=4x , —x,neN* d) O9x ,=6x ,—x,neN*
¢
x,=1x,=3 x,=1x,=2
II) Cazul t, #t,
a) Xn+2 = 7Xn+1 - 12Xn’ ne N * b) Xn+2 = 7Xn+1 _10Xn’ ne N *
x,=1x,=3 X, =2,X,=3
o) 2x ,=5x,-2x,neN" d) 2x ,=7x,-3x,neN”
x,=1x,=2 X, =2,X,=5

9. Recurenta liniara neomogena de ordin I, cu coeficienti constanti

X =a-x,,+b-x +c,(V)neN”

n+2
X,, X, = termeni initial datj
a, b,c= constante date

Explicitare Aceasta recurenta se reduce imediat la tipul anterior, observand

{sz =a-x,_.,+b-x +cC

= (X,,—X,,)=a-(x,,—-x,,)+b-(x,,—x,), care este

X =a-Xx ,+b-x _ +¢C

n+3

de forma y , =a-y . ,+b-y, cu y =x_—x . Se obtine astfel x  —x =y
recurenta telescopica aditiva ce va permite finalizarea explicitarii. Analizand forma
explicita finala vom constata ca si aceasta recurenta are termenul general de un tip
bine determinat, tot in functie de radacinile ecuatiei caracteristice, aceasta fiind si de
aceasta data tot t?*—a-t — b =0. Astfel, vom deosebi situatiile:
) Ecuatia caracteristica t*—a-t—b =0 are radacini egale t, =t, = «.
In acest caz termenul general este de forma x, =(nA+B)-a" +C

n?

—10 -



Il) Ecuatia caracteristica t*—a-t—b =0 are radacini distincte t, = o, t, = 3.
In acest caz termenul general este de forma x, =A-a" +B- 3" +C

Coeficientii A, B si C sunt imediat determinabili din sistemul celor doi termeni initjal
dati si al celui de al treilea, obtinut din recurenta.

- . L,=4x . —4x +3,neN"*
Exemplu(cazult, =t,) Explicitez sirul dat de recurenta 1 5
X‘1 =1, X2 =
In acest caz ecuatia caracteristica t°-4t+4=0 conduce la t =t, =2, deci
X, =(nNA+B)-2"+C si din sistemul termenilor initiali, inclusiv x, =4x, -4x,+3=7,

se obtin A:%, BZ_%’ C=3,x =(3n-7)-2"+3.

,=5X . —6x +3,neN”
x,=1x,=2
De aceasta data ecuatia caracteristica are radacinile ¢ =21 =3, deci
x,=A-2"+B-3"+C. Avand x, =5x,-6x,+3=7, din sistemul celor trei termeni
cunoscutj obtin A=-1,B = 1 C= § X = 3 -2"+3
2 2 2

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

Exemplu (cazul t, = t,) Explicitez sirul dat de recureni_;a{

) Cazul t, =t,
L,=4x ,—4x +5 neN”* x ,=10x , —25x +3,neN*
b)
x_1x = x,=1x,=3
4x ,=4x ,,-Xx +7,neN" 9x .,=6x_,-x +1,neN*
c) d)
_1x =3 x,=1x,=2
1)) Cazult;tt
L,=1x,-12x +2,neN"* b) x,=7x_,-10x +1,neN*
x—1x— X, =2,X,=3
L, =9X . —2X +,neN” L,=1x_-3x +4,neN*
c) d)
x1:1,x2:2 x_2x =5

10. Recurente liniare omogene de ordin superior, cu coeficienti constanti

*
Xpp =8 X, +ta X, ,+..+a X, +a x,(V)neN*', p>3

Xis Xpy s X, = termeni initial dati

a,, a, ...,a, = constante date

17 727

-11 -



Explicitare Determinarea explicita a unor astfel de siruri se va face la fel ca si la
suratele lor mai mici prezentate anterior, pasii de parcurs fiind urmatorii:

se rezolva ecuatia caracteristicd t* =a,-t"" +a,-t"*+..+a , -t+a,;

se clasifica radacinile distincte dupa ordinul de multiplicitate;

daca t, € C este radacina simpla, ea se va prezenta in exprimarea termenului
general x_aditiv sub forma A-t;

daca t, € C este radacina dubla, ea se va prezenta in exprimarea termenului
general x_ aditiv sub forma (nB+C)-t;;

daca t, € C este radacina tripla, ea se va prezenta in exprimarea termenului
general x aditiv sub forma (n°D+nE + F)-t], etc.

Coeficientii A, B, C,etc. se obtin din sistemul termenilor initiali ai recurentei.

Exemplu Explicitez sirul dat de recurenta {

x ,=7x_,-16x  +12x ,neN*
x,=1x,=2, x,=5

in acest caz ecuatia caracteristicd este t*°—7t°+16t-12=0, cu t =3 radacina
simpla si t, =t, =2 radacina dubla, deci termenul general al sirului va avea forma
x =A-3"+(nB+C)-2" . Din sistemul termenilor initiali se determina coeficienti,

1 1

A:—,B:——,C:% si se obtine x, =3""+(1-n)-2".

3 4

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

. {XM =8x ,-21x , +18x ,neN* o {XM =x ,+16x ,+20x ,neN*

x,=1x,=95 x,=6 x,=4,x,=5 x,=3

11. Recurente liniare neomogene de ordin superior, cu coeficienti constanti

*
X,, =8 X +a,-X +...+ap71-xn+1+ap-xn+b, (V)neN*, p>3

n+p-1 n+p-2

Xis Xppeon X, = termeni initial dati

a,, a, ...,a,, b = constante date

Explicitare La fel ca la recurenta neomogena de ordin doi cu coeficienti constanti:

se rezolva ecuatia caracteristicd t* =a,-t"" +a,-t"*+...+a _ -t+a,;

se clasifica radacinile distincte dupa ordinul de multiplicitate;

daca t, € C este radacina simpla, ea se va prezenta in exprimarea termenului
general x_aditiv sub forma A-t/;

daca t, € C este radacina dubla, ea se va prezenta in exprimarea termenului
general x_aditiv sub forma (nB+C)-t;;

daca t, € C este radacina tripla, ea se va prezenta in exprimarea termenului
general x aditivsub forma (n’D+nE + F)-t], etc.

se introduce coeficientul termen liber G.

Coeficientii A, B, C,...,G se obtin din sistemul termenilor initiali ai recurentei.
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. _ X ,=1x_,-16x . +12x -1, neN"*
Exemplu Explicitez sirul dat de recurenta 1
X, =X,=X, =

Ecuatia caracteristica este t°—7t*+16t-12=0, cu t =3 radacind simpla si
t,=t, =2 radacina dubla, deci termenul general al sirului va avea forma

x =A-3"+(nB+C)-2"+D. Din sistemul termenilor initiali si x, =...=2 se obtine
n-1 n-1
A 1 :_1’021’[):1’)(:3 +(1-n)-2 +1_
6 4 4 2 7 2

Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

) s=8x,-21x ,+18x -10,neN* b X.,=X_,+16x  +20x —15,neN"*
a
x—1x =1 X, =2 x,=1x,=0, x,=0

12. Recurenta omografica cu coeficienti variabili

a-x +b

,(V)neN*
c X +d

n+1 =

x, =termen initial dat

(@) _r(B,), 0 »(C,), e »(d), . — Siruri explicit date

Explicitare La aceste recurente vom analiza urmatoarele doua cazuri:

) Cazul b, =0

Dupa cum usor se va observa, aceasta particularitate permite totdeauna
o TV 9 a -x 1 d c
finalizarea explicitarii. Intr-adevar x ,=—"-4"1—= =—1.—+— = notand

c-x +d X a x a

n+1 n n

=y recurentaiaforma y  =A -y +B, care este explicitabila.

I1) Cazul b, #0

Un rezultat partial in astfel de situatii este urmatorul:
- introduc substitutia ¢,x, +d =y, 6 =recurentaiaforma y .-y =A -y, +B,

Z

- introduc substitutia y, =—*,z =1 —recurenta ia forma z ,=A -z . +B, -z,
zn
cu z,=1si z,=...=c,-x,+d, =daca ecuatia caracteristica t*- A -t—-B =0

are o radacina nedependenta de neN* atunci z, devine determinabil prin
-y d Z nel dn ) Zn
c c -z

n

procedura descrisa anterior si astfel x =

-13-



X
Exemplu (b, =0) Explicitez girul dat de recurenta_

Cuy, = il recurenta devine y_ . =ny_ +n!, y, =1 (explicitata anterior) = y_ =n!
X

n

si astfel x =i.
" n!

_ax +b,
c,x, +d,  cu coeficientii
x, =1

n+1

Exemplu (b, = 0) Explicitez girul dat de recurenta

a =n(-n*+3n+2), b =-n*+3n"-2n-4,c =(n'¥-n-(n+1), d =nl-n*-(n+1)
Desi aceasta exprimare apare de-a dreptul descurajanta, parcurgand drumul indicat
se va ajunge la aceeasi recurenta z, . =nz_+n!, z =1 din care se va obtine z = n!,

y, =n+1siinfinal x, = -
n!

Tema de aprofundare La aceasta sectiune, ca exercifiu de virtuozitate, propun
cititorului sa-si construiasca singur o aplicatie care sa permita explicitare si
bineinteles, sa o si rezolve !

13. Recurenta omografica cu coeficienti constanti

_a-x +b

= ,(V)neN*
c-x +d

n+1

x, =termen initial dat

!
a,b,c,d — constante date

Explicitare Fiind particularizare a celei anterioare, se vor parcurge rationamente
analoge, conform cu fiecare din situatiile:

) Cazul b=0
n a-x 1 d 1 ¢ R 1 :
Avand x , = e =—.-—+—=notdnd — =y  recurenta ia forma
c-x+d x_., a x, a
y..=A-y +B care este explicitabild. In aceasta situatie termenul general se va
: a’ L : T
obtine de forma x = , cu coeficienti ¢ si f determinabili din
n n
a-d"+p-a
sistemul primilor doi termeni, observatie care poate scurta sensibil explicitarea.

n
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) Cazul b=0

In aceasta situatje:

- introduc substitutia cx. +d =y —recurentaiaforma y .-y =A-y +B

n+1

, - z ,
- introduc substitutia y =-—"',z =1 —recurenta ia forma z ,=A-z +B-z
z

n

cuz=1siz,=..=c-x,+d = determin z, = determin y, = Zna si finalizez,
Zn
o y.-d z . -d-z y y ,
obtindnd x ==~ = o 2. De aceasta data forma termenului general
c c-Z
va fi decisa de ordinul de multiplicitate a radacinilor ecuatiei t*-A-t-B=0,
n-a+p a-t'+p-t

respectiv x, = cand t, =t, si x, =
n+y t'+y-t)

a, B,y fiind determinabili din sistemul primilor trei termeni.

cand t, #t,, coeficientii

. . Xn+1 = Xn ,(V)n € N*
Exemplu (b =0) Explicitez sirul dat de recurenta 3x +5
x, =1
Obfin ——=5. 1 43x =— 1 et
X ., X A-3"+B
Y - o5x, —1
Exemplu (b =0, t =t,) Explicitez sirul dat de recurenta | "' 4x, +1
X, =1
Aplicarea substitutiilor cx +d=y., y, = Z””,z1 =1, va conduce la recurenta
Zn
omogena de ordin doi. Se obtin radacini ale ecuatiei caracteristice t, =t, =3, etc.,
N n+2
cu finalizarea x_ = :
2n +1
X - x —4
Exemplu (b =0, t, =#t,) Explicitez sirul dat de recurenta " Bx -2
X =2

1

. . z N : y
Aplicarea substitutiilor cx +d =y , y, =—*, z, =1, va pune in evidenta recurenta
n
omogena de ordin doi. Se vor obtine radacini ale ecuatiei caracteristice
. 3"-2"
t =2,t,=3, etc., cu finalizarea x_ =3 5.t
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Tema de aprofundare Procedand analog, explicitati urmatoarele recurente:

) Cazul b=0
X
Xn+1 = .
a) oX, +2

x, =1

(V)heN*

I1) Cazul b=0, t =t,
5x +3

Xn+1 =
a) 3x, -1

x, =3

1

(V)heN*

1) Cazul b=0, t #t,

2X
Xn+1 = ’
b) 3x,+7

(V)IneN*
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