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CLASA a V-a

Problema 1. Determinati numerele prime a > b > ¢ pentru care a —b, b—csi a—c
sunt numere prime diferite.

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢ pentru care

a+b+a2—|—b2_7c+1
2 2 c41°

Problema 3. Pe o tabla sunt scrise numerele: 1,2,3,...,27. Un pas inseamna
stergerea a trei numere a, b, ¢ de pe tabla si scrierea in locul lor a numarului a4+ b+ c+n,
unde n este un numar natural nenul fixat. Determinati numarul natural n stiind ca, dupa
13 pasi, pe tabla este scris numarul n?.

Problema 4. Se considera un numar natural n > 2 gi un patrat n x n (vezi
figura alaturata). Diagonala principald a acestui patrat este formata din campurile
hasurate. Completam campurile aflate sub diagonala principala cu zerouri, iar in restul
campurilor (inclusiv cele hagurate) scriem numere naturale nenule. Dupa completarea
tuturor campurilor calculam suma numerelor aflate pe fiecare linie si fiecare coloana,
obtinand astfel 2n sume. Patratul se numeste norocos daca valorile celor 2n sume sunt
egale, intr-o anumita ordine, cu numerele 1,2,...,2n.

a) Aratati ca, pentru n = 5, nu exista patrat norocos.

b) Daca n = 4, determinati cel mai mare numar natural care apare in completarea
unui patrat norocos.

N

Timp de lucru 2 ore. Se acorda suplimentar 30 minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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V. OSZTALY

1. feladat. Hatarozd meg azokat az a > b > ¢ primszamokat, amelyekre az a — b,
b — ¢ és a — ¢ szamok kiilonb6z6 primszamok!
2. feladat. Hatarozd meg azokat az a, b, c nem nulla természetes szamokat, amelyekre

a+b+a2—|—b2_7c+1
2 2 c41°

3. feladat. Egy tablara felirtuk az 1,2,3,...,27 szdmokat. Egy lépésben letorliink
harom a, b, c szamot és helyettikk az a + b + ¢ + n szdmot irjuk, ahol n egy rogzitett
nem nulla természetes szam. Hatarozd meg az n természetes szamot, ha 13 1épés utan a
tablara az n? szam van felirval

4. feladat. Adott az n > 2 természetes szam és egy n X n-es négyzet (lasd a
mellékelt abrat). A négyzet fédtldja a satirozott kis négyzetekbdl &ll. A f6atlé alatti
kis négyzetekbe nulldkat frunk, a tobbi kis négyzetbe (a satirozottakba is) nem nulla
természetes szamokat frunk. Miutan kitoltottiik a teljes négyzetet, kiszamoljuk minden
sorban és minden oszlopban levé szamok Osszegét, igy 2n darab Osszeget kapunk. Azt
mondjuk, hogy a négyzet szerencsés, ha ez a 2n darab o6sszeg valamilyen sorrendben az
1,2,...,2n szamokkal egyenld.

a) Igazold, hogy ha n = 5, akkor nincs szerencsés négyzet!

b) Ha n = 4, hatdrozd meg azt legnagyobb természetes szamot, amely egy szerencsés
négyzetben megjelenik!

~

Munkaidd 2 ora + 30 perc kérdésekre.
Minden feladatra 7 pont szerezheto.



Olimpiada Nationala de Matematica
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a V-a

Problema 1. Determinati numerele prime a > b > ¢ pentru care a — b, b — ¢ si a — ¢ sunt
numere prime diferite.

Solutie. Daca a — b, b — ¢, a — ¢ sunt numere prime diferite, atunci a, b, ¢ nu pot fi toate impare.

Rezulta ¢ = 2 g1 @ — b = 2. o 2p
Avem a — b = 2,b— 2 = z,a — 2 = y, unde z gi y sunt numere prime si de aici numerele
a=b+2,x=0—2gl y=>bsunt numere Prime. ..............c.oiiiiiiiiiii 2p
Numerele prime b — 2, b, b + 2 sunt numere impare consecutive, deci unul multiplu de 3, de unde
b—2=3,pentrucare b=5gi b+ 2="Tsunt prime. ........... .. 2p
Deci a = 7,0 =5,c =2 sunt numerele cautate. ........... ... ... . . . . . 1p

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢ pentru care

a+b+a2+b2_7c+1
2 2 c+1°

2 2 2 2
Solutje. FieM:a+b+a +b :a+b+a +b :a(1+a)+b(1+b)

€ N, intrucat a(1+a) si

2 2 2 2
b(1 + b) sunt produse de numere naturale consecutive, deci pare. .............. ... ... 1p
Pe de al;é parte M = 7;_:_11 =7-— c—?l € N, deci ] €{1,2,3,6}...... 2p
Daca e 1, atunci M =6, deci a(1 4+ a) + b(1 +b) =12 cu solutia a =b =2 i ¢ = 5.
Daca c—?— 1= 2, atunci M =5, deci a(1 + a) + b(1 + b) = 10 fara solutie.
Daca, c—fl = 3, atunci M = 4, deci a(l +a) +b(1+b) =8 cusolutiilea =1, b =2, ¢c=1si

a=2,b=1¢c=1.

Daca =06, atunci ¢ = 0 NU CONVINE. ... ... 4p

c+
Problema 3. Pe o tabla sunt scrise numerele: 1,2,3,...,27. Un pas inseamna stergerea a
trei numere a, b, c de pe tabla si scrierea in locul lor a numarului @ + b + ¢ + n, unde n este un
numar natural nenul fixat. Determinati numarul natural n stiind ca, dupa 13 pasi, pe tabla este scris

numarul n?.

Solutie.

Remarcam mai intai ca dupa fiecare pas, dispar de pe tabla doua numere de fapt, asadar dupa
13 pasi dispar 26 de numere, deci ramane uUn SINGUL NUIMNAT. .. ...ttt ettt eiieee .. 1p

Dupa fiecare pas suma numerelor se mareste cu n, asadar dupa 13 pagi suma de pe tabla (adica

27 - 28
numarul ramas pe tabla) este 1 +2 4 --- + 274 13n = +13n=3718+13n............... 3p

Din 378 + 13n = n? rezultd 378 = n(n — 13). Divizorii lui 378 sunt
Dszs = {1,2,3,6,7,9,14,18,21,27,42, 54,63, 126, 189, 378} dintre care n = 27 verifica proprietatea
Ain ENUNY. .. 3p




Problema 4. Se considera un numar natural n > 2 si un patrat n x n (vezi figura alaturata).
Diagonala principala a acestui patrat este formata din campurile hagurate. Completam campurile
aflate sub diagonala principala cu zerouri, iar in restul campurilor (inclusiv cele hagurate) scriem
numere naturale nenule. Dupa completarea tuturor campurilor calculam suma numerelor aflate pe
fiecare linie gi fiecare coloana, obtinand astfel 2n sume. Patratul se numeste norocos daca valorile
celor 2n sume sunt egale, intr-o anumita ordine, cu numerele 1,2, ..., 2n.

a) Aratati ca, pentru n = 5, nu exista patrat norocos.

b) Daca n = 4, determinati cel mai mare numéar natural care apare in completarea unui patrat
NOTOCOS.

~

Solutie. a) Presupunem ca exista un patrat norocos 5 x 5. Suma tuturor sumelor va fi 1 +
2+ --- 4 10 = 55. Suma sumelor pe linii este egala cu suma sumelor pe coloane, deci suma tuturor
sumelor este para. Dar 55 este impar, agadar nu exista patrat norocos 5 X 5. .................. 3p

b) Presupunem ca un camp este ocupat de un numar m > 7, acesta nu poate fi pe prima sau a
doua linie sau coloana, alfel suma ar fi cel putin egala cu m +2 > 9 > 8. Iar in restul campurilor se

afla zerouri, deci m < 6. .o 2p
Un patrat norocos pentru m = 6 este in figura alaturata. Deci cel mai mare numar natural care
apare in completarea unui patrat norocos este 6. ............. 2p
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