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DEFINITIVAT 1960
PROFESORI 1

Se considera punctele A(—2,0), B(0,4), C(6,0).

a) S& se scrie ecuatia cercului circumscris triunghiului ortic al triunghiului AABC.

b) S& se verifice ca acest cerc trece prin mijloacele laturilor triunghiului AABC si prin mijloacele segmentelor
care unesc ortocentrul cu varfurile triunghiului.

c) S& se demonstreze geometric ¢ cele noud puncte de la a) gi b) sunt pe acelasi cerc.

Sa se arate ca pentru orice n € N, numarul (2n + 1)° — 2n — 1 este divizibil cu 240.
PROFESORI II

Sa se arate ca daca dintr-un punct M, situat pe cercul circumscris unui triunghi AABC, se duc perpendiculare
pe cele trei laturi ale triunghiului, atunci picioarele perpendicularelor sunt coliniare.

Sa se discute sistemul:

3x+my+n=20
(m+2)z+8y+n+2=0
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DEFINITIVAT 1961
PROFESORI I

Se da curba 22 + y? = @® si o dreapts variabila paraleld cu axa Oz care taie curba in punctele A si B. Notand
cu P si @ punctele unde Oy taie curba, se cere sa se determine elementele si sa se construiasca locul geometric
al punctului M de intersectie a dreptelor BP si AQ.

Sé se arate ca produsul ab(a? + b?)(a? — b?) este divizibil cu 30 oricare ar fi a si b mumere intregi.

Sa se arate ca daca atat laturile cat si unghiurile unui triunghi luate in aceeasi ordine formeaza o progresie
aritmetica, atunci triunghiul este echilateral.

PROFESORI I1

O dreaptd oarecare d intersecteaza laturile AB, BC, CD, DA ale dreptunghiului sau prelungirile lor respectiv
in M, N, P, Q. Fie M’, N’', P, Q' simetricele acestor puncte fatd de mijloacele laturilor pe care sunt situate.
Si se arate cd patrulaterul M'N'P'Q’ este trapez.

Sa se descompuna in factori expresia:

(a+b+c)P+(—a+b+c)a—b+c)(a+b—c)+Sabe.
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DEFINITIVAT 1962
PROFESORI I

Se da un cerc si un punct A. Se duce un diametru variabil M N. Dreptele AM si AN intalnesc cercul dat in
punctele M’ si N”.

a) Si se arate cd dreapta M’'N’ trece printr-un punct fix cand diametrul M N variaza.

b) Si se demonstreze ca cercul circumscris triunghiului AAM’ N’ trece printr-un punct fix, altul decat punctul

=

c) Si se afle locul geometric al punctului de intersectie a cercurilor circumscrise triunghiurilor AAMN si
AA'M'N' (altul decat A).

Sa se arate ca expresia 3 - 52711 4+ 230+ ogte divizibila cu 17, oricare ar fi n € N.

PROFESORI I1

Razele bazelor unui trunchi de con sunt de 3 m si 4 m, iar inaltimea de 7 m. Sa se afle raza sferei circumscrise.
Sa se rezolve sistemul:

r+y+z2=13

22 +y? +22 =61

2yz =x(y + 2)
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DEFINITIVAT 1963
PROFESORI 1

Se dau punctele A(a,0) si P(0,p).
a) SA se scrie ecuatia parabolei cu axa paraleld cu Oz ce trece prin originea O a axelor gi este tangentd in P
dreptei AP.

b) In conditiile A fix gi P mobil pe Oy, si se gaseasca locul geometric al punctului de intersectie al tangentelor
in O si in P la parabola.

c) In aceleasi conditii, prin fiecare punct My al planului trec doua dintre aceste parabole. Sa se determine
locul geometric al punctelor My pentru care tangentele la cele doua parabole in My sunt perpendiculare.

23

S& se calculeze derivata functiei f(r) = \/ :
r—a

PROFESORI 11

Se dau doua cercuri tangente exterioare, unul cu raza de 9 m si celalalt cu raza de 3 m. Se cer:

a) Aria figurii cuprinsg intre cele doud cercuri si tangentele comune exterioare.

b) Aria gi volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul liniei centrelor a patrulaterului cu varfurile in centrele
celor doua cercuri si in punctele de tangenta ale unei tangente comune exterioare.

Sa se determine valorile parametrului m astfel incat fractia

4+ mPed 4+ (m+ D22+ (dm+ 1)z -3
22 -1

sa se simplifice.
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DEFINITIVAT 1964
PROFESORI I

Se da unghiul <xzOz. Pe axa Oz, de aceeasi parte a lui O, se iau punctele fixe A i B. Prin A si B se duce un
cerc mobil care taie axa Oz in punctele A’ si B’.
a) Notand <zOz cu «, si se determine cercul (¢) astfel incat patrulaterul ABB’A’ si aiba aria constanta.

b) S se studieze variatia volumului corpului obtinut prin rotirea patrulaterului ABB’A’ in jurul axei Oz,
cand cercul (¢) variaza.

c) Cate cercuri (%) corespund unui volum dat?

Limita unei functii (teorie).

Aplicatie: Sa se calculeze limo(l + tan 2)°t®,
T

PROFESORI I1

In punctele 4 si B ale unui cerc se duc doua tangente care se intalnesc in punctul C'. Prin A se duce o paraleli la
BC care taie cercul si in D. Dreapta C'D taie a doua oara cercul in F, iar AEN BC = {F}. Sa se demonstreze
ca:
a) <BCE =<CAE.
b) FC?=FA-EF.
¢) FB=FC.
Sa se rezolve sistemul:
logy 2 +log, vy +log, z =2
logs y + logg z + logg x = 2
logy z +1ogys « +1ogjgy = 2
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DEFINITIVAT 1965
PROFESORI I

Se da un cerc i un punct fix O pe cerc. Prin O se duce o secanta mobila care mai taie cercul intr-un punct M.
Fie A punctul diametral opus punctului O, iar N punctul de intersectie a dreptei OM cu tangenta la cerc in
punctul A. Pe OM se ia un punct P astfel ca OP = M N. Se cere:

a) Sa se determine locul geometric al punctului P.

b) Sa se reprezinte grafic locul geometric gasit.

Numere irationale. Metodica introducerii numerelor irationale.
PROFESORI II

Intr-un cerc % (0,r) se duce diametrul AB. Pe tangenta in B la cerc se ia BC' = r. Se unesgte C cu O si se
prelungeste pana intalneste cercul in punctul D. Sa se calculeze:

a) Aria gi perimetrul figurii marginite de secantele AC, C'D gi de arcul AD.

b) Aria totald si volumul corpului obtinut prin rotirea triunghiului AADC in jurul tangentei BC.

Sa se rezolve in numere intregi ecuatia:
3z —by="1.
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DEFINITIVAT 1966
PROFESORI I

Consideram un cerc de centru O si doua diametre perpendiculare Oz, Oy. Fie M un punct mobil pe cerc.

Tangenta in M taie axa Oy in Y. Purtam pe axa Ox intr-un sens segmentul ON = OY si proiectam punctul N
in P pe tangenta.

a)
b)
c)
a)
b)

Sa se arate ca dreapta NP este tangenta cercului gi ca aria triunghiului AOMN este constanta.
Sa se determine locul geometric al punctului P.

Sa se afle locul proiectiei punctului N pe raza OM.

Definitia derivatei unei functii (teorie).

Sa se reprezinte grafic functia:

.172

v= Vr2 —:1:2.

Sa se stabileasca legatura cu problema precedenta.

PROFESORI I1

In triunghiul AABC se duce bisectoarca AE si mediana AM. Bisectoarea AFE si mediatoarea laturii BC' se
intalnesc in punctul A’.

a)
b)

Sa se demonstreze ca daca triunghiul AAM A’ este isoscel, atunci triunghiul AABC este dreptunghic.

Cu conditia ca inaltimea, bisectoarea si mediana dusa din A sa imparta unghiul <A in patru parti egale,
sa se calculeze in functie de BC = a aria si volumul corpului obtinut prin rotirea triunghiului AABC in
jurul bisectoarei a doua a unghiului <(A.

Sa se simplifice fractia:

a?(b+c) +b*(a+c) + c*(a + b) + 3abe
a’ + b3 + ¢ — 3abc
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DEFINITIVAT 1967
PROFESORI I

a) Se considera axele ortogonale Oz gi Oy. Prin punctul C(q, ) se duce o secanta variabila care taie pe Ox
in M sipe Oy in N. Se uneste M cu B(0,1) si N cu A(1,0). S& se arate ca locul intersectiei dreptelor N A
si M B este o conica.

b) Se considera conicele () de ecuatie Sz? + zy + ay? — Br — ay = 0. S& se discute natura si genul acestor
conice.

c) Sa se arate ca oricare ar fi v si 8, conicele (.#¢) trec prin trei puncte fixe. Fie (J£") acele conice (.#¢) care
mai trec si prin punctul P(2,2). Se cere genul acestor conice si locul centrelor lor.
Se considera ecuatia diferentiala:
d*y dy
—-V2-. y = 0.
da? v dx ty
Se cere:
a) Solutia generala y(z).
b) Si se determine solutia particulara y; () cu conditiile y1(0) = 1 si y;(0) = v/2.
c) Sa se calculeze aria portiunii din plan cuprinsa intre graficul functiei y; (z) si dreptele y =0,z = 0siz = ;T

8
'z —1y = 0 s sa se deduca expresia derivatelor de diferite ordine

dx

d) Sa se arate cd yp(x) este solutie a ecuatiei

ale functiei yq ().
PROFESORI 11

. VN . . ey o . S
Se considera in plan unghiul orientat <AOB a carui masura « satisface conditia 9 <a<m.

Fie OM, ON doua semidrepte duse in interiorul unghiului <AOB astfel incat OM sa fie situat intre OA si ON,
iar m(<«MON) = o — ;T
Se noteaza Sa, Suas, Sy, Sp simetriile definite de dreptele OA, OM, ON, OB.

Se cere sa se arate ca:

a) Produsul de simetrii S4 - Sar- Sy - Sp este egal cu o simetrie de centru O.

b) Sa-Syu-Sv-Sp=Sm-Sn-Sp-Sa=8n-Sp-Sa-Syu=5p-5a-Su-Sn.

c) Daca (I') este un cerc care contine punctul O si intersecteaza semidreptele OA, OM, ON, OB respectiv in
A, M', N', B’, atunci dreptele A’N’ i B’M’ sunt perpendiculare.

d) Daca T este intersectia dreptelor A’N’ gi B'M’ si se noteazd cu (P) patrulaterul format din proiectiile
punctului I respectiv pe dreptele A’M’, M'N’, N'B’, B’ A’, atunci acestui patrulater i se poate circumscrie
un cerc si i se poate inscrie un cerc.

Sa se rezolve sistemul:

logy z +log, y +log, 2 =2
logs y + logg 2z + logg x = 2
log, z +logis x +logigy = 2
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DEFINITIVAT 1968
PROFESORII
IANUARIE

a) S4 se arate ca functia y = arctan(az + b), unde a si b sunt constante, este solutie a ecuatiei diferentiale
(4,1 S 1N
y My’ =2y +8y"(y)* = 0.

b) Daca ag, a1, as, ..., a, este o progresie aritmetica crescatoare cu termeni pozitivi si n = 2p — 1, s& se arate

ca functiile
yi(x) = arctan(z — a;) — arctan(x — ap—;)

p—1
.. o . .. o i .
au extremele coliniare. Daca M; este maximul functiei y;(x), sd se calculeze E tan 9 in functie de p, ag
. i=0
Sl ajq.
¢) Daca girul de numere reale ag, a1, as, ..., a, este strict crescator, sa se arate ca functia

n
Z arctan(z — a;)
i=1

isi schimbéa concavitatea de un numaér impar de ori, cdnd z € (a1, an).

Fie [Ro] multimea rotatiilor planului avind centrul in punctul O si [Hy| multimea omotetiilor cu centrul in O. Sa
se arate ca multimea [Ry. Ho| formata din produsele a cate doud transformari ale multimii [R, H] este echivalent
cu o transformare a acestei multimi sau cu o omotetie, o rotatie sau o translatie. Se va arata in ce caz are loc
fiecare dintre aceste situatii.

SEPTEMBRIE

Se considera punctul fix P(a, 3) raportat la un sistem de axe ortogonale Oz, Oy. O secanta mobila dusa prin P
intersecteaza axele Oz, Oy respectiv in N gi . Paralela dusa prin N la Oy si prin @ la Ox se intersecteaza in
punctul M. Se cere:

a) Sa se afle locul geometric v al punctelor M si sa se determine elementele curbei 7.

b) S4 se determine dreptele y = ma + n, de directie datd m, tangente curbei 7.

c) S4 se arate ca tangentele duse din P la curba 7 sunt perpendiculare si si se cerceteze daca exista si alte

puncte care au aceasta proprietate.

Sa se calculeze:
lim (z+1— f/:rg’—i—l).

T—r 00

PROFESORI 11
IANUARIE

Se da ecuatia:
8sin? x + 4 cos* z + 2sin? 2z + 8 cos 2z — 3sin® x = 0.

a) S4 se rezolve ecuatia.

3
b) TUtilizdnd pentru x valorile din cadranul al treilea aflate la punctul precedent si cunoscand ca tany = — 4
(y in cadranul patru), si se calculeze cos(z + 2y).
c) Sd se calculeze latura BC' a triunghiului AABC si aria triunghiului, stiind cd AB = 3, AC = 4 gi ca unghiul
<A are ca masura solutia din cadranul al doilea a ecuatiei date.

—
Se da un triunghi AABC si punctele M, N, P care impart segmentele orientate E \ R’ , CAin raportul £ > 0.
Se cere:
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Sa se arate ci triunghiurile AABC g1 AM N P au acelagi centru de greutate.

Sa se calculeze raportul dintre suma patratelor lungimilor laturilor triunghiului AM N P si suma pétratelor
lungimilor laturilor triunghiului AABC.

Daca triunghiul AABC' este dreptunghic in A, sa se arate ca exista doua valori ale lui k£ si numai doua
pentru care triunghiul AM N P este dreptunghic in N.

Fie I' cercul circumscris triunghiului AABC. Daca punctele B, C sunt fixe, iar A mobil pe cercul I, locurile
geometrice ale punctelor M, P sunt doud cercuri I'y si I'y care contin punctele B gi C'. Sa se arate ca I'y si
I's sunt tangente exterioare daca si numai daca triunghiul AABC este dreptunghic in A.

SEPTEMBRIE

Sa se rezolve sistemul:

23+ 22%y —y3+44=0
2y3 + 3xy? + 2%y + 20

Fie dat triunghiul AABC avand ortocentrul H inscris in cercul € de centru O. Inaltimile AA’, BB', CC’ ale
triunghiului intersecteaza cercul ¢ respectiv in Ay, By, C1. Sa se demonstreze ca:

a)
b)
c)
d)

ABy || A'B.

OA 1 B,Cy.

BA . CA = AA" - A'A; = AA' - HA'.

Dacd A”, B”, C" sunt proiectiile unui punct M din interiorul triunghiului, respectiv pe laturile BC, C A,
AB, atunci

MA"  MB' MC"
+ =1

ax T e T oco
Exista relatia:
BA'-CA” CB' -AB' AC' - BC’
AAn ppr t occe T
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DEFINITIVAT 1969
PROFESORI I

IANUARIE
22 y?
Se considera expresiile f(z) = 241 g(y) = a1
a) S& se rezolve sistemul de ecuatii y=f(z)
z=g(y)

b) In raport cu acelasi sistem de axe rectangulare 2Oy, si se construiasci graficele functiilor y = f (z) st
z=g(y).

¢) Daci se noteazid cu A, B intersectiile acestor grafice cu dreapta 2x+2y—3 = 0, si se calculeze aria portiunii
de plan cuprinsa intre arcele OA, OB ale graficelor si dreapta AB.

Fie A un numar natural mai mare decat 1. Sa se gaseasca numarul natural 2 cu cel putin doua cifre astfel incat

produsul cifrelor sale sa fie egal cu 2 — (a — 1)z — 2a. Pentru ce valori ale lui a problema este posibila?

SEPTEMBRIE
Se considera ecuatia diferentiala:
d*y dy 2
d? —2)\dx+/\ y =0,

unde A este o constanta reald si pozitiva. Se cere:

a) Solutia generala a ecuatiei.

b) Ecuatia curbei integrale C(\) pentru care la x = 0 avem y = 1 gi ¢ = 2.

¢) S& se reprezinte curba integralda C(A) in raport cu axele rectangulare z'zy'y.

d) Daca A € (0,00) este un parametru, sa se afle locul geometric al punctelor de inflexiune ale curbelor C'(A).

e) Fie A, B punctele in care o curbd C(A) intersecteazd axele 2'w si y'y. S& se arate c& pentru orice curba
C(A\) raportul dintre aria triunghiului AOAB si aria portiunii din plan mérginit& de curba si de segmentele
[OA], [OB] este constant (O este originca axclor).

Se considerd polinomul P(X) avand cel putin gradul patru si coeficientii numere reale. Dacd numerele oarecare
a, b, c € R* sunt distinte, se cere:

a) Restul impartirii polinomului P(X) la (X — a)(X — b)(X — ¢), stiind ca resturile impartirilor polinomului
P(X) respectivla X —a, X —b, X —csunt a®, b3, 3.

b) Restul impartirii polinomului P(X) la (X — a)?(X — b), stiind c& resturile impértirilor polinomului P(X)
respectiv la (X —a)?, X — b sunt X + @ si b*>. Conditia de posibilitate.

PROFESORI I1
IANUARIE

Se da ecuatia:
8sin? +4costx+2 sin? 2z +8cos2x — 3 sin®x = 0.

a) Sa se rezolve ecuatia.
e s g . . ~ o 3
b) Utilizdnd pentru x valorile din cadranul al treilea aflate la punctul precedent si cunoscind ca tany = — 4

(y in cadranul patru), si se calculeze cos(z + 2y).

c) S4 se calculeze latura BC' a triunghiului AABC si aria triunghiului, stiind c& AB = 3, AC' = 4 i ca unghiul
<A are ca masura solutia din cadranul al doilea a ecuatiei date.
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Se d& in planul P rotatia R de centru O si unghi « si simetria S a cdrei axi 'z nu contine punctul O. Si se
arate ca exista o singura rotatic Ry de unghi « si centru pe 2’z si o singura simetrie in raport cu o axa astfel
incdt Ro S = S; 0 R;. Sa se determine Ry si S;.

Nota. Se noteaza prin Ty o T} aplicarea succesiva a transformarilor 7} si T5 in ordinea 77, apoi Ts.

SEPTEMBRIE

Sa se determine trei numere pozitive in progresie aritmetica crescatoare, stiind ca suma patratelor acestor
numere este 35 si ca adunand celor trei numere respectiv 1, 1, 3 se obtin trei numere in progresie geometrica.

S se determine coeficientii m, n, p ai polinomului P(x) = 2° — 92 + 242% + ma? + na + p astfel incat cele
trei numere in progresie aritmeticd determinate s fie rddécini ale lui P(x).

In aceste conditii sa se rezolve ecuatia P(z) = 0.

Se da triunghiul AABC ale cirui unghiuri sunt ascutite. Fie A’, B/, C’ punctele de contact ale cercului inscris
cu laturile BC, CA, AB si B”, C” proiectiile varfurilor B, C pe dreapta B'C’. Se cere:

a)

b)

d)

S4 se arate ca dreapta care unegte mijlocul segmentului [A’B’] cu punctul C” este paralela cu bisectoarea
unghiului <B al triunghiului dat.
Sa se arate ca:
B-C
B"C" = acos ,
2
unde a = BC, b= CA, c = AB.

Sa se stabileasca identitatea:
B-C

A
(b + ¢) sin g =acos
Sd se arate ca
1
AB'+BC' +CA = |
r

unde r este raza cercului inscris in triunghiul AABC.
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DEFINITIVAT 1970
IANUARIE

1. Se da triunghiul AABC inscris in elipsa (E). Fie dg, dp, d. diametrii conjugati dreptelor BC', C A, AB. Se cere:

a) Sa se arate ca paralelele duse din A, B, C respectiv la d,, dp, d. sunt concurente intr-un punct M.

b) Daca Ay, Ay sunt intersectiile dreptei BC' cu dreptele AM si dy; By, Ba sunt intersectiile dreptei C'A cu
dreptele BM si dy, iar C7, Cy sunt intersectiile dreptei AB cu dreptele CM si d., atunci punctele Ay, By,
C4, Aa, By, C5 sunt situate pe o conica.

2. Se déi ecuatia:

d?y dy
2 —2d$+10y—0.

Sc cere:
a) S4 se scrie ecuatia y = f(x) a curbei integrale (¢) care contine punctul A(0, 1) si a cdrei tangenta in A este
dreapta bz +y —1 = 0.

b) Sa se determine maximele si minimele functiei y = f(x) pentru z € [0, 27].

APRILIE

+y

1. a) S4& se arate ca legea de comporzitie internd = x y = 1

determind pe intervalul (—1,1) o structura de
grup comutativ.

b) S& se arate cd intre grupul multiplicativ al numerelor reale pozitive gi grupul de la punctul a) existd un

izomorfism [ : Ry — (=1,1), f(z) = 2;_;11~
o ) 2 —
2. Seda functia f: R\{2} = R, f(z) = r_9"

a) Sa se reprezinte grafic.

b) O dreaptd variabild paraleld cu axa Ox intersecteazi graficul functiei in punctele M si N si dreapta x = 2
in punctul A. Sa se arate ca produsul AM - AN este constant.

c) S& se demonstreze c& punctul de intersectie al asimptotelor este centru de simetrie pentru graficul functiei.

3. Sa se discute si sa se rezolve ecuatia:

(m —1)sin3z + msin 2z + (m + 1) sinxz = 0.

AUGUST

1. Fie a si f doud numere reale si ecuatia diferentiala:

d*y dy 2
2 =0.
P ad$+(a +8)y
a) S4 se scrie expresia integralei generale separat in fiecare din cazurile 8 <0, 8 =0, 8 > 0.

b) Fie (¢) o curba integrala a ecuatiei date. Care este conditia ca () sa taie axa Ox de o infinitate de ori si
care este valoarea lui 8 pentru ca distanta intre doud puncte consecutive de intersectie sa fie egala cu 77

¢) In cazul in care 8 = 1, se cere s se calculeze aria A()) cuprinsd intre curba (¢), axele de coordonate si
paralela la axa Oy de abscisa A.

d) Care este conditia ca aria A()) s tinda catre o limita, cand A — oo, si care este aceasta limita?

2. Fie d; si dy doua drepte secante si neperpendiculare. Se noteaza cu M; respectiv My simetricele unui punct
variabil M din planul dreptelor d; si dy fata de aceste drepte.

a) S& se determine multimea punctelor M, stiind ca lungimea segmentului [M; Ms] este constanta.
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b) S& se determine multimea punctelor M, stiind ca dreapta M;Ms trece printr-un punct fix.

PROFESORI II
APRILIE

Notam cu xq, 23 radicinile ecuatiei ax? + bx +c = 0, unde b # 0. Sa se determine numerele a, b, ¢, 21, x2, stiind
ca numerele a, x1, b, x9, ¢ formeaza, in aceasta ordine, o progresie aritmetica.

a) O dreapta d din spatiu intersecteaza planul P in punctul O si face cu acest plan unghiul a. Alta dreaptd
din planul P care trece prin O face cu dreapta d unghiul ¢, iar cu proiectia dreptei d pe plan unghiul 5

T
(0 <pg< 5 ) Sa se stabileasca relatia:
COs ¢ = cos« - cos f3.

b) S& se exprime volumul paralelipipedului avand toate fetele romburi in functie de latura ¢ a unuia dintre
romburi si de unghiul v dintre doua laturi consecutive ale rombului.

Sa se arate ca produsul a trei numere intregi consecutive se divide la 60, respectiv la 504 daca factorul din mijloc
este patrat perfect, respectiv cub perfect.

AUGUST

Se dau multimile:
A={z]r =3n—-2,neN},

B = {z|z = 1003 — 2m, m € N},
C={zlr=6p+1,peZ, 0<p<166}.
Sa se arate ca ANB =C.
Se considera un tetraedru SABC ale carui muchii SA, SB, SC sunt perpendiculare doua cate doua.

a) Sa se calculeze lungimile muchiilor SA, SB, SC gi volumul tetraedrului in functie de laturile a, b, ¢ ale
triunghiului AABC.

b) Si se demonstreze ca proiectia P a punctului S pe planul triunghiului AABC este ortocentrul triunghiului

AABC.

c) Sa se demonstreze ca aria triunghiului ASBC este media geometrica intre ariile triunghiurilor APBC' si

ANABC.

Sa se rezolve ecuatia:
cos (w2?) + cos (27x) = 0

si sa se precizeze solutiile Intregi.
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DEFINITIVAT 1971
PROFESORI I

Fie functia f: R = R, f(z) = e® (222 — 32).

a)

b)

d)

e)

S& se studieze variatia ei gi sd se construiasca, in raport cu un sistem ortogonal de axe 2’/ Oz gi ¥’ Oy graficul
functiei.

Sa se gaseasca solutia generala a ecuatiei diferentiale
Y — 2y +y = de”

si sd se arate ca [unctia [ este o solutie particulara a acestei ecuatii; sa se deduca apoi ci 4e® + 2y — ¢y este
o primitiva a lui f.
S& se calculeze aria S(a) limitatd de graficul functiei f, axa a’z si dreptele de ecuatii = 0 si z = a, unde
a <0. Saseafle lim S(a).

a—r—00
Sa se arate ca pentru orice n € N*, avem

fO(z) =e” (2:L‘2 + anz +by) ,

unde a, si b, sunt functii intregi de n. Sa se stabileasca apoi relatiile an+1 = an +4 $i bny1 = by + an s
sa se determine a,, si b, in functie de n.

S# se arate ca oricare ar fi n € N*, ecuatia 222 + a,2 + b, = 0 admite dous radacini reale si distincte.

Fie cercul (%1) cu centrul O in originea axelor de coordonate rectangulare, de raza 2 si punctul A(4,0).

a)

b)

S& se scrie ecuatia cercului (45) care trece prin punctul A, intersecteaza cercul (%7) in doud puncte diametral
opuse fata de O si are raza minima.

S& se gaseasca pe cercul (%2) punctele Ty si Th astfel incit tangentele la acest cerc in aceste puncte si fie
paralele cu dreapta (D) de ecuatie 3z + 4y = 0; s& se arate ca triunghiul AAT) Ty este dreptunghic.

PROFESORI I1

Se considerd un cub ABCDA’B'C’'D’. Latura cubului este AB = 3a. Se imparte ficcare latura a cubului in céte
trei parti cgale. Fic punctele de diviziune M, N, P respectiv pe laturile AB, AD, AA’ ccle mai apropiate de
A. Se taie cubul cu planul (M N P) si se indepérteazd piramida AM N P. Se procedeazd la fel in toate cele opt
colturi ale cubului. Se cere:

a)

b)

c)
d)

Sa se verifice relatia f +v = n + 2, unde f, v si n reprezinta numarul fetelor, al varfurilor si al muchiilor
poliedrului ramas.

Sa se calculeze aria si volumul acestui poliedru.
S& se afle unghiul diedru format de planul (M N P) cu planul (ABC).

Sa se determine distanta de la varful A pana la planul (M N P).

Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

sind z = 9 siny

COS3 r = 9 COS Y

S& se arate ca numé&rul

; 125 125
:c—\/3+\/9+ o —\/—3+\/9+ o7

este rational.
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DEFINITIVAT 1972
PROFESORI I

Pentru orice n € N* se consideri sirul de functii f, : [a,00) — Ry unde a > 0, iar fi(z) = /2, fo(z) = /2 + /=,

f3(a:):\/93+\/x+\/m,

a)

b)

c)
d)

Sa se arate ca sirul (fy),,cn- converge pe [0, 00) catre o functie f : [0,00) — R si sa se stabileasca expresia
lui f(x).

Sa se scrie explicit multimea numerelor « pentru care f(z) este un numar rational.

Functia f : [0,00) — R are proprietatea lui Darboux pe [0,00)7

S& se studieze si sa se reprezinte grafic functia f : [0,00) — R..

Intre unghiurile B gi C' ale triunghiului AABC exista relatia:

a)

b)

c)
d)

Asin BsinC' =1 —cos BeosC, A € R. (1)

Sa se exprime diferenta lungimilor b si ¢ in dependenta fata de a gi A; a, b si ¢ sunt lungimile laturilor
triunghiului AABC.

Care este domeniul maxim al numerelor A pentru care existd triunghiuri ce satisfac relatia (1)?
Sa se demonstreze ca triunghiul AABC este isoscel in varful A daca si numai daca A = 1.

B si C fiind puncte fixe in plan, iar A constant in multimea de la punctul b), s se arate cd varful A apartine
unei hiperbole atunci cand triunghiurile AABC satisfac conditia (1). S& se precizeze elementele acestei
hiperbole.

PROFESORI II

Se considera functia f: E — R, f(z) = \/ log, v/3z - logs x, unde E este domeniul maxim de definitie. Se cere:

a)
b)

Sa se afle multimea F.

S& se afle submultimea numerelor x inclusa in £ pentru care f(z) = —1.

Sc considerd semicircumferinta de diametru ADB = 2r, centru O si tangenta AL. TFic MM’ o coarda paralcld cu
AB care, in prelungire, intersecteaza tangenta AL in P, AP = 1. Se roteste figura in jurul lui AL.

a)

b)

c)

S& se arate ca suma ariilor suprafetelor descrise de segmentele OM si OM’ este egald cu aria sferei de
diametru AB.

Pentru m € R, si se determine [ astfel incat volumul corpului de rotatie generat de triunghiul AMOM’ sa
fie egal cu 2mrm?. Discutjie.

Pentru ce valoare a lui m, volumul de la punctul precedent este maxim. Sa se precizeze si pozitia coardei
MM’ in acest caz.
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DEFINITIVAT 1973
PROFESORI I

a) (i) S4i se arate ci daca (A, B) = d, numerele kA, hB, unde k, h € Z se divid cu d. Rezulta din (kA +
hB,B)=dca (A,B) =d?
A 3a+2

B = 5a 1 poate fi simplificata.

(ii) Sa se afle valorile lui A pentru care fractia

. 1 1
b) 1In 37 vase, unele de 301, altele de 40,51, iar altele de 523 [, incap 1571 1. Vasele de 523 [ sunt cu trei mai

multe decat cele de 40,51. Cate vase sunt din fiecare fel? (Solutie algebrica si solutie aritmetica).

. ™ cosax
a) Sa se calculeze -
o oO+4coszx
5 cos T
b) Sa se traseze curba y = _ .
5+4coszw

a) Transformarea prin inversiune a unui cerc.

b) Fie M N un diametru variabil in cercul fix de centru O. Secantele AM gi AN (A punct fix) mai taie cercul
in punctele M’ si N'.

(i) Sa se arate ca cercul AMN taie dreapta AO intr-un punct fix.
(ii) Dreapta M'N’ trece printr-un punct fix.

PROFESORI 11

a) Sd se arate ca daca (A, B) = d, numerele kA, hB, unde k, h € Z se divid cu d. Rezulta din (kA+hB,B) =d
cd (A,B) =d?
A 3a+2

B~ sat1 poate fi simplificata.

b) Sa se afle valorile lui A pentru care fractia

. 1 1
In 37 vase, unele de 30 1, altele de 40,5 1, iar altele de 523 1, incap 1571 1. Vasele de 523 1 sunt cu trei mai multe

decét cele de 40,5 1. Cate vase sunt din fiecare fel? (Solutie algebrica si solutie aritmetica)

a) Patrulaterul lui Sacherri.

b) Din punctele A, B, C ale dreptei d se duc segmentele AA’, BB’', CC’ perpendiculare pe d, egale, de aceeasi
parte a dreptei.” Punctele A’, B’, C' sunt coliniare” este o propozitie echivalentd cu axioma lui Euclid.

Sa se rezolve sistemul:

ar+y+z=1
r+ay+z=a )
r+y+az = a?

a € R.
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DEFINITIVAT 1974
PROFESORI I

Sa se demonstreze ca: 3
77 o
4 daci 2z € (—o0, —1),

arctanx 4+ arctan

1+ -
, daca z € (—1,00).
4
Fie f:(0,1) = (0,1) o functie pentru care
Fo) = x, daca x este rational,
- |1—2z, dac z este irational.

a) S4 se arate ca functia f este surjectiva.
b) Sd se arate ca functia [ este injectiva.
c) S4 se cerceteze continuitatea functie.

Fie ABCD un patrulater situat in planul a.

a) Si se determine multimea punctelor M din planul o cu proprietatea ca M A% + MC? = MB? + M D>
Discutie.

b) Si se demonstreze ca daci pentru trei pozitii necoliniare ale punctului M din planul a avem M A%+ MC? =
M B? + M D?, atunci patrulaterul este dreptunghi.

Fie aZ multimea multiplilor intregi ai numarului intreg pozitiv a.

a) Sd se arate ca multimea aZ este un subgrup al grupului aditiv al numerelor intregi.

b) Si se arate ca orice subgrup al grupului aditiv al numerelor intregi este de forma aZ cu a intreg pozitiv.

Fie propozitia: "Orice functie f : R — R crescatoare pe intervalul (—o0,0) i crescdtoare pe intervalul [0, 00)
este crescatoare pe R”.Este aceasta propozitie adevarata?

Fie I, = / S

sinz
a) S4& se stabileascd formula de recurenta (n — 1) (I, — In_2) = 2sin(n — 1)x, n > 2.

b) Si se arate c& pentru n impar are loc egalitatea:

2 sinnx T
. der = -
o sinz 2

c) S4 se arate cd pentru n par are loc egalitatea:

¢ sinna 11 1 n 1
dr=2|1— — (=Dt :
/0 sinz [ 3+5 7+ = n—1
Fie matricea A = <CCL Z), unde ad —bc # 0 ¢l a, b, ¢, d € Z. Sa se gaseasca o conditie necesara si suficienta

pentru ca elementele matricei A~! si fie numere intregi.
PROFESORI IT1

Un muncitor trebuie sa execute cate 60 de piese pe zi. Acesta a lucrat insd cu 10 piese mai mult pe zi si a
terminat numarul de piese cerute cu 21 de zile inainte de termen, realizand in plus fata de plan 30 piese. Se cere:
a) In cit timp trebuie executaté lucrarea?

b) Céte piese trebuia s realizeze dupa plan?
Rezolvarea problemei se va face pe cale aritmetica.



-19-

2. Un sir de cinci numere naturale este astfel format incat primele trei sunt proportionale cu 2, 3, 4 si ultimele trei

3.

sunt invers proportionale cu 2, 3, 4.

a) S4 se determine cinci numere cele mai mici posibile proportionale cu elementele acestui gir.

b) S4 se calculeze cele cinci numere din primul sir, stiind c& suma lor este 123.

Intr-un cerc de centru O se duc doud diametre perpendiculare AB gi CD. Fie M un punct situat pe segmentul
[AB]; CM intélneste cercul in N. Tangenta in N la cerc si perpendiculara in M pe AB se taie in punctul P.
a) Sia se demonstreze cd punctele O, M, N, P sunt situate pe acelasi cerc.

b) Si se demonstreze ca dreptele CM si OP sunt paralele.

c) Ce descrie punctul P cand M parcurge segmentul [AB].

a) S4 se studieze variatia functiei:

flx)=—1+z+1|—2|z|+ |z — 1

si sa se construiasca graficul corespunzator.
b) Sé& se rezolve inecuatia:
2r +4

|z + 1|+ |z — 1| > 2|z| + 5
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DEFINITIVAT 1975
PROFESORI I

1. Notam cu Z(X) multimea partilor multimii X.
a) Sd se demonstreze ca oricare ar fi multimile A, B, avem:
P(A)UP(B)C (AUB).
b) S& se arate cd P (A) U #(B) = (AU B) daca si numai dacd A C B sau B C A.

2. Sa se rezolve gi sa se discute sistemul:

r1+290=0
ro+23=0
23 +24=0
Ty +x1 =

3. Fie functia f : R — R, f(z) = z|r — a| + a. a € R. Folosind definitia derivatei, si se determine a astfel incat
functia sa fie derivabila pe R.

4. Fie (%) o curba care are tangentd in fiecare punct al ei. Tangenta intr-un punct M, mobil pe (%), taic axa
absciselor in punctul 7. S& se giseasca curbele (%) pentru care lungimea proiectiei ortogonale a segmentului
[MT] pe axa absciselor este o constanta data u > 0.

dx

,a€R.
|x—a|+1‘a

3
5. Sa se calculeze: /
1

6. Dreptele dy, do sunt situate in planul o. Sa se determine mulgimea punctelor din planul « care au suma distantelor
la dreptele di, dy egala cu o constanta data k& > 0. Discutie.
7. Fie propozitia: 7Exista triunghiuri care nu sunt isoscele si nici dreptunghice si in care a + h, = b+ hy”. Este

adevarata aceasta propozitie? (a, b sunt lungimile laturilor, iar hg, hpy sunt lungimile inaltimilor corespunzéitoare).

v v T+ o . . o
8. Sé& se demonstreze ca arctan x + arctany = arctan 1 Y daca si numai daca xzy < 1.
—ry

9. Fic I C R un interval i functia f: I — R.

a) Sa se demonstreze ca:

r+y
fa+ < (730) Wayer
Mai mult,
r1+T2+...+x
Flan) 4 flea) +oot glon) < (TTRETI) ansse,
n fiind o putere a lui 2.
b) Aplicand proprietatea de la punctul precedent pentru numerele 1, xa, ..., Tn, Tni1, - - - Tnik, unde

r1+r0+ ...+

Tn4l = Tp42 = ... = Tntk = 9 ’

iar n + k este o putere a lui 2, sa se deduca valabilitatea proprietatii pentru orice n € N*.

¢) Folosind proprietatea de la punctul precedent pentru functia logaritmica, sa se deducd relatia dintre media
aritmetica si media geometrica a n numere pozitive.

PROFESORI I1

1. Trei cercuri egale care au un punct comun H se mai intersecteaza doua cate doua in punctele A, B, C. Sa se
demonstreze ca si cercul circumscris triunghiului AABC este egal cu cercurile date.
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Sa se determine parametrul m din ecuatia
x—1=m-+ /22 +2(m+2)x+4(m+1)

astfel incat aceasta sa aiba solutii in R.

Pentru 9 m de postav si 5 m stofd s-au platit 1950 lei. Pentru 3 m de postav si 7 m stofa de acelasi fel s-a platit
1290 lei. Cét costa 1 m de postav si 1 m stofd? (Rezolvare aritmetica)
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DEFINITIVAT 1976
PROFESORI II

Legea de compozitie 2Ty = zy — bz — 5y + 30 determina pe R o structura de grup? Dar pe R\{5}?
Sa se demonstreze ca (1 + X)5m+!L — (1 + X)6P+1 ge divide cu X2 + X + 1, unde m, p € N.

Pe laturile hexagonului regulat inscris in cercul de raza R se construiesc in exteriorul sau patrate si se unesc cu
varfurile lor vecine.

a) Sa se arate cd formeaza un dodecadon regulat.

b) S& se calculeze aria dodecagonului in functie de R.

c) Sa se calculeze aria cercului inscris si aria cercului circumscris dodecagonului.
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DEFINITIVAT 1977
PROFESORI I1

Sa se gaseasca solutiile reale ale sistemului:

ryz +1 =4
rYyz +y =3
ryz +z2=2
Sa se transforme in produs expresia
E_ a N b N ¢
sin? A sin? B sin?
2 2 2

unde a, b, ¢, A, B, C sunt elementele unui triunghi.
Perimetrul unui trapez isoscel circumscris unui cerc este de 56 c¢m, iar unghiul sub care se vede baza mare din
centrul cercului este de 120°. Sa se calculeze laturile trapezului.

(Conditia necesara si suficientd pentru ca un patrulater oarecare s admitd un cerc inscris este ca suma a doud
laturi opuse sa fie egald cu suma celorlalte doué laturi).

2
Se da un con circular drept cu diametrul bazei de 12 cm si inaltimea egala cu 3 din diametru.

a) S se afle aria laterala, aria totald si volumul conului.

b) Se desfisoara suprafata laterald a conului obtindndu-se un sector de cerc. Céte grade are unghiul acestui
sector?

¢) La ce distanti de varful conului trebuie ficutd o sectiune printr-un plan paralel cu baza astfel ca lungimea
cercului de sectiune sa fie 97 cm?



a)
b)
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DEFINITIVAT 1978
PROFESORI II

Sé se afle x, y daca zy = 2(z +y) = 18.

Sa se arate ca daca x > 2, y > 2, atunci 2y > = + y.

Si se arate ca numerele i(1 — )2 si (1 +iv/3)3 sunt reale.
Sa se verifice prin inductie ca:

nz" —(n+1)2" +1

2 n—1 _
14+22+32z+...+nz"" = (2 1)2

pentru orice z € C\{1} si pentru orice n € N*. Ce se deduce pentru z = i si n = 100, separand partile reala
si imaginara?
Sa se rezolve ecuatia sinzsin3x + 1 = 0.

T . .
S& se arate ca daca o € (0, 9 ), atunci sina + cosa < /2 si tana + cot.a > 2.

Se considera un triunghi echilateral ABC. Pe segmentele AB si AC se iau respectiv punctele M si N astfel incat
AM = NC. Fie P punctul de intersectie a dreptelor BN si C'M. Sa se calculeze unghiul <BPC si sa se arate

ca aria|[BPC| = ;aria[ABC].
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DEFINITIVAT 1979
PROFESORI II

a) Sa se stabileascd o aplicatie bijectivd a multimii Z pe multimea N.
b) Si se defineasca toate tripletele de numere reale (z,y, z) astfel incat x +y + 2z = 2 si 2oy — 2% = 4.
Sa se determine a € R astfel Incat

z*+4 = (2* + ax + 2)(z* — az + 2),

pentru orice 2 € R si apoi si se reprezinte in planul complex radacinile ecuatiei 2 4+ 4 = 0.

Sa se arate ca o conditie necesara si suficienta ca doua plane sa fie paralele intre ele este ca orice dreapta care
intersecteaza unul dintre plane (intr-un singur punct) si-l intersecteze si pe celdlalt. Deduceti tranzitivitatea

relatiei de paralelism intre plane.
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DEFINITIVAT 1980
PROFESORI I1

Analiza combinatorie. Binomul lui Newton. Definitii, demonstratii, aplicatii posibile.

Sa se arate ca numarul
n= §/2+¢5+{’/2—¢5
este Intreg.

Sa se verifice ca pentru orice a, b € R nenule, ecuatia

are radacini reale.

Se considera un triunghi echilateral ABC. Sa se determine dreapta (A) care trece prin punctul A, pentru care
suma distantelor de la B gi C este maxima.

Pe un cerc se iau punctele A, B nediametral opuse. Tangentele in A si B la cerc se intersecteaza in C, iar
paralela prin A la BC intersecteazd din nou cercul in D; fie F intersectia dreptei C'D cu cercul (E # D). Sa se
arate cd AL trece prin mijlocul segmentului BC.
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DEFINITIVAT 1981
PROFESORI I

2
Pentru orice a € R, fie functia f, : R? — R?, f,(z) = (LL‘1 +azy + a2 o + a), (V) (x1,22) € R%. Aratati ca:

a) faofo= fare, (V) a,beER.
b) Multimea G = {f, | a € R} formeazd grup in raport cu operatia de compunere a functiilor.

¢) Grupul (G, o) este izomorf cu grupul (R, +).

Sa se arate ca

. sinx4+cosx 37w T bm
arcsin = T, T , .
’ 4’ 4

V2 4

Fie (¥) un cerc, d o dreaptd i A un punct pe dreapta d. Construiti un cerc (¢*) tangent la cercul (%) si la
dreapta d in punctul A.

Determinati functia polinomiala f : R — R de grad minim care sa aiba un maxim egal cu 6 in = 1 ¢i un minim
egal cu 2 in x = 3.

Fie f :[0,1] — R o functie continua astfel incat, pentru 0 < a < b, sd aiba loc relatia f(z) € [a,b], pentru orice

€ [0,1]. S& se arate ca
/1 (z) d b/l v i
x) dxr + a <a-+b0.
of o f(@)

PROFESORI I1

Se considera polinoamele P (X) = X3 + X2 —2X §i P»(X) = X3+ 5X2 +8X + 4.

a) Sa se descompuna Py (X) si P2(X) in factori de gradul intai.
b) Daca n > 1 este un numér natural, fie Ny = Py(n) si No = Py(n). Fie d cel mai mare divizor comun al
numerelor Ny gi Ny. Sa se arate ca d > 6.

Se consider functiile f(z) = 22 — 4z cos2a + 5 si g(x) = In f(x), unde « este un parametru real.

a) Sd se arate ca [unctia g este definita pe R.

b) Sd se determine valorile parametrului « pentru care functia f are o valoare minima egala cu 4.

Intr-un cerc cu centrul O se inscrie patrulaterul convex ABCD. Mijloacele laturilor AB, BC, CD, DA se

noteazi respectiv cu M, N, P, @, iar simetricele lui O fatd de aceste puncte sunt respectiv M’, N', P', @Q'.

a) Sa se arate ca patrulaterele M N PQ si M'N'P’Q’ sunt paralelograme.

b) S4 se determine lungimile laturilor paralelogramelor M N PQ si M’/ N'P’'Q’ in functie de AC' si BD.

c) Fie {O'} = MPNNQ si {O"} = M'P' N N'Q’. Si se arate ca punctele O, O’, O” sunt coliniare si ca
00" =0'0".

d) Sa& se arate ca
1

'S,/ rpPro.
o "PMIN'P'Q

Sapcp =2-Sunpg =

e) Sa se afle locul geometric al punctelor din spatiu egal departate de punctele 4, B, C, D.
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DEFINITIVAT 1982
PROFESORI I

Definitii echivalente pentru limita unei functii intr-un punct.

S& se arate ca grupurile multiplicative (R*,-) si (C*,-) nu sunt izomorfe.

2 3
Se considera sirul (x,,),>0 definit prin g = a, 1 = b (a, b € R dati) si z, = 5:18”_1 + an_g pentru orice n € N,

n > 2. Sa se determine expresia lui 2, in functie de a, b, n si sa se calculeze lim x,.
n—>r 00

2 nx :
xe sinx
S& se traseze graficul functiei f: R — R, f(z) = lim 5 n:_+ 1
1N—>00 r<e

Se considera un plan P raportat la un sistem ortogonal de axe xOy. Fie f : P — P aplicatia de rotatie in jurul
. Lo T . . . A v v .
punctului O cu unghiul 4 si g: P — P aplicatia de simetrie in raport cu axa Ox. Sa se arate cd fog #go f si

sa se determine punctele M € P astfel incat f(g(M)) = g(f(M)).

PROFESORI I1

Progresii aritmetice si progresii geometrice.
S se rezolve inecuatia Va2 — 2z + 14+ Va2 + 22 + 1 < 2v/22 —dx + 4.
Si se arate ca daca a, b, ¢ sunt numere reale si @ + b + ¢ = 0, atunci a® 4+ b3 + ¢® = 3abe.

Sa sc afle valorile parametrului rcal m astfel incat ambele radacini ale polinomului X2 — 2mX — 1 sa fic reale si
cuprinse in intervalul [-2, 2].

Fie un triunghi ABC astfel incit m(<BAC) = 90° si |AB| = |AC| = b. Se considerd punctele D, E € (BC)
astfel incat <BAD = <DAFE = <FAC. Sa se calculeze lungimea segmentului DE.
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DEFINITIVAT 1983
PROFESORI II

Functia exponentiala si functia logaritmica.
S& se rezolve ecuatia z 4+ /2 < 6.
Sa se afle z daca log, (log: ) < 0.

Fie un triunghi ABC astfel incat m(<A) = 90°, ||AB|| = ¢, ||AC|| = b. Fie D, E € [BC] astfel incat
||BD|| = ||DE|| = ||EC]|. Sa se calculeze lungimile segmentelor [AD] si [AE] in functie de b si c.
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DEFINITIVAT 1984
PROFESORI I1

Sa se demonstreze ca

1 27
Cp+C3+C8+...= 5 <2n+2(‘,OS 3 )
(Pentru a gisi sume de combinéri ”din p in p”, CO + CP + C?P + ..., se insumeaza binoame de forma (1 + 2;)",
unde zj, este ridacina de ordin p a unitatii pentru 0, 1, ..., p —1).

Sa se rezolve: log, = + log, (x + 5) + log, 0,02 < 0.

Sa se arate ca pentru a, b, ¢, d, e € N, polinomul X5 4+ Xb+1 4 X5e42 1 x5d+3 4 X5etd eogte divizibil prin
X'+ X3+ X2+ X + 1.

In tetraedrul SABC muchiile opuse sunt egale douil cate doust. Dacd |BC| = a, |CA| = b, |AB| = ¢, si se
gaseasca volumul tetraedului.

Daca Intr-un tetraedru fetele laterale au ariile egale, atunci muchiile opuse sunt congruente doua cate doua.
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DEFINITIVAT 1985
PROFESORI I1

3% — 1|+ 3=+t 41,

Sa se rezolve ecuatia (v +4)3% — 2z = (x + 1)

Fie ABC D un trapez dreptunghic in care AB | AD, AB 1 BC. Notam cu I punctul de intersectie a diagonalelor
trapezului. Se considera o dreapta d care trece prin I si este paralelda cu bazele AD si BC. Aceasta dreapta d
intersecteaza pe AB In E. Si se arate ca [EI este bisectoarea unghiului <CED.

Fie a, b, ¢ trei numere strict pozitive. Sa se arate ca

bc ca ab
+ + >a+b+c
a b c

In ce caz avem egalitate?
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DEFINITIVAT 1986
PROFESORI II

a) Si se arate ci polinomul X2 +Y? + Z3 — 3XY Z se divide cu X +Y + Z.
b) S se rezolve in numere intregi ecuatia z° + y* + 2% — 3ayz = 1.

ar?, dacaz <0
br, dacaxz>0

sa fie bijectiva si in acest caz si se calculeze f~! si fo f.

Se considerd functia f : R = R, f(z) = { , unde a, b € R. Sa se determine a si b astfel incat f

a) Sa se gaseasca toate punctele M din planul triunghiului ABC' cu proprietatea ca ariile triunghiurilor M AB,
MBC si MCA sunt egale.

b) Sa se arate ca printre punctele M de la punctul a) existd unul care nu apartine interiorului triunghiului
ABC si care are proprietatea ca perimetrele triunghiurilor M AB, M BC si M C A sunt egale daca si numai

dacé triunghiul ABC este dreptunghic.
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DEFINITIVAT 1987
PROFESORI I1

Fie A o multime nevida i Z(A) multimea partilor sale. Se considerd o functie f : Z2(A) — P(A) cu proprietatea
VX, Y e Z(A), X CY = f(X)C f(Y).
Se noteaza cu T intersectia tuturor multimilor X € 2(A) pentru care f(X) C X. Sa se arate ca f(1) =1T.

Sa se arate ca unul din numerele f/\/f) +2 4+ \3/\/5 -2, f/\/5 +2 — f/\/S — 2 este rational iar celalalt este
irational.

Fie € si 65 doua cercuri secante in A si B, de centru Oy, respectiv Og, de raze diferite. Se noteaza cu Py P
respectiv Q1 Q2 tangentele comune celor doud cercuri (P, Q1 € €; Pa, Q2 € %3) si cu M, M, mijloacele
segmentelor Py, respectiv PoQs.

Sa se arate ca:

a) triunghiul M AM, este isoscel;
b) AMj; este bisectoarea unghiului O] AO2, unde O] este simetricul lui O; fata de AB;
c) unghiurile My AM; si O1 AO5 sunt congruente.
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DEFINITIVAT 1988
PROFESORI I

a) Functii continue pe intervale compacte.

b) Continuitatea uniforma.

Fie K un corp comutativ si K* = K\{0}. Sa se arate ca grupurile (K, +) si (K*,-) nu sunt izomorfe.

Sa se arate ca Z El(n — k)(CFY3 =nl.Cp.
k=0

Pe fetele unui tetraedru regulat de muchie x se construiesc in exterior patru piramide cu fetele laterale triunghiuri
isoscele congruente. Suprafata laterald a corpului astfel format fiind constanta, egala cu a?+/3, si se exprime in
functie de a si  volumul corpului.

Fiind data elipsa (&) raportata la axele ei de simetrie, cu axa mare egala cu V10 si tangenté dreptei 3z+8y—17 =
0, se cere:
a) Ecuatia elipsei.

b) Coordonatele punctului de tangents.

PROFESORI II

a) Radicali in corpul numerelor reale; proprietéti ale radicalilor.

b) Functia exponentiala.

Sa se rezolve in R ecuatia €/m+ V2 4+ 32 + S/T —Vr24+32=2.

(n+1)!

S ae ot 5 . 9. U
S se arate ca /2! - /3 - ldots - {/n < o

, (V) n e N*.

a+c B
Sa se arate ca triunghiul AABC in care Z = cot 5 este dreptunghic.

Fie VABC un tetraedru caruia i se desfac fetele laterale si se ageaza prin rotatie in planul bazei (ABC). Se
formeaza in planul bazei triunghiurile BCV4, ACVg, ABVe. Dacd VA', VB’, V' sunt inaltimile fetelor laterale
pe laturile BC, AC, respectiv AB, atunci dreptele Vo A’, VB’ si VoC’ sunt concurente.
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DEFINITIVAT 1989
PROFESORI I

Teorema de existenta a primitivelor unei functii continue.

Sa se determine solutiile reale ale sistemului:
Y3+ 23+ 3V 2yz =2
423 4+3Y8r2=3
23 +y3 + 3mary = m3

unde m € R.

a) Fie P, P, P; un triunghi in planul o si f : @ — « o izometrie. Sa se demonstreze ca dacd f(P;) = P,
i=1,2,3, atunci f(M) = M, pentru orice punct M din planul «.

b) Se considera un tetraedru [ABCD] in care AB L CD si AC L BD. Sa se demonstreze ca

IACII* +[|BD||* = [|CDI]* + [[AB|]* = | BC||* + || AD|J*.

PROFESORI II

Binomul lui Newton.
Sa se arate ca 72" — 1 este divizibil cu 48 pentru orice n € N.

Fie A, B, C, D patru puncte in plan, astfel incat AB = C'D. Sa se afle locul geometric al lui M din plan pentru
care triunghiurile M AB si MCD au aceeasi arie.

Se considerad un tetraedru [A; As A3 Ay]. Fie A, A, A}, Al proiectiile ortogonale ale varfurilor pe planele fetelor
opuse. Proiectiile ortogonale ale unui punct variabil M din interiorul tetraedrului pe fetele lui se noteaza My,
My, M3, M,. Sa se arate ca:

MM ||M M| [[MMs|| | [[M M| _
|AvAL]] (A2 45| [[As Azl [[AaAL]]
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DEFINITIVAT 1990
BUCURESTI

PROFESORI I

a) Notiunea de integrald a unei functii.

1 24+ V3+...+¥Yn—n
b) Si se calculeze lim V2RV Y .

n—00 Inn
a) Notiunea de izomorfism de grupuri.
b) Si se arate cd grupurile (R, +) si (R*,-) nu sunt izomorfe.
a) Sa se arate ca daca o dreapta este perpendiculara pe doud drepte secante dintr-un plan, atunci ea este
perpendiculara pe plan.

b) Fie o elipsa de focare A si B. Si se géseasca punctele M de pe elipsd pentru care masura unghiului <AM B
este maxima.

PROFESORI 11

Sa se construiasca o functie f: N — N:

a) injectivd gi nesurjectiv;

b) surjectiva si neinjectiva.

a) Mica teorem4 a lui Fermat (demonstratie).
b) Si se arate ca:
. k—1
(l) Crli = Crli—l + Cn—l;

_1\n—1
(1", L

.. } i _
(ii) daca u, =C} — QC'fL +...+ N ™, atuncl u, — Up—1 =

a) Si se arate c& proiectiile unui punct de pe cercul circumscris unui triunghi pe laturile triunghiului sunt trei
puncte coliniare.

b) Si se arate ca exista trei romburi care sd aiba varfurile pe muchiile unui tetraedru.
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TIMISOARA

PROFESORI I

a) Fie f:[a,b] — R derivabild cu derivata strict monotona si ¢ € (a,b) cu f'(¢) = 0. Atunci existd z¢ € [a, b]
cuxo £ asi f(zo) = f(a) sau xo # b si f(x0) = f(b).
1

22 — a2 + 22 — 02| unde a, be Rcu 0 <a <b.

b) Reprezentati grafic functia f(x) =
b
c¢) Fie P un polinom cu proprietatea c& pe intervalul [a,b] avem / 2"P(x) de = 0, (V) n € N. Atunci
P(x) = 0. ’
a) Si se demonstreze inegalitatea

1
1g2+1g3+...—Hgn<nlgn;r

folosind:
(i) metoda inductiei matematice;
(ii) inegalitatea mediilor.
b) Fie f, g € R[X]. Sa se arate ci polinoamele f si g au radacina comuna zg = 1, stiind ca f(X3) + Xg(X?)
este divizibil cu X2 + X + 1.
a) Prin una din laturile bazei unei piramide triunghiulare regulate se duce un plan perpendicular pe muchia
opusa. Daca muchia laterala are lungimea a, iar latura bazei x, se cere:
(i) aria sectiunii obtinute;
(ii) dacd a este constant si 2z variabil, si se determine 2 pentru care volumul piramidei este maxim;

(iii) sd se determine unghiul diedru format de planul sectiunii cu planul bazei.

b) Sid se demonstreze ca existd un punct unic cu proprietatea ca lungimile laturilor sale sunt trei numere
naturale consecutive si unul din unghiuri are masura egala cu dublul méasurii altui unghi al sau.

PROFESORI 11

a) Si se arate ca pentru orice numéar natural impar a existd un numsr b € N astfel incat 2° — 1 se divide cu a.

b) Si se determine numerele de forma abc pentru care Vabe = ab — Ve.

c) S& se rezolve ecuatia
Vioggaz —1+ €/loga2x—10+\/log\/ma—1+2:().

d) S& se demonstreze ca

1 1

e) Si se discute in functie de parametrul m € R ecuatia v/z +m = |2z — 1].

Se di trapezul ABCD in care AD || BC si AB = AD = DC, AB = a, BC = 2a, ACN BD = {O}. In O se

D1 . . . a
ridica perpendiculara pe planul trapezului pe care se ia SO = .

a) S4 se arate cd unghiurile ascutite ale trapezului au fiecare 60° si cd AC 1. AB si BD 1 DC.
b) Si se arate ca triunghiul SAB este dreptunghic.
c) Sa se determine méasura unghiului format de planul (SAD) cu planul trapezului.

d) Prin mijlocul lui [SO] se duce un plan paralel cu planul trapezului care intersecteaza segmentele SA, SB,
SC, SD respectiv in punctele Ay, By, C1, D;. Si se calculeze volumul trunchiului de piramida obtinut prin
eliminarea corpului SA; B1C1D; in functie de volumul piramidei initiale.
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IASI

PROFESORI I

ILm (—a® —2® — .. — 2?7 h, dacd |z| < 1
n oo
Fie functia f : R\{—1,1} — R definita prin f(z) = 1 1 1 . Se
lim (z+ + . +...4+ _ ), daca|z]>1
n—00 x 3 p2n—1
cere:
23
a) sasearateca f(r) = % (V) z € R\{—1,1} si sa se construiasca graficul functiei f;
2 —

b)
a)

b)

sa se calculeze lim [(1 —x) / f(t) dt]
z 1 Jo

Si se descompuna in factori ireductibili peste corpul R polinomul P = Z?* —2Z" cost + 1, t € [0, 27) si sd
se dea o interpretare geometrica multimii solutiilor ecuatiei P(z) = 0.

Pe multimea G = {z € N|0 <z < a, a € N*} se defineste operatia

T +y, daca z +y <a
ThY = y .
r+y—a, dacaz+y>a

S4 se arate cd (G, *) este un grup abelian si cd aplicatia f : Z — G, care asociaza fiecdrui numar intreg x
restul r, al impartirii « : a, este un morfism intre grupurile (Z, +) si (G, x).

Fie Pi P, ... P, un poligon regulat cu n laturi, n > 3.

a)
b)

Sé se arate ca acest poligon este inscriptibil.

Fie un reper in planul poligonului cu originea O in centrul cercului circumscris poligonului gi pentru care
P;(1,0). Sa se determine coordonatele celorlalte varfuri ale poligonului.

c) Sia se arate ca multimea afixelor zj ale punctelor Py in reperul ales formeaza un subgrup al grupului
multiplicativ {z € C||z] = 1}.
d) Si se calculeze aria poligonului regulat P{P; ... P, unde P} este determinat astfel incat OPy P Py+1 sa fie
romb, k = 1,n (unde P11 = Py).
e) S& se calculeze volumul V,, al piramidei SP1 P, ... [P, unde S este un punct determinat prin conditiile
SO = OP1 Sl SO L (Plpg . .Pn).
f) S& se arate ca girul (V,,) este convergent si sd se interpreteze geometric limita sa.
PROFESORI 11
x a+2va—-1 4v/a—1
Fie 1, o € R cu 1= +2v glxy — 2o = v .
T2 a—2va—1 a—2
a) Si se scrie ecuatia de gradul al doilea cu radéacinile 21 si 2.
. . o T2 + 23 . . .
b) Si se determine valorile lui @ pentru care 1, o T2 sunt in progresie aritmetica.
c) Se considera mulgimile A, B, C C N* date prin:

A={z]|z=3n—-2,neN},
B = {z|x=1003 —2m, m € N},
C={z|lz=6p+1,peN, p<I167}.
Sa se arate ca AN B =C.

Fie paralelogramul ABC'D avand diagonala AC' mai lunga sau egala cu diagonala BD. Fie E si F proiectiile
punctului C' pe dreptele AB si respectiv AD. Sa se demonstreze ca:

a)
b)

are loc relatia AB-AE+AD-AF = AC? i sa se interpreteze rezultatul cand paralelogramul este dreptunghi:

triunghiurile AEC si EFC au aceeasi arie daca gi numai daca paralelogramul este dreptunghi sau elementele
lui satisfac o relatie ce trebuie precizata.
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CRAIOVA

PROFESORI I

1. a) FieM#@ st P(M)={X|X C M}, iar A, Be P(M). Se consdera functia f 2 (M) — Z(A) x Z(B),
f(X)=(XnNA, XN B). Si se demonstreze ci:
(i) f este injectivd <= AU B = M,
(ii) f este surjectivi <= AN B = &;
(iii) f este bijectiva <= A = Cy/B. In acest caz se cere f 1.

b) Sd se arate ca
1 1 1
li ce =In2
ngrgo(n—l—l—i_n—i—?_'— +2n> "
si sa se deduca de aici ca
li in + si : + ... +si ! In2
m | sin sin ... +sin =In2.
o+ n+1 n+ 2 2n
c¢) Teorema lui Lagrange (enunt, demonstratie).

2.FmK={<a 6
-b a
a

“ o . b
a) Si se arate cd multimea K* = a) eK

a,beR}.

—b

a? +b? #£ 0} are o structura de grup in raport cu operatia

de inmultire a matricelor si H = { (_ab 2) e K~

a? +v* = 1} este subgrup al lui K*.

b) Si se arate ca multimea K are structura de corp comutativ in raport cu operatiile de adunare si inmultire
a matricelor, izomorf cu C.

3. a) S3& se calculeze unghiul dintre doud muchii opuse ale unui tetraedru in functie de lungimile muchiilor
tetraedrului.

b) Si se demonstreze ca, daca intr-un tetraedru ariile fetelor sun egale, atunci fiecare muchie este congruenta
cu muchia opusa.

PROFESORI 11

1. Fie M o mul{ime finitd, iar n(M) numéarul elementelor sale. S& se demonstreze ci daca A, B, C' sunt multimi
finite, atunci

n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C) —n(ANB)—n(BNC)—n(CNA) +n(AnBNC).

2. a) Cel mai mare divizor comun a doud numere naturale. Algoritmul lui Euclid.

1
b) Si se rezolve in N* ecuatia ~ + = 1.

3. Fie O, A, B, C patru puncte in spatiu astfel ca OA L OB 1. OC 1 OA si se noteaza cu a = OA, b = OB,
c=0C.
a) Sa se calculeze lungimile laturilor triunghiului ABC' in functie de a, b, c.
b) Si se arate ca
o[ABC)? = ¢[OAB]? + ¢[OBC)? + 0[OAC)?.
c) Sd se arate ca proiectia ortogonald a punctului O pe planul (ABC') este ortocentrul H al triunghiului ABC.

d) S4 se calculeze distanta OH in functie de «a, b, c.
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DEFINITIVAT 1991
BUCURESTI

PROFESORI I
Derivabilitate. Proprietati ale functiilor derivabile.
Fie f:[-3,00) — R datd prin
4
L daca z € [-3,-2)

2?2 daca x € [-2,2)

10

2 daci x € [2,/5]

2, daca = € (v/5, 00)
Sa se determine punctele de extrem local ale acestei functii.

0, daca x € [0,2)

Inz, dacax>2

Fie f : Ry = R, f(z) = Jlar 2y = a € Ry, @41 = f(xy,). Sa se arate cd (z,,) este

convergent si sa se calculeze limita sa.
Polinoame ireductibile. Caracterizarea polinoamelor ireductibile din R[X] si C[X]. Sa se arate ca exista o
infinitate de polinoame ireductibile neasociate, cu coeficienti intr-un corp.

Se considera functiile f, g : R — R definite prin

x+1, dacazreQ
fl@) =19, o :
29 +2, dacda z ¢ Q

(@) x++/2, dacd z este algebric

r)=< . .
2% 4+ 3, daca x este transcendent

Sa se studieze injectivitatea si surjectivitatea acestor functii.

S& se arate ca pentru orice f € R[X] cu grad(f) = n, existd a; € R, i = 1,n, unici, astfel incat f =
n

a; (Xl + 1)
i=0
Descompunerea unei izometrii intr-un produs de simetrii.

Sa se construiasca o dreapta care sa intersecteze doud drepte date si sa fie perpendiculara pe o alta dreapta
data.

Sa se gaseasca distanta dintre parabola & : y? = 2z si dreaptad: 2 —y +1 = 0.
PROFESORI II

Numere prime. Descompunerea unui numar natural in factori primi. Unicitatea descompunerii.

Sa se determine cel mai mare divizor comun al numerelor 2k — 1 si 9k + 4 in functie de numarul intreg k.
Sa se gaseasca cel mai mic numar natural strict mai mare ca 5, care impartit prin 6, 8, 9, 12 sa dea acelasi
rest 5.

Inelul claselor de resturi modulo n. Determinati divizorii lui zero si elementele inversabile pentru n = 18.

S4 se determine numarul real a astfel incit ecuatia z* + 22 + az? + 22 + 1 = 0 si aiba toate radacinile
reale.

Rezolvati ecuatia  + 27 4+ log, z = 7.

Inversiuni in plan.
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b) Lungimea muchiilor unui cub este a. Sa se afle distanta dintre o diagonald a cubului si o diagonala a fetelor
laterale cu care nu se intersecteaza.

c) SA& se calculeze aria poligonului regulat ABC' ... M inscris in cercul de raza R, stiind ca

L1
1ABI| - [lAC]] — [[AD]|
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TIMISOARA

PROFESORI 1
1. Fie f: D CR— Rsizg €R. Se cere:

a) Sa se defineascd notiunea de limita a functiei f in g si apoi s& se prezinte ce conditie trebuie s satisfacd
2o si unde intervine aceasta conditie in definitie.

b) Sa se demonstreze ca daca exista lim f(z) = L € R*, atunci:
Tr—rx0

(i) (3) V € ¥(xo) astfel incat f(z) € R*, (V) 2 € VN D\{a0};

11
@3y e = L
T—>T0

2. Fie functiile f, : R — R si g: [0,1] — R definite prin f,,(z) = (22 + mx)e * si

o) = {x, daca z € QNJ0,1]

> € R. Sa te ca:
2%, dacize (R\Q)N 0,1 T TS

a) pentru orice m € R, functia f,, are un maxim gi un minim local;

b) ¢([0,1]) este un interval, desi g nu are proprietatea lui Darboux.
3. a) S4& se definesca notiunile de grup si omomorfism de grupuri.

b) Fie f: Gy — G2 un morfism de grupuri. Atunci:

(1) f(e1) = eq, unde ey este elementul unitate in Gy, k =1, 2.
(i) fla) = @) (V) 7 € Gu.

c) S4& se arate cd multimile Ker f gi Im f sunt subgrupuri.

4. a) Sa se arate ca:
135 2n-1) 1
2:4-6-...-(2n) 41

b) S& se rezolve si sa se discute sistemul:

r+y+z=1
ax +by+cz=d
a’z + b%y + c?z = d?

in functie de parametri reali a, b, ¢, d.

5. Fie tetraedrul ABCD cu AB L (BCD). Consideram un punct M € (AB) si notam cu E, F proiectiile ortogonale
ale lui M pe AC, respectiv AD. S& se demonstreze ca:

a) patrulaterul ECDF este inscriptibil;

L : L R Bl _ ||CD]|
b) triunghiul M EF este echilateral daca si numai daca ||AC|| = ||AB|| si = .
IAC| = [|AB| IAB|| = ||4D||

PROFESORI 11

1. Se considera multimea polinoamelor cu coeficienti complecsi.

a) Sia se defineascd relatia de divizibilitate gi notiunea de cel mai mare divizor comun pentru polinoamele
acestei multimi.

b) Sa se arate ca daca f | g si g | f atunci existd a € C cu f = ag.
c) Sa se demonstreze ca pentru orice doud polinoame arbitrare exista cel mai mare divizor comun al lor.
2. a) Mectoda reducerii la absurd.

b) Sa se enunte si si se demonstreze teorema privitoare la intersectia a doua cercuri. Sa se precizeze locurile
unde este utilizatd metoda reducerii la absurd.
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Sa se arate ca:

1 1 1

>
n+1+n+2+ +3n+1

Sa sc determine numercle reale a, b, ¢ incat sistemul

1, (V)n e N".

20 —y+z—-1t=1
r+ytaz+t=—1
r—y+z+bt=c

sa fie compatibil, iar matricea sistemului sa aiba rangul 2.
S# se determine radacinile reale si complexe ale ecuatiei 28 = 1.

Sa se demonstreze ca multimea acestor radacini constituie un grup cu operatia produs din corpul C.
Sa se determine subgrupurile grupului precedent.

Se considerd o dreapta d i un punct A ¢ d. Sa se demonstreze, fara a utiliza axioma lui Euclid, ca in planul
(A, d) exista o unica dreapta a astfel incat A € a, a L d, and = {P}.

Se considera n puncte arbitrare Ay, Ao, ..., A, apartindnd planului euclidian. Sa se demonstreze ca aceste
puncte sunt coplanare dacd si numai dacd exista cel putin un punct M incat sferele de diametre [A;M],
[AM], ..., [A,M] sa se intersecteze Intr-un punct N # M.
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TASI

PROFESORI 1
3
a) Si se arate ca 0 <t — arctant < 5 pentru orice t > 0.

<

b) Sa se studieze continuitatea gi derivabilitatea in origine a functiei

1 (! arctant
/ AR gt dack 2 £ 0

FRSR f@)=4°70 !

1, daca =0

S& se determine m € R astfel ca ecuatia z(z — 1)(z — 2)(z — 3) = m si aiba toate radacinile reale.
a) Fie piramida triunghiulara SABC, A" € (SA, B’ € (SB, ¢’ € (SC. Sa se arate ca:
V[SAB'C') SA SB' SC’

V[SABC] ~ SA SB SC

b) Fie piramida SABCD cu baza paralelogramul ABC'D. Prin varful A si prin mijlocul K al segmentului
(SC) se considera un plan ce intersecteazd segmentul (SB) in M si segmentul (SD) in N. Notand cu W
volumul piramidei SAM KN si cu V' volumul piramidei SABCD, sa se arate ci

1w 3
< <
37V 78

c) Cercul celor noua puncte (Euler); definitie, caracterizare geometrica.

PROFESORI 11

@ —x n . . . . . .
a) Sa se determine n si x daca in dezvoltarea (32 +32 ) suma coeficientilor primilor trei termeni este 22,

iar suma dintre termenul al treilea si termenul al cincilea este 420.

b) Fie a, b, c € N*. S4 se arate ca

(a,b)- (b,c) - (c,a)-la,b,cf=a-b-c-(a,b,c).

2| +y =2
2 —1]—y=-1
a) Fie ABC un triunghi cu m(<A) = 40°, m(<B) = 60°. Fie D gi E pe laturile AC si AB respectiv, pentru

care m(<CBD) = 40° gi m(<BCFE) = 70°, iar BD N CE = {F}. Si se demonstreze ¢ca AF 1 BC.

b) Sa se arate ca unind mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru se obtin trei drepte concurente in punctul
de intersectie al dreptelor ce unesc varfurile tetraedrului cu centrele de greutate ale fetelor opuse.

v A~ 9 .
c) Sa se rezolve in R* sistemul:
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CRAIOVA

PROFESORI I
1. a) Fie S multimea tuturor sirurilor de numere reale. Pentru x, y € S se defineste
rxy=2xz0)y(n)+z(Lyn—1)+...+z(n—1y(1) + z(n)y(0).

Sa se arate ca:
(i) (S,*) este un monoid comutativ;
(ii) zxy=0<=ax=0sauy=0;

(iii) daca sirurile r, y € S converg la a respectiv b, atunci lim (@xy)(n) =a-
n—oo 1+ 1
1
b) Fie f:R\{-1} = R, f(x) = (4 1)2‘ Se cere:

(i) sa se arate ca pentru orice 2 > 0, existd 6(x) € (0,1) astfel incat f(x) — f(0) = zf'(20(x));

(ii) sa se calculeze lim 6(x).
x—0
2. Fie P e Z[X] cugrad P > 1.
a) Fie “ € Q*, cu (a,b) =1, o radacing a lui P. Sa se arate ca oricare ar fi m € Z, numarul a — mb divide
P(m).

b) S& se arate ca dacd x1, 2 € Z cu 1 # x2 81 |P(21)] = |P(22)] = 1, |1 — 22| > 2, atunci P nu are nicio
radacina rationala.

3. Fie My, My, M3 puncte diferite de pe elipsa

astfel incat centrul de greutate al triunghiului M; Ms Mj sa coincida cu centrul clipsei. Sa sc demonstreze ca
normalele la elipsa in varfurile triunghiului sunt concurente.

PROFESORI II

1. a) Partea intreagd a unui numar real; definitie. Sa se calculeze partea intreagi a numarului v/1234.
b) Si se rezolve ecuatia z° — [z] = 3.
2. Sa se arate ca:
a) +/2 este un numaér irational;
b) a+by2+ciV/4=0,a,b,cEQe=a=b=c=0.
3. a) Sai se demonstreze, folosind axiomatica lui Hilbert, c& oricare ar fi punctele A gi B, exista un punct C' situat

intre A si B.

b) In punctul variabil M interior bazei unei piramide triunghiulare regulate se ridica o perpendiculara pe
planul bazei. Aceasta intersecteaza planele fetelor laterale in trei puncte: My, Ms, Ms. Sa se arate ca suma
MM, + MM, + M Mj este constanta.
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CLUJ-NAPOCA

PROFESORI I
Fie f: R — R definitd prin f(z) = ax + b cu a, b € R. Sa se determine:

a) f"=fofo...of cunecN*
< ~ —
de n ori

b) a, b€ R astfel incat fo fo f = 1.
Fie A={f:R—=R|f(z) =azx+Db,a,beR, a0} Sasearate ca:

a) (A,o) este un grup.

b) Functia ¢ : A — R* definita prin ¢(f) = a, dacd f(z) = ax+b, este un morfism al grupului (A4, o) in grupul
(R*,-).

Se da piramida regulatd SABCD cu baza de laturd a i muchia SA = 2a. Fie M mijlocul lui (SB). Sa se
calculeze oc[DAM C], volumul piramidei M ABC, aria totald gi volumul piramidei SABCD.

PROFESORI 11

Fie a, b, ¢ € Z numere impare. Sa se arate ca ecuatia ax? 4+ bz + ¢ = 0 nu are radacini rationale.
Sa se generalizeze problema anterioara pentru ecuatiile de grad 2n, cu n € N*.

Sa se arate cd intr-un triunghi ABC, diametrul AA’ al cercului circumscris triunghiului se intersecteazd cu
dreapta HD intr-un punct situat pe cercul circumscris triunghiului, unde H este ortocentrul, iar D mijlocul
laturii (BC).
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BRASOV

PROFESORI 1

a) Integrala Riemann, integrabilitate, criterii.

b) Sa se studieze derivabilitatea functiei

1
x"sin , dacax #0
T
fn  R=R, fr(z) =

0, daca x =0

S& se arate ca polinomul P(X) = (X + 1)%(X +2)? + 1 este ireductibil in Z[X].

Probleme de distanta in geometria euclidiana.

b)

b)

PROFESORI I1

Corpul numerelor complexe.

Se considera multimile A, B, C' C N* date prin:
A={z|z=3n—-2,neN},
B = {z|2 =1003 — 2m, m € N},
C={z|lz=6p+1,peN, p<I16T}.
Sa se arate ca AN B =C.
Transformaéri izometrice: translatia, rotatia, simetria.
Sa se cerceteze existenta unui punct M din planul triunghiului ABC' astfel incat

<AMB = <AMC = <BMC.
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DEFINITIVAT 1992
PROFESORI 1

1. a) Exemple si contraexemple in predarea notiunii de gir convergent.
b) S& se arate ca functia
Y 4 2%sin 1, dacd x # 0
[iRSR, f(z) = !
0, daca x =0
nu este monotona in niciun interval I care contine numarul real 0.

c) Sa se determine ¢ € R pentru care

T

2
/ |sinx + tcosz| dr = 1.
0

P 1
2. Fie p > 5 un numar prim. Se defineste prin recurenta sirul (z,) astfel: xo € Z,\{0,1} si 2,41 =1— , pentru
T
n > 0.

a) Sa se arate ci girul este bine definit si satisface conditia x, 3 = x,, pentru orice n > 0.
b) Folosind eventual punctul precedent, si se discute in functie de p, daci ecuatia 22 —x + 1 = 0 are radacini
in Z,.

3. FieI' un arc gi A, B doua puncte pe I' astfel incat AB sa nu fie diametru in cerc. Dreapta variabila d care trece
prin A intersecteaza cercul in U, iar dreapta d’, paraleld cu d si care trece prin B, intersecteaza cercul in V. S&
se determine locul geometric al intersectiei dreptelor AV si BU.

PROFESORI 11

1. Fie P(X)=ao+ a1 X +...+ a1 X polinomul definit prin P(X) = (3X? — X —2)7. Se cere:

14 7 6
a) Sa se calculeze S = E ay, So = E asy, S3 = E gk11-
k=0 k=0 k=0

7 k
3
A4 ~ 7 k 2
b) Si se arate cd a7 = 2 Z(C}) (—2> .
k=0
c) Sa se determine toate numerele Intregi n pentru care P(n) este divizibil cu 3.
d) Sa se studieze injectivitatea si surjectivitatea functiei f : [1,00) — [0,00), f(z) = P(x).
» N . . . 2n+3 . .
2. a) S4d se gdseasca numere intregi n pentru care S+ este numar intreg.
5n
b) Fie P =ao X"+ a1 X" '+ ...+ a, un polinom de grad n > 2, cu coeficienti reali.

(i) Presupunand ca ag, aq, - . ., a, sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice, cu primul termen
ap $i ratia ¢ > 0, s se rezolve ecuatia P(x) = 0.
(ii) S4 se arate ca pentru n € N* i k € {1,2,...,n} au loc relatiile:
2k 4k 2nkm
1+ cos + cos + ...+ cos =0,
n+1 n+1 n+1
. 2km . 4dkm . 2nkm
1+ sin + sin + ... +sin =
n+1 n+1 n+1

3. a) Utilizarea demonstratiei prin reducere la absurd in rezolvarea problemelor de geometrie. Exemple.
b) Prin diagonala AC a bazei unui cub ABCDA’B'C'D’ de latura a se duce un plan care face cu planul bazei
(ABC) unghiul a.
(i) Sa& se exprime aria sectiunii facute in cub, in functie de a si a.
(ii) Sa se determine « astfel incat raportul volumelor celor doud corpuri in care este impartit cubul prin

planul de sectiune sa fie egal cu 5"
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DEFINITIVAT 1993
TIMISOARA

PROFESORI I

a) Metodica predarii notiunii de derivata a unei functii.
b) Sa se reprezinte grafic funcia

sinx

f:0,2n] = R, f(z) = x
0, daca x =0

daca z € (0, 27]

Fie G={ A€ #([R)| A=

o o
SR O

0
0 . Pe G se definesgte legea ”+” data prin
a

A«B=A-B+a-B-A+B(A+ B+ 1),

unde «, § € R.

Se comnsidera ipotezele:
(P1) a#-2.a=0,8=2
() a=1,8=0

si concluziile:

(Q1) legea este neasociativa si comutativa,
(Q2) (G, %) este grup:

1
(Q3) elementul neutru fata de legea data este B =

2
(Q4) aplicatia f : G = R*, f(A) = det(A + 21I3) este un morfism surjectiv al grupului (G, *) pe grupul multi-
plicativ al numerelor reale.

I3;

Se cere sa se stabileasca valoarea de adevar pentru implicatiile (P;)=(Q;), i € {1,2}, j € {1.2,3,4}.
In planul euclidian, intr-un sistem de axe ortogonale zOy, se considers punctele A(2,0), B(0,1) si P € Oy
arbitrar.

a) Fie B’ simetricul lui B fata de origine si punctele A’ € (OA), Q € (AP) mijloace; se noteazd BQNOx = {R}.
S& se arate cé paralela prin R la Oy, OQ si A’ B’ sunt concurente.

b) Cercul € care trece prin origine si este tangent dreptei AP in A, intersecteazd a doua oara axa Oy in S.
Sa se determine locul geometric al intersectiei tangentei in O la cercul € cu o paraleld prin S la Ox.

PROFESORI I1

Sa se arate ca x = </3a +4+ (a+4)Va+1-— {‘/—3(1 — 4+ (a+4)Va+ 1 este un numdr natural pentru orice
a € (—1,00).
1
Fie S = {2 e R]| log, <log; > <log: (log, )}, unde a, b € (0,00)\{1}.
I a
Se considera ipotezele:

(PI) @, b € (0’1);
(P2) a,be(1,00);
(P3) a€(0,1)gibe (1,00)

si concluziile:

(Q1) S =[boo);
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(@2) S=0;

(Qs) S=1(0,0];
(Qa) S=(1,0];
(Qs) S=1[b1)

Se cere sa se stabileasca valoarea de adevar pentru implicatiile (P;)=(Q;), ¢ € {1,2,3}, j € {1,2,3,4.5}.
Doué dreptunghiuri situate in plane diferite au o latura comuna AB.

a) Demonstrati cd exista o sferd (O, R) care contine toate cele sase varfuri ale celor doua dreptunghiuri.
b) Fie ABCD unul dintre dreptunghiuri si cercul €/ (0’, R') = N(ABCD). Stabiliti relatia 00" = R?—R"™.

¢) Fie AT tangenta in A la cercul ¢”’. Demonstrati cd AT este situata in planul tangent in A la sfera ..

Metodica rezolvarii ecuatiilor algebrice cu coeficienti reali, de grad mai mic sau egal cu 3.
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BUCURESTI
PROFESORI I1

Sa se rezolve ecuatia
223 — 3az® + (a* + b)r —a =0, a € R,

in cazurile b =1 gi b = 2.
. . . 3n+1 .
Pentru ce valori ale lui n € Z fractia ) este reductibila?
n
Aratati ca in triunghiul ABC are loc:
m(A) = 2-m(B) < a®> = b(b+ c).

Perpendicularitate in spatiu (drepte perpendiculare, dreapta perpendiculara pe plan, plane perpendiculare).

Tratarea notiunii de functie in scoala generala si in liceu.



-52-

BRASOV
PROFESORI II

> +ar+1

Fie functia f: R = R, f(z) = 22 g1

a) Sa se determine a € R astfel incat Im(f) C [-3,2].
b) Pentru ce valori ale lui a € R ecuatia f(z) = 2 are doua radicini reale negative.
Demonstrati ca:
n

1 2n—1 .

a) Zk! <7 L VneN.
k=1

b) 3.5% 1493+l 17 v e N,

Asemanarea triunghiurilor. Linii importante in triunghi. Sa se arate ca triunghiul in care indltimea si mediana
impart un unghi in trei unghiuri congruente este dreptunghic.
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CRAIOVA
PROFESORI I1

Cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun in multimea numerelor intregi. Definitii. Exemple.
Proprietati. Metode de calcul. Aspecte metodice.

Fiea,beR, f: R R, f(z)=|2?—3x+2|+|r—a|+|r—b, VT €R.

a) Sa se determine valorile lui a si b pentru care {f(z) | 2 € R} = [0, 00).

b) Pentru a = b = ¢ s se reprezinte graficul functiei f.

Fie A’, B’, C' picioarele indltimilor unui triunghi oarecare ABC si H ortocentrul triunghiului.

a) Sa se arate ca AA’, BB', C'C’ sunt bisectoarele triunghiului A’B’'C".

b) Sa se arate ca
HA-HA =HB-HB' = HC -HC'.

¢) Daca punctele B si C sunt fixe iar A este variabil astfel incat <BAC are masura constanta, sa se determine
pozitiile punctului A pentru care triunghiul ABC' are perimetrul maxim.
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CLUJ
PROFESORI I1

1. Unei sfere de raza r i se circumscrie un con circular drept. O sectiune axiala a conului are unghiul la varf de
masura 20. Pentru ce valoare a lui 6 volumul conului este minim? Céat este valoarea acestui volum minim?

2. Se consider# ecuatia 22 4+ px 4+ ¢ = 0, unde p, ¢ € Z. Fie x1, o radicinile ei.

a) S4 se arate ca dacd x; si 2o sunt rationale, atunci ele sunt intregi.
b) Fie A={a+bx1|a,beZ}, B={a+brs]|a,beZ}. Sase arate cd A= B.
c) Si se demonstreze cd (A, +,-) este un inel comutativ cu element unitate.

d) Fien: A — Z functia definitd prin n(a + bz1) = (a + bzy)(a + bzo). Si se arate ci
n((a+bxy)(c+dx1)) = nla+dbxy) - nlc+ dxy).

e) Si se arate ca a + bry este inversabil in inelul (A, +,-) daca si numai daca |n(a + bzq)| = 1.

3. Teorema directa si teorema reciproca (definitie). Exemplificati si demonstrati teorema celor trei perpendiculare.
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DEFINITIVAT 1994
TIMISOARA

PROFESORI 1

a) Enuntati si demonstrati teorema cregterilor finite a lui Lagrange.

b) S4 se arate ca functia F' : R — R definitd prin

1 z2 -1 9
arctan , daca x > 0
V2 V2
T o
F(x) = Toy’ dacd z =0
1 22 -1 s
arctan — , dacaz <0
V2 V2 V2

este o primitiva pe R a unei functii f care se cere a fi determinata.

1
c) Fie f:[0,1] — R o functie integrabild cu f(z) =z, (V) 2 € [0,1] N Q. S se calculeze / f(z) da.
0

7
a) Fiea >0, a # 1. Rezolvati inecuatia log, x + log,> = + log,. x > 4

b) Dati un exemplu de inel (4, +,-) pentru care functia f : A — A, f(a) = a3, (V) a € A, satisface pe rand
una dintre conditiile:
(i) f nu este injectiva;
(ii) f nu este surjectiv;
(iii) f este bijectiva.
a) Se considera un triunghi neisoscel ABC. Bisectoarea exterioard corespunzatoare unghiului A intersecteaza
dreapta BC in A’. Analog se obtin B’ si C’. Aréatati cd A’, B’ si C' sunt coliniare.
b) Pe laturile unui triunghi ABC se considerd punctele A’ € (BC), B’ € (AC) si C' € (AB) astfel incat AA’,
AP BP CP_
AA” BB CcCr

Metodica predarii sistemelor de ecuatii liniare de doua ecuatii cu doua necunoscute.

BB’ i CC’ sa fie concurente in P. Ardtati ca

PROFESORI II

a) Si se determine numerele naturale n pentru care 2" < n?.

b) Pe multimea R a numerelor reale se defineste legea de comporzitie xxy = r+y—xy. Sa se arate ca multimea
Ry = R\{1} cu operatia indusi este grup comutativ.

c) S se scrie in ordine crescitoare numerele A = log,, 13, B = log}, 12, C' = log3, 11.

a) Fie ABC un triunghi oarecare si A, € (BC), By € (AC), C; € (AB). Arétati cd afirmatiile urmatoare
sunt echivalente:
(i) perpendicularele in Ay, By, C; pe laturile [BC], [AC], respectiv [AB] sunt concurente;
(ii) A1B*+ B,C? + (1A% = AC? + B, A? + O, B2

b) Fie ABCD un tetraedru cu muchiile opuse perpendiculare. Aratati ca indltimile tetraedrului sunt con-

curente.

Metodica predarii sistemelor de ecuatii liniare de doua ecuatii cu doua necunoscute.
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IASI

PROFESORI 1

, pentru orice k € N, k > 2.

o 1 1 1 1
b) Sa se calculeze lim <21n2+31n3+"'+n1nn>'

n—oo

S& se rezolve inecuatia Va2 — 2z + 1+ V22 + 20 + 1 < 222 — 4o + 4.

Pe laturile triunghiului oarecare ABC se construiesc in exterior triunghiurile echilaterale ABC’, CAB’, BCA’

Sa sc arate ca:
a) Cercurile circumscrise acestor triunghiuri echilaterale se intersecteaza intr-un punct I.

b) Dreptele AA’, BB', CC' sunt concurente in T'.

¢) AA'=BB' =CC' =TA+TB+TC.

4. Aspecte metodice privind predarea notiunii de inel. Exemple de inele comutative gi de inele necomutative.

1.

2.

PROFESORI 11

1
Fie trinomul 7'(z) = (2m + 1)2? — 2(m + 2)z + m + 2, cu m € R\ {— 5 } Sé se determine m astfel ca:

a) T(x) sd aiba o valoare minim4 strict pozitiva.
b) T(xz) < 0 pentru orice x € [1,2).
Se considera un unghi AP DB inscris intr-un cerc si @ un punct de pe cerc situat in interiorul unghiului APB. Sa

se demonstreze ca:

a) PQ > min{PA, PB}.
b) Daca centrul cercului se afla in exteriorul unghiului AP B, atunci are loc si inegalitatea PQ < max{PA, PB}

be ac ab
+ + . >a+b+ec.

3. Daca a, b, ¢ sunt trei numere reale strict pozitive, atunci b
a

4. Aspecte metodice privind predarea teoremei impar tirii cu rest a numerelor intregi.
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CRAIOVA

PROFESORI 1

1
1. Fiel, = / (1 —a2*)™ do, n € N.
0

a) Sa se arate ca girul (I,,) este convergent.

b) Sa se géseasca o relatie de recurentad pentru termenii girului (7,,) si cu ajutorul ei sd se calculeze I, pentru
n e N.

c) Sa se calculeze suma

&

a,a o |
2n+1

3 5 7
2. Pe multimea Z se definesc operatiille t xy =2 +y+2si x oy =2y + 20 + 2y + 2.

Sp=1 +...+(=1)"

a) S& se arate cd (Z,*,0) este un domeniu de integritate.

b) S& se determine elementele inversabile ale inelului (Z, x, o).
c) Sa se arate ca inelele (Z,+,-) si (Z,*,0) sunt izomorfe.

2 xy? =17

d) Sa& se rezolve in Z x Z sistemul { 9 g
z?oy =16

3. Se da coarda fixa AB in cercul €. Se ia un punct mobil M pe cercul ¥ si se noteaza cu ) punctul pentru
care [M B] = [MQ)], punctele A, M, Q sunt coliniare si M este situat intre A si Q. Se cere locul geometric al
punctului ) cand M parcurge .

4. Aspecte metodice privind predarea capitolului ” Siruri de numere reale. Convergenta”

PROFESORI II

1. Fie functiile
f:[1,0) = R, f(r):\/m+2\/m—1+\/m—2\/1:—1,

2. daca x € [1,2]
. 17 — R7 fnd | .
g [ OO) g((l‘) {2\/1; _ 1’ daca x € (2,00)

a) Sd se arate ca f =g.
b) Sa se studieze monotonia si si se traseze graficul functiei f.
c) Daca A={f(z)|ze€[l,2]} si B={f(x)|z € (1,00)}, sa se determine AU B si AN B.

2. Sedaun cerc si A un punct exterior. Ducem AT gi AS tangente la cerc, S si T pe cerc. Coarda T'L este paralela
cu AS. Segmentul AL taie a doua oara cercul in Q.

a) Demonstrati ca TQ intalneste tangenta AS in M, mijlocul ei.
b) Fie P piciorul perpendicularei din S pe T'L. Demonstrati ca ariile patrulaterelor PLSM gi PTAM sunt
egale.
3. Tic OABC un tetracdru in carc OA 1 OB L OC si IT piciorul perpendicularci din O pe planul (ABC). Si sc

arate ca:

a) H este ortocentrul triunghiului ABC.

b) 1 n 1 N 1
OH?  0A2  OB?  0OC?
¢) Daci OH = 990+/30001 cm, sa se afle volumul tetraedrului OABC' stiind ca muchiile OA, OB, OC sunt

30001

exprimate in centimetri prin numere naturale consecutive.

4. Functia liniard. Functia de gradul al doilea. Definitii, proprietati. Aspecte metodice.
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BRASOV
PROFESORI II

Fie o sfera de raza r inscrisd intr-un con circular drept inscris la randul sau intr-un cilindru (bazele se suprapun,
indltimile sunt congruente). Dacd notdm prin « unghiul dintre generatoarea conului gi planul bazei, si se
determine « astfel incat cele trei corpuri sa aiba volumele in progresie geometrica.

Intr-un patrulater . unim mijloacele laturilor consecutive obtinand patrulaterul % si in acelagi mod obtinem
patrulaterul 25 din %.

a) Cum este %] daca 45 este dreptunghi?
b) Cum este £ daci %5 este romb?
c¢) Cum este 2 dacd Z5 este patrat?

d) Cum este 7] daci pe langa conditia de la c) este si inscriptibil?
Grup, subgrup. Grupul radacinilor complexe de ordinul n ale unitatii.

Teorema directa, contrara, reciproca, contrara reciprocei.
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BUCURESTI
PROFESORI II

Aratati ca pentru orice n € Z, cel mai mare divizor comun al numerelor 2n + 7 si 3n + 2 divide 17. Determinati
numerele intregi n pentru care (2n +7,3n +2) = 17.

Fie A’,B’, C' punctele de tangents ale cercului inscris in triunghiul ABC cu laturile BC, C A, respectiv AB.
Demonstrati cd AA’, BB, CC' sunt concurente.

Teorema lui Euler.

Aspecte metodice privind predarea teoremei lui Thales.



-60 -

CLUJ
PROFESORI II

2r 43, dacaz <1

9 B Este functia f injectiva? Dar surjectiva?
=+ 1, dacax > 1.

Fie f : R — R definita prin f(x) = {

Se dau punctele A, B si C intr-un plan. Sa se determine locul geometric al punctelor P din spatiu cu proprietatea
m(PAC) = m(PBC) = 90°.

Subiect metodic. Dati exemple de rezolvare aritmetica a unei probleme prin metoda:
a) falsei ipoteze;
b) figurativa;

¢) mersului invers.
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DEFINITIVAT 1995
TIMISOARA

PROFESORI 1

2 3
Se considera sirul (x,,) definit prin 2o = m € R, 2,01 = e*» — 1 — 2” — éL si functia f : R — R definita prin

o dt
f(x)—/l 1+‘t_x|-Se cere:

a) Sa se studieze convergenta in R gi respectiv in R a girului (z,).

b) Si se studieze continuitatea gi derivabilitatea functiei f.

c) Sa se arate ca f este primitivabild pe R si orice primitiva a lui f este strict crescitoare.

Se considera polinoamele f € Zos[X], g € C[X], h € R[X] definite prin f = 8X2 —7X —1, g = X* —5X 41,
h=X3+aX?+bX +c. Se cere:

a) Sa se determine radécinile polinomului f.

b) Sa se arate ca radacinile lui g au modulele mai mici decét 2 gi trei dintre acestea au modulele mai mari
decat 1.

¢) Si se determine a, b € R astfel ca inmultirea numerelor complexe si determine pe multimea G = {z €

C|h(z) = 0} o structura de grup.

Fie un plan raportat la un sistem de coordonate carteziene ortogonale xOy. Pentru fiecare numar ¢ € R se
considera perechea de drepte (d}, d}) de ecuatii

dy: zcost+y—1=0,

di + x—ycost—1=0
si punctul M; = dj Nd}.
a) Sa se determine locul geometric al punctului My pentru ¢t € R si si se precizeze daca punctul O apartine
locului geometric respectiv.

b) Si se arate cd fiecare dintre dreptele d, d; contine cate un punct fix, A respectiv B, iar patrulaterul
OAM; B este inscriptibil pentru orice t € R.

c) Sa se calculeze min|OM;| si max|OM,| si sa se precizeze pentru ce valori ale lui ¢ aceste valori extreme
tER LER

sunt atinse.

Exemple si contraexemple in predare si invatare.
PROFESORI II

x+0b, daca 0 .. . o
Se considera functia f: R = R, f(x) = ar ac? v . Sa se determine a, b € R astfel incat:
r—>b, dacaz<0

a) graficul functiei f sa treaca prin origine;
b) f sa fie injectiv;

c) f sa fie surjectiv;

d) f sa fie bijectiva.

a) Restul impértirii polinomului f € R[X] prin X3 — 3 este egal cu patratul catului. Si se afle acest rest stiind
ca f()+ f(-1)+5=0.

b) Sa se determine numarul elementelor multimii
A={zeR|2*+2mx+m=0}NJ1,0),

unde m € R.
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3. Se considerd cubul ABCDA'B'C'D’.
a) Si se arate ci planele AB'D’ si BC'D intersecteazi diagonala cubului AC” sub un unghi drept si determing,
pe aceasta trei segmente congruente.
b) Dacd M, N, P sunt proiectiile punctului A respectiv pe A’'B, A'C', A’D, atunci si se afle raportul ariilor
suprafetelor triunghiulare M NP si BC'D.

c) S4 se calculeze volumul trunchiului de piramida BC'DM N P.

4. Exemple si contraexemple in predare si invatare.
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CRAIOVA

PROFESORI 1

arctan x
Fie f : R. — R definita prin f(z) = / In(1 + tant) dt. Sa se calculeze:
Jo

a) [f(0)si f(1);
b) f/(z) pentru z > 0;

c) /Olznf(:n) dz.

Sa se determine n € N pentru care polinomul (X — 1)® — X" + 1 se divide cu X2 — X + 1.

Fie M un punct arbitrar pe latura BC a paralelogramului ABC D, iar N un punct arbitrar pe segmentul AM.
Sa se arate ca triunghiurile DM N si BCN au aceeasi arie.

Aspecte metodice privind predarea capitolului ” Functii continue”.
PROFESORI II

Fie M #£0si A, B, X € ZZ(M). Daci AUX = BUX si ANX = B, sd se arate ¢ci A = B.
Fie x, y, z € Z astfel ca
2?4+ y? + 22 = 2xy2. (1)
a) Sa se arate ca numerele z, y, z sunt pare.
b) Si se deduca de aici ca singurul triplet (z,y, z) de numere intregi care verifica (1) este tripletul (0,0,0).

Intr-un triunghi ABC' avand toate unghiurile ascutite, iar inaltimea AD egala cu baza BC, se construieste, pe
CD ca latura, patratul CDEF si pe BD ca latur, patratul BDGH (ambele patrate fiind situate de aceeagi
parte a dreptei BC'). S& se arate ci dreptele AD, BF si C'H sunt concurente. Se vor trata ambele cazuri de
situare a patratelor CDEF si BDGH in raport cu dreapta BC.

Aspecte metodice privind predarea capitolului ” Paralelogramul” .
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BUCURESTI
PROFESORI 11

Sa se rezolve ecuatia
log, (2 + 52 — 2)% + log, (2 + bz — 2) = 5.

S& se descompuni in factori ireductibili in Q[X] si R[X] polinomul X6 + X5 + X* + X2 + X + 1.

2
. y . . ..o n“+n-—1 . e
Sa se arate ca pentru orice n € Z, fractia este ireductibila.
2n2 4+ 3n—1

Fie un cerc fix, pe el punctele fixe B si C' si punctul mobil A. Gasiti locul geometric al ortocentrului triunghiului
ABC.

Teorema celor trei perpendiculare si reciprocele ei.
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CLUJ
PROFESORI 11

1. Sa se determine polinoamele f(x) de gradul doi cu coeficienti rationali, pentru care f(n) € Z pentru orice n € Z.
2. Sa se arate ca pentru orice a, b € Z, 30 | ab(a* — b%).

3. Metodica asemanarii triunghiurilor.
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TASI
PROFESORI II

Fie P(X) = (22> —z—-3)%, z € R.
a) Sasecarateca P(—3z+1) > P(2), Vo eR.
b) Sa se determine n € Z pentru care P(n) este divizibil cu P(11).
Pe laturile unui triunghi ABC' se considera punctele A’ € (BC), B’ € (CA), C' € (AB).
a) Daca dreptele AA’, BB, CC’ sunt concurente intr-un punct P, atunci are loc relatia
BA C'A_ PA
B'C  C'B  PA

AC" AP’

b) Daci C’B+B'C

=1, atunci BB’ i CC’ se intersecteaza pe linia mijlocie a triunghiului ABC.

Cel mai mare divizor comun a doud numere naturale (abordare stiintificd si metodica).
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DEFINITIVAT 1996
TIMISOARA

PROFESORI I

Fie V un spatiu liniar, de dimensiune 3, peste corpul comutativ K si {1, 22,23} 0 bazd in V.

a)

b)

a)

b)

Daca K = R, sistemele de vectori {a1 + 22,22 + 23,23 + 21} §i {z1,21 + 22,21 + 22 + 23} formeazd baze
ale spatiului V? Dar daca K = Zo? (Justificati raspunsul)

2
1

In cazul K = Z,, daca A = este matricea aplicatiei liniare f : V' — V, determinati numarul

D> > N>
D> > =

1
prim p astfel incat f sa nu fie izomorfism.

S se arate ca (sinz)*"® < (cosz)°7, (V) z € (0, TF).

4
1
d
Sa se calculeze lim n (1 7/ * )
n—oo 0 1+

Fie (AB), (CD) doua diametre perpendiculare ale unui cerc ¢ cu centrul O si M un punct de pe arcul AC.
Proiectiile ortogonale ale punctelor C si D pe AM se noteaza cu P respectiv cu P’; iar proiectiile pe BM se
noteazi cu @ respectiv cu Q. Demonstrati ca:

a)
b)

Punctele O, P, Q sunt situate pe o dreaptd d, iar punctele O, P/, Q' sunt situate pe o dreaptd d’.
Dreapta d este perpendiculard pe dreapta d’.

Metodica predarii functiilor continue.

a)
b)

PROFESORI 11

v v . o v . ¢ 2 e eps
Si se arate ca pentru orice numar natural n, numarul 327+ 4+ 27+2 este divizibil cu 7.

. o y L o(p” o .
Fie n, p € N*, p numar prim. Sa se arate ca (ZZL ) < b D unde o(p™) este suma divizorilor naturali ai
p p—

lui p™.

Pe multimea R* definim operatia "+’ in felul urmator:

a)
b)

b a-b, dacaa>0
axb= Z, dacd a <0’

Este (R*, ) un grup? (Justificati raspunsul)

Determinati elementul z € R* astfel incat a x x xa = 0.

Doua dreptunghiuri situate in plane diferite au o latura comuna AB.

a)
b)

Demonstrati cd exista o sferd (O, R) care contine toate cele sase varfuri ale celor doua dreptunghiuri.

Fie ABCD unul dintre dreptunghiuri si cercul ¢”(0’, R') = #N(ABCD). Stabiliti relatia 00" = R2—R™.

Metodica predarii notiunii de functie.
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DEFINITIVAT 2001
BUCURESTI

a) Fie fo, f1, ..., fn polinoame din C[X] astfel incat grad f; =4,7=0, 1, ...,n. Sd se arate ca daca f € C[X],
grad f <mn, atunci exista in mod unic numerele complexe Ag, A1, ..., A, astfel incat

f = >\Of() +)\1f1 +... +)\nf'n~

b) Fie (Q,+) grupul aditiv al numerelor rationale si (S,, o) grupul permutarilor de gradul n. Sa se determine
morfismele de grupuri f : (Q,+) — (S, 0).

a) Si se studieze semnul functiei f : [0, +00) = R, f(2) = arctanz — .

. . . o 1 . ¢ . .
b) Fie g > 0 si (2 )nex sirul definit prin z,41 = 22 -arctan = - Si se arate ca sirul (z,)nen este descrescator
Tn
si sa i se calculeze limita.

Se considera in plan un cerc € (O, r) si o dreapta d exterioara cercului. Sa se gaseasca locul geometric al centrelor
cercurilor tangente la cercul € (O, ) si dreapta d.

Schema binomiala (Bernoulli).

Functii derivabile: consideratii teoretice si metodice.

Se vor trata urmatoarele chestiuni: definitii echivalente, interpretare geometrica, exemple, legatura cu functiile
continue.
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DEFINITIVAT 2002
PROFESORI I

TIMISOARA

1. a) Fie P multimea numerelor naturale prime, iar A7 = {p € P|p + 7 este divizibil cu 3} si 411 = {p €
P|p+ 11 este divizibil cu 3}. Determinati A7 N Aqq si Az U Aqq.
b) Fie a, b € Z fixate si Gop = {au + bv|u,v € Z}.
(i) Aratati cid Gy impreund cu adunarea numerelor intregi formeaza un grup comutativ.
(ii) Este grupul (Ggp,+) izomorf cu grupul (Z,+) pentru orice a, b € Z\{0}?
(iii) Coincide (G711, +) cu grupul aditiv (Z,+)?
Justificati raspunsurile.

¢) Determinati patru numere intregi x1, y1, 22, y2 astfel incat o1 +y1 = 100 = 29 + Yo si y1 + y2 = 11,
numerele x1 si xo sa fie divizibile cu 7, iar numerele y; si yo sa fie divizibile cu 11. Problema admite mai
multe solutii?

2. Se considerd functia f: R — R, f(x) =sinz — z. Aratati ca:

a) f este strict descresciatoare gi bijectiva.

3. Planificarea activitatii didactice pentru tema: ” Relatii metrice in triunghiul dreptunghic”.
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DEFINITIVAT 2004

PLOIESTI
Varianta 1

Proiectati lectia cu tema: ” Teorema de existentd a primitivelor pentru functii continue” .
Proiectati lectia cu tema: ” Functia arctangentd’.
Legaturile dintre inmultirea matricelor i compunerea aplicatiilor liniare.

Sa se discute si sa se rezolve sistemul de ecuatii:

mr —3y+4z=1

5x4+(m—1)y—4z=8

x+ (m+5)y—12z =10
unde m € R.

a) Stabiliti o relatie de recurentd pentru calculul integralei

1
I, :/ z"e® dx
0

si caleulati lim 1.
n—oo

b) Séasearatecae® >z +1, (V) zeR.
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Varianta 2

Proiectati lectia cu tema: 7 Interpretari geomelrice ale mediilor aritmetica, geomelrica §i armonicd a doud
numere pozitive” .

Proiectati lectia cu tema: ” Functia exponentiald”.
Grupuri de permutari.

Sa se determine numarul real a, astfel incat ecuatia
2t 428 a4+ 20 4+1=0
sa aiba toate radaacinile reale.

Sa se calculeze:

RS k
Jim, 2 (% L —1>-

k=1

Sa se arate ca dintre toate dreptunghiurile cu acelasi perimetru, patratul are aria cea mai mare.



L
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Varianta 4

Proiectati lectia cu tema: ” Functii injective, funcilii surjective, functlii bijective”.
Proiectati lectia cu tema: ” Functia arcsinus”.
Inelul claselor de resturi modulo n, unde n € N, n > 2.

Fie f: (o, ) — R, continua in zg € («, 8), cu f(xo) # 0. Sd se arate ca exista r > 0 astfel incat f(z) # 0, (V)
€ (zo =720 1) C (0, B).

r—p q r
Fie| » 2—p q |=0,undep,q,r€R, curadicinile z1, 79, 3. Sa se calculeze S = 2% + 23 + 3.
q rox—p

Fie triunghiul AABC si G centrul sau de greutate. Sa se demonstreze ca:

GA+GB+GC=T.



L
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Varianta 5

Proiectati lectia cu tema: ” Functia logaritmica” .
Proiectati lectia cu tema: ” Compunerea functiilor, functii inversabile; definitii, proprietati”.
Inelul claselor de resturi modulo n, unde n € N, n > 2.

Sa se discute si sa se rezolve sistemul de ecuatii:

me—3y+4z=1
Sr+(m—1)y—4z =
x+ (m+5)y—122=10

unde m € R.

4, daca —4<z<0
Fie f: [-4,4] = R, f(x) = Vetd, aczj =%=Y g se determine numerele reale p si ¢ astfel incat f
pr+gq, dacal<ax<4

sa fie functie Rolle, apoi sa se determine punctul ¢ € (—4,4) rezultat prin aplicarea teoremei lui Lagrange.
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GALATI

Grupuri gi subgrupuri: definitie, proprietati. Subgrupurile grupului (Z, +).

az? + B+~

Se considera functia f : D — R, data prin f(z) = =, N 0
224z —

definitie.

, a, B, v € R, iar D fiind domeniul maxim de

a) Sa se determine «, 3, v € R, stiind c& f admite asimptota orizontald y = 0, trece prin punctul (—1,0) si ca
tangenta la grafic in punctul de abscisa 0 este paralela cu dreapta de ecuatie 4y + 3z = 0.

b) Sa se determine aria domeniului marginit de graficul functiei f, axa Oz si dreptele x = 2, x = 3.

Metodica predarii relatiilor metrice intr-un triunghi.
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CONSTANTA

2z

1422 <1, (V) z eR.

S& se arate ca —1 <

2 o
Calculati derivata functiei f(z) = arcsin 1 +l , pe domeniul maxim de definitie.
T
Stabiliti punctele de extrem local si punctele de inflexiune ale functiei anterioare.
Trasati graficul functiei f.
Aritati ca egalitatea a +bv/2 4+ cv/4 =0 cu a, b, ¢ € Q are loc daca si numai daca a =b = c = 0.

Multimea {a + bv/2 + ¢v/4 | a, b, c € Q} se poate inzestra cu o structura de spatiu vectorial de dimensiune
trei peste corpul numerelor rationale.

Fie triunghiul ascutitunghic AABC si cercul sau circumscris 4. S& se arate ca proiectiile unui punct M € ¥
pe laturile triunghiului AABC sunt coliniare.

Determinati masura unghiului dintre dreapta anterioara, notata day, si dreapta AC in functie de arcul BM.

MM
Aritati cd unghiul dintre dou# drepte, dps si dpgr, cu M, M’ € €, este de masurd .

Concurenta mediatoarelor si indltimilor intr-un triunghi (tratare metodicd).

Functii continue pe intervale.



1.

-76 -

TASI
Varianta 1

Se considera functia f : [a,b] — (a,b), a < b si sirul (a,,) definit prin
ant+1 = flan), ao € [a,b].

a) Sa se arate ca daca f este crescdtoare pe [a,b], atunci sirul (a,) este convergent si limita sa, [ = lim a,,
n—00
este solutia ecuatiei f(x) = x.

b) S& se calculeze lim a,, unde (a,) este sirul definit prin
n—00

an+1 = In(1 + ayn), ag € (0,1).

Fie cercurile €1 (A4, a), 2(B,b) cu AB = d. Fie [CD] o tangenta exterioard comund (C € €, D € %a, punctele
A si B fiind de aceeasi parte a dreptei CD). Fie €5 cercul de diametru [C'D]. S& se precizeze pozitia relativa a
dreptei AB fata de cercul %3, in functie de pozitia relativa a cercurilor é; si 5.

Aspecte metodice privind predarea temei ” Metoda reducerii la absurd”.
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Varianta 2

Fie p un numar prim si aplicatia ¢ : Z[X] — Z,[X], ¢(ao + a1 X + ...+ a, X") =ao + a1 X + ...+ a, X", unde
a este clasa de resturi modulo p a lui a € Z. Sa se arate ca:

a) ¢ este morfism de inele.

b) Daca f € Z[X], f = ao+a1 X +...+a, X™, p # ay, s o(f) este ireductibil in Z,[X], atunci f este ireductibil
in Q[X].
¢) Polinomul 100X? —27X? — 13X + 100 este ireductibil in Q[X].

Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Sa se determine pe laturile sale punctele M, N, P, @ astfel incat M N PQ
sa fie cel mai mare patrat posibil.

Aspecte metodice in predarea subiectului de analiza matematica ” Teorema de medie a lui Lagrange”.
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Varianta 3

1. Se considera inelul claselor de resturi modulo 24, (Zog, +, -).

a) S& se arate cd (Zag,+) este grup ciclic i sd se determine generatorii.
b) Determinati subgrupurile grupului (Zgy, +).
¢) Determinati grupul elementelor inversabile in inelul Zay.

d) Determinati divizorii lui zero din inclul Zoy.

Justificati raspunsurile.
o . 2
2. Se da functia f(z) =In|1+ 2 )

a) Stabiliti domeniul maxim de definitie si studiati variatia functiei f.
b) S4 se calculeze limita girului cu termenul general

FO+f@2) 4.+ f(n),

n

n —

2
c) Sase Calculeze/ f(z) de.
1

3. Sa se trateze metodic subiectul ” Asemdanarea triunghiurilor” (definitii, teoreme, cazuri, aplicatii).
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Varianta 4

Fie (Z,+) grupul aditiv al numerelor intregi. S& se arate ca:

a) Daca n € N, atunci multimea nZ = {nk|k € Z} este subgrup al lui Z.
b) Orice subgrup al lui Z este forma nZ.
c) Dacd n € Z, atunci functia ¢, (z) = nz, (V) = € Z, este morfism de grupuri.

d) Orice morfism de grupuri f : Z — Z cste de tipul de mai sus. Care sunt automorfismele lui (7, +)?
Fie zo, p, ¢ > 0si z,, = \/prp—1+¢q, (V) neN, n>1.

a) Sa se arate ca sirul (z,)n>0 este monoton si marginit.

b) S4 se calculeze lim z,.
n—oo

c) Calculati lim a,, unde a, = \/a+ \/a+...+ Vvasgia>0.
n—oo

Aspecte metodice in tratarea subiectului ” Locuri geometrice”.

10
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Varianta 5

1

2 4 g2g2 dx, a # —1.

1
Se da functia f(a) = a(a + 1)/ (1+a)
0

a) S4 se calculeze integrala gi sd se determine domeniul de definitie al functiei.
b) S& se arate cd derivata f'(a) este mérginita.

c) Sa se studieze variatia gi s& se traseze graficul functiei f.

Fie ABC D un patrat de centru O si latura a. Fie | F', G, H puncte interioare patratului astfel incat triunghiurile
ABE, BCF, CDG, DAH sa fie echilaterale.

a) Sa se arate cd EFGH este un patrat.
b) S4 se afle unghiurile triunghiurilor CDE si CEO.
c) Sa se afle latura patratului EFGH.

Algoritmul lui Euclid in Z.

11



-81-
DEFINITIVAT 2005
BUCURESTI

1. Fie d € 7Z un numir intreg liber de patrate (adica d # 0, d # 1 si nu existd p numar prim astfel incat p? | d).
Notam

Q(Wd) ={x +yVd|z,y € Q},

Kd:{((?y ?) x,ye@}.

a) Multimea Q(\/ d) impreund cu adunarea si inmulirea numerelor este corp comutativ.

Sa se arate ca:

b) Multimea Ky impreuns cu adunarea gi inmultirea matricelor este corp comutativ.
c) Corpurile Q(v/d) si K, sunt izomorfe.
d) Corpurile Q(v/2) si K3 nu sunt izomorfe.

2
o o T . .
2. a) S4d searate cd x — 5 < sinxz < x, pentru orice x > 0.

b) Folosind punctul anterior, s& se calculeze:
. .1 .2 .on
lim (sin , +sin , +...4sin .
n—0o0 n2 n2 7?,2

3. Fie ABCD un patrulater inscris in cercul (O, r), cu proprietatea ca diagonalele AC' si BD sunt perpendiculare.
Notam cu P intersectia diagonalelor AC si BD.

Sa se demonstreze relatiile:

a) AP?+ BP?+ CP?+ DP? = 4r2.
b) AB? + BC? + CD? + DA% = 82,

4. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic (tratare metodica).
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CONSTANTA
1 x
1. Se considerd functiile f: R — R, f(z) = siF:R—->R, F(z)= / f(t) dt.
3+coszx 0
a) Sa se verifice ca f(x + 2m) = f(x), (V) z € R.
b) Sa se arate ca nu exista lim f(z).
T— 00
. o1 1
c) S4 se arate ¢ 1 < flz) < 5 (V) z e R.
d) S& se arate c& orice primitiva a functiei f este strict crescatoare pe R.
1 tan ;
e) Sa se verifice ca F'(x) = arctan , (V) 2z €|0,m).
) @)=, P RUES S
f) Sa se calculeze lim F(x).
TrT—r 00
2. a) Si se demonstreze identitatea:
l+itana\” 1+itan(na)
I —itana/) 1 —itan(na)’
unde n € N* gi a € R sunt astfel incat tan « si tan(na) au sens.
b) Fie z1, 22, z3 € C* astlel incat 21 + 22 + 23 = 0 si |21] = |22] = |2z3]. S& se arate ¢ z1, 22, z3 sunt afixele

varfurilor unui triunghi echilateral.

3. Fiea, b, c € R. Se considera sistemul de ecuatii:

1
(a— 2>:I:+by+cz:0
1
(S) ¢ cx+ (a—2)y+bz:0

1
bw+cy+<a—2>z=0

1 .
si polinomul f = a — 5 +bX + cX? € R[X]. Se noteaza

a)
b)

c)
d)

V ={a=(z,y,2) € R*| a solutie a sistemului (S)}.
Si se arate ca V este subspatiu vectorial in R3.

1
Pentru a = 5 b=1, c = —1, calculati dimensiunea peste R a lui V.

Fie A determinantul sistemului (S). S& se arate ci A = f(1)f(e)f(€2), unde € € C verifica € + e +1 = 0.

Folosind eventual punctul anterior, aratati ca pentru orice a, b, ¢ € Z, spatiul solutiilor lui (S) este nul.

4. Ecuatia dreptei In plan (tratare metodica) la nivelul clasei a IX-a. Se vor aborda:

a)
b)
c)
d)
e)

Conditia de coliniaritate pentru 3 puncte din plan.

Ecuatia dreptei determinata de un punct si de o directie data.
Ecuatia dreptei determinata de doua puncte.

Ecuatia generala a dreptei.

Formulati o problema referitoare la ecuatia dreptei in plan. Prezentati o metoda de rezolvare, la alegere.
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IASI y
Specializarea: MATEMATICA

Se da elipsa de ecuatie
2 2

€ Y
—1=0.
9 + 4
Fie A, A’ punctele de intersectie ale elipsei cu axa Ox. Tangenta intr-un punct variabil M al elipsei intersecteaza
tangentele in A si A’ la elipsi in punctele C, respectiv D. S& se arate cd produsul AC - A’D este constant.
Se considera functia f: (0,00) = R, f(2) = 2° — e®.

a) Precizati dacd xo = 1, respectiv xg = e sunt puncte de extrem pentru f.

b) Observand ca derivata a patra a functiei f pastreaza semn constant pe (0,00), deduceti toate punctele de
extrem local ale functiei f.

Sa se trateze metodic subiectul ” Functii bijective”.
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Specializarea: MATEMATICI APLICATE

a) Considerand eventual functia In(Inz), sd se arate cd, pentru orice numér natural n > 2 are loc:

1

In(1 1)) —In(l :
n(ln(n + 1)) n(nn)<nlnn

b) Sa se calculeze
=1

Fie 61 s1 63 doua cercuri care se intersecteaza in punctele A gi B. O secantid variabila dusd prin punctul A
intersecteaza cercul ¢, iIn M si cercul 6 in N.

i~ 3 I . . Fgge 1
a) S& se arate cd masura unghiului M BN este constanta.

b) O secanta fixd care trece prin punctul B intersecteaza cercul 1 in P iar cercul %€ in Q. S se arate ca
MP | NQ.

c) S& se determine locul geometric al mijlocului segmentului [M N].

Sa se trateze metodic subiectul ” Functii bijective”.
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DEFINITIVAT 2006

BUCURESTI

d,i) S Zg}

1. EeM:{(dA?)
—b a

a) Si se arate cd, dacd &, § € Zs, atunci 2 + 92 =0 & =3 = 0.

b) Sa se arate ca M, impreuna cu adunarea si inmultirea matricelor, formeaza un corp comutativ.
c) Sa se determine A € M astfel incat A% + Iy = Os.

d) Sa se afle numarul elementelor corpului M.

e) Dacid X € M, si se calculeze X8,

a/,’)',‘

2. Fie a € (0,400). Se considera functia f : R — R definita prin f(z) = 3 440

a) S4 se calculeze f(0) si f'(x), pentru orice x € R.

b) Sa se arate ci urméitoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) a=2v3;
(ii) f(x) < ;, pentru orice z € R.
3. Fie ABCD un patrulater. Si se afle locul geometric al punctelor M din planul patrulaterului cu proprietatea ca
MA? + MC? = MB* + MD*.
Dicutie.

4. Linil importante intr-un triunghi (mediatoare, bisectoare, inaltimi, mediane) si concurenta lor.
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TASI

PPe Z se considera operatia algebrica:
xxy =ary+blx +y)+c,

unde a, b, ¢ € Z. Sa se demonstreze ca:

a) "« este asociativia < b% — b —ac = 0.

b) Daci b?> — b — ac = 0, atunci operatia ”«” are element neutru dac# si numai daca b divide pe c.
Se da o functie f:[0,00) — R, cu proprietatea cd oricare ar fi z € [0,0), f(z) = f(z?). Aratati ca:

a) (V) ze|0,00), (V) n € N* au loc relatiile

b) Daci, In plus, f este continud, atunci f este constanta.

Tipuri de probleme si metode de rezolvare in cadrul capitolului ” Linii importante intr-un triunghi si concurenta
lor”.
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CLUJ-NAPOCA

a) Definiti notiunea de subcorp gi enuntati teorema de caracterizare a subcorpurilor.
b) Fie Q[i] = {a+bi|a,be Q}.

(i) Demonstrati ca Q[i] este subcorp al corpului (C*, +,-).

(ii) Aratati cad Q[é] este cel mai mic subcorp al lui Q.

¢) Determinati toate subcorpurile lui Q[é].

2vVr —1, daci x> 2

Fie functia f : (0, +00) = R, f(z) = {ax+b daci 0 < 2 < 2"

a) Care este relatia dintre a si b astfel incat functia f sa fie continua?

b) Calculati f'(z), (V) 2 € (0,400).

¢) Determinati valorile lui a si b astfel incat functia f s fie derivabila.

d) Fie F mul{imea tuturor primitivelor functiei f. Determinati o primitiva a functiei f cu proprietatea cd
F(0)=0.

a) Teorema cosinusului si teorema reciprocad a teoremei cosinusului (enunturi si demonstratii). Aplicatie la
calculul lungimilor medianelor unui triunghi (locul i rolul teoremei in programa scolara, strategii didactice,
metode si mijloace folosite, obiective vizate).

b) Sa se demonstreze ca, in orice trapez, diagonalele se intersecteazi pe axa radicala a cercurilor care au ca
diamctre laturile neparalele ale trapezului.
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CONSTANTA

1. (a) Definiti notiunea de corp; exemple.
(b) Stabiliti elementele inversabile din (Z,, ), unde ”-” este inmultirea claselor de resturi modulo n.

(¢) Studiati corpul claselor de resturi modulo p, unde p este un numéar prim.

2. (a) Care dintre urmatoarele propozitii referitoare la sirurile de numere reale sunt adevarate?
(i) Orice gir monoton cste convergent.
(ii) Orice sir convergent este marginit.
(iii) Orice sir marginit este convergent.
(iv) Orice sir monoton este marginit.
(v) Orice sir convergent este monoton.

(vi) Orice sir monoton si mérginit este convergent.

(b) Calculati:
i \/ 1 \/ 2 n
nl_l}l;o n3+ n3+”'+ nd |’

(¢) Enuntati si demonstrati teorema cregterilor finite a lui Lagrange.

3. (a) ((i) Fie doud cercuri secante de centre O1, Oz cu punctele de intersectie A si B. Se construiesc punctele
Ajq si Ao, simetricele lui A fata de Oq si respectiv Os. Sa se demonstreze ca punctele Ay, B, As sunt
coliniare.

((ii) Se construiesc B si Bo simetricele lui B fata de O si respectiv Os. Sa se demonstreze ca A; By BaAsg
este dreptunghi.
(b) Se considera in plan punctul P(4;1). Aflati:

((i) Coordonatele punctului obtinut prin rotatia punctului P in sens trigonometric cu 60°.
((ii) Coordonatele punctului obtinut prin rotatia punctului P in sens invers trigonometric cu 90°.
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PITESTI

2|z|, daca z € [—1,1]
az? — Beosmz, daciz € (1,2]

Fie f:[-1,2] = R, f(z) = {

a) Sa se determine «, 8 € R pentru care f este derivabild in 1.
2
b) Pentru a = 8 =1, si se arate ci f este integrabila si si se calculeze / f(z) dx.
0

Se considera sistemul de ecuatii:

ax+y+z=1
r+ay+z=1 |,
T+Yy+az

unde a este un parametru real.

a) Sa se rezolve sistemul, stiind cd a £ 1 gi a £ —2.

b) Ce se intdmpla pentru a = 1 si pentru a = —27

c) Determinati valorile intregi ale lui a € R — {1, —2} pentru care 22 + y? + 22 este un numar intreg.

Numere complexe sub forméa trigonometrica. Aspecte metodice.
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PITESTI
Bilete pentru examenul oral

Biletul nr. 1

Functia exponentiala - aspecte metodice.
Sa se arate ca in triunghiul AABC exista egalitatea
bcos(<C) + ccos(<1B) = a,
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor.
Sa se determine parametrii reali a si b astfel incat functia
ar+0b, dacax <0

FIROR, fl@)=4 2—1

21 daca x>0

sa fie derivabila pe R.
Biletul nr. 2

Binomul lui Newton - aspecte metodice.

Sa se rezolve ecuatia cos2x + 3cosx = 1.

3
Sa se calculeze integrala / z?Inz de.
1

Biletul nr. 3

Metoda inductiei matematice - aspecte metodice.

Se considerd trapezul ABCD, AB || CD si AD = AB + CD. Dacd E € [BC] astfel incat [BE] = [EC], sa se
arate ca m(<AED) = 90°.

240 daca z € |[—1,0
S& se determine a, b, ¢ € R astfel incat functia f : [-1,1] — R, f(z) = ar” ¥ 0T+ ¢, ac? v €[-1,0] s&
In(xz+1), daca z € (0,1]

satisfaca conditiile teoremei lui Rolle si sa se aplice teorema lui Rolle pentru a, b, ¢ gasite.
Biletul nr. 4

Functia de gradul al doilea - aspecte metodice.

In paralclogramul ABCD sc duce CE | BC, AE 1 AB. Si sc demonstreze ¢ DE | AC.
Fie un numar natural n si I, = /:B"e”: dx, x € R.

a) Sa se calculeze I.

b) S4 se determine o formuld de recurenta intre I, si Ip,—1.
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Biletul nr. 5

1. Functia logaritmica - aspecte metodice.

1 1
2. Stiind ca z4+ =2-cosa, a € R, sa se calculeze 2™ + W
z z

n € N.

™ LA . o . .
3. Dacaa,beR;,0<a<b< 9’ aplicand teorema lui Lagrange, sa se demonstreze inegalitatea:

b—a b—a
5 < tana — tanb < 9
cos? a cos? b

Biletul nr. 6

1. Teorema celor trei perpendiculare - aspecte metodice.

2. Sa se rezolve ecuatia: cos? x + 3sinzcosx + 1 = 0.

(z—1)e”, dacdzr <1
3. Se considera functia: f: R = R, f(2) =< In2 ¢ .
, daca x > 1
x
a) Sa se arate ci functia f este continua pe R.

b) Sa se calculeze o primitiva a functiei f.
Biletul nr. 7

1. Progresii aritmetice - aspecte metodice.
2. Sa se verifice identitatea: tan 32 — tan 22 — tan 2 = tan 3a - tan 2 - tan x.
3. FieO<a<bsif:[a,b =R, f(x)=Inza.
a) S4 se aplice teorema lui Lagrange pentru functia f.
b b—a

b—a
b) Sa se arate ci are loc inegalitatea: <ln <
a a

Biletul nr. 8

1. Progresii geometrice - aspecte metodice.
2. Fie S, =cosx +cos2x + ...+ cosnx gi T, =sinx + sin2x + ... + sinnz.

a) S4 se scrie sub forma trigonometricd numéarul complex S, + ¢T,.

b) Sa se determine Sapos $i T2003-

:En
3. Fiel, = _dxr,neN.
/\/1—1—12

a) Sa se calculeze Iy, I si Io.

b) Si se stabileasci o relatie de recurentd pentru I,,.
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Biletul nr. 9

Numere complexe sub forma trigonometrica - aspecte metodice.

v < y . T Y z
Sa se arate ca daca x = y + z, atunci cosx + cosy + cosz + 1 = 4 cos 9 COS 9 CoSs 2-

, 20241, dacda <1 ) e b .
Se considera functia f: R — R, f(x) = {;/a _11_ 1+ zjd('f ! ; X Sa se determine a € R astfel incat functia f
ar+1, aca x

sa fie continua pe R.
Biletul nr. 10

Triunghiuri asemenea - aspecte metodice.
Sa se arate ca in orice triunghi AABC avem:

. A . 2124 2
bccos A+ accos B+ abcosC = @t 5 te ,
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului.

x+ev, dacaxz <0

Se considera functia f: R = R, f(x) = .
tia f  f(z) {\/@“2—1—1, daca z >0
a) Sa se arate ci functia f admite primitive pe R.

1
b) S& se calculeze / f(x) dx.
—1

Biletul nr. 11

Relatii metrice intr-un triunghi dreptunghic - aspecte metodice.
S& se rezolve ecuatia cos 2 — sinz = /2 cos 2z.

In®z, daciz€[l,e]

Se considera functia f:[1,5] = R, f(x) = )
@ consie netia f:[1,9] /() {am—i—b, daca x € (e, 5]

a) Sa se determine a, b € R astfel incat functia f sa verifice conditiile teoremei lui Lagrange.

b) Sd se Calculeze/ f(x) dx.
1

Biletul nr. 12

Metoda triunghiurilor congruente - aspecte metodice.
S& se demonstreze ca:

1+d-tant\" 141i-tannt ™
: = : teR—{Zk 1 ,keZ},
<1—z~tant> 1—74-tannt (2K + )2
unde n € N*,

s
Sa se arate ca pentru 0 < a < b < 5 are loc inegalitatea:

b—a b—a
.5, <cota—coth<
sin“ b sin“ a
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Biletul nr. 13

Functia arctan z - aspecte metodice.

< N < .. . . x Y z
S& se demonstreze ca dacd x + y + z = 7, atunci sinx + siny + sin 2z = 4 cos 5 cos 5 cos _-

. 1 *
FleInz/(m2+4)n dx, n € N*.

a) Sa se calculeze I7 si Is.

b) S4 se stabileasci o relatie de recurenta intre termenii sirului (1, )nens.
Biletul nr. 14

Elemente de combinatorica: Permutari, Aranjamente, Combinari - aspecte metodice.

In cercul (€(0,r)) se duc diametrele perpendiculare [AC| si [BD]. Fie M un punct pe arcul mic AB si
{E} = AM NCB. S se arate ci:

a) EF 1L AC,unde {F'} = ABNCM.
b) Triunghiul AEBF este isoscel.

Fie I,, = /sin”x dx, n € N*,

a) Sa se calculeze I si I.

b) Sa se stabileasca o relatie de recurentd intre I, si I,_o.
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DEFINITIVAT 2007

TASI

1. Fie functia f: (0,400) = R, f(z) =elnz — a.

a) Si se studieze variatia functiei f.
b) Si se reprezinte grafic functia f.

c) S4 se cerceteze care dintre numerele €™ gi ¢ este mai mare.

2. a) Fie cercul (0, R) si doud puncte distincte A gi B apartinand cercului. Stiind cd dreapta d este tangenta
2

cercului in punctul B, iar C este piciorul perpendicularei din A pe dreapta d, si se arate cé raportul AC

nu depinde de pozitia punctelor A si B.

b) Fie tetraedrul ABC'D. Un plan paralel cu doua laturi neconcurente ale tetraedulul intersecteaza muchiile
acestuia in punctele M, N, P, Q. Sa se studieze natura patrulaterului M N PQ. In ce conditii M N PQ este
patrat?

3. Functii inversabile. Tratare metodica.
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CONSTANTA

(a) Demonstrati ca numsrul v/2 este irational.
(b) Fie a, b, c € Q. Demonstrati ci daca a + bv/2 +cv/4 =0, atunci a = b = ¢ = 0.

(c) Fie G = {a+by/2+cV/4|a,b,c € Q,a®+ b+ % # 0}. Aratati ca G este grup in raport cu inmultirea
numerelor reale.

(d) Gasiti inversul lui z = ¥/2 — /4 in acest grup.

1 o
ztsin , dacaxz#0
x

Fie functia f: R = R, f(x) = ; .
0, daca x =0

(a) Demonstrati ca f este derivabila de doua ori pe R.
(b) Este continua a doua derivata a lui f pe toatd axa reald? Argumentati raspunsul.

Fie tetraedrul ABC'D si punctul M € (AB). Demonstrati ca volumul tetraedrului DAMC este egal cu volumul
tetraedrului DBMC' daca si numai daca (AM) = (M B).

Teorema celor trei perpendiculare (tratare metodica). Se vor aborda:

(a) Enunt si demonstratie.

(b) Reciproce (enunturi si demonstratii).

(c) Compuneti o problemé a carei rezolvare sd se bazeze pe teorema celor trei perpendiculare.

(d) Comentati o gregeala frecventa pe care o [ac elevii in aplicarea teoremei.
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DEFINITIVAT 2008
IASI

e -1

1. Se considerd functia [ : R\{0} = R, f(z) = .

a) S& sec arate cd f(z) > 1 pentru orice z > 0.
b) Sd se arate ca graficul functiei f are o singurd asimptota si sa se determine.

c) S4& se studieze convergenta girului recurent definit prin 2,11 = z, f(2,), n € N, 29 > 0.

Se consider# polinomul f = X3 —6X + 2, f € R[X], cu radacinile z1, 79, T3.

2.
a) Sa se calculeze f(—2)- f(2).
b) S4 se arate c& f nu are radacini rationale.
c) Sa sc arate ca toate raddcinile lui f sunt reale.
d) S se arate cd Spi3 — 6Spe1 +25, =0, (V) k€N, k> 1, unde Sy = 2% + 25 + x’§
3. Teorema lui Thales. Aseménarea triunghiurilor (definitii, teoreme, cazuri de asemanare, aplicatii)



-97 -

BUCURESTI

2
1. Fie P =R x R. Pentru orice t € R, definim functia f; : P — P prin f(z,y) = (az +ty + oY + t>.
Sa se arate ca:

a) Are loc relatia f; o fir = fy14, pentru orice ¢ gi ' din R.
b) Multimea G = {f:|t € R} este grup comutativ in raport cu operatia de compunere a functiilor.
c) Grupurile (G, o) si (R, +) sunt izomorfe.
d) Grupurile (G, o) si (R*,-) nu sunt izomorfe.
«, daca =0
2. Fie a € R. Se defineste functia f, : R — R prin fo(z) = ¢ sinz ‘ .
, dacax#0
a) Sa se arate ca functia f, este derivabila daca si numai dacd a = 1.
b) Sa se calculeze f{(x) pentru orice z € R.

3. Se considers un punct A’ pe latura BC a unui triunghi AABC. Paralela prin A’ la latura AC intersecteazi
latura AB in C', iar paralela prin A’ la latura AB intersecteazi latura AC in B’

!
a) Notand k = :4/ o s& se exprime aria paralelogramului A’B’AC’ in functie de aria triunghiului ABA’C” si
de aria triunghiului ACA’'B’.

b) S& se afle pozitia punctului A’ pentru care aria paralelogramului A’B’AC” este maxima.

4. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic (tratare metodica).
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CONSTANTA

Se consideri polinoamele f, g € R[X], f = X? —aX? +3X%2 - 3X +b, g= X? - 3X>+4X? - 6X + 4.
a) Aflati a, b € R astfel ca f si fie divizibil cu X2 + 1.

b) Rezolvati in C ecuatia algebrica g(x) = 0.

¢) Pentru a =3, b =2, aflati cel mai mare divizor comun al polinoamelor f si g.

.1 :L‘n
Fie I,, = dx, (V)n € N*,
ie I, /0 2 ropy3 ™ (V) n

a) Calculati I, si I3.

b) Sa se arate ca Ly4o + 20,41 + 31, = (V)n € N*.

n+1’
c) S& se calculeze lim (nly,).
n—o0

Fie O un punct fixat in planul euclidian si o € R.

a) Definiti rotatia de unghi a si centru O. Interpretare in C.

b) S4 se arate ca multimea rotatiilor de centru O formeazd grup in raport cu operatia de compunere.

c) In exteriorul patrulaterului convex ABCD se construiesc patratele AEFB, BGHC, CIJD, DKLA, de
centre O1, Os, O3 si respectiv O4. Aratati ca 0103 L O20;.

Prezentati aspectele stiintifice si metodice ale lectiei: ” Siruri. Convergentd. Proprietati ale sirurilor conver-
gente”.
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TIMISOARA

™

1. Fie f,g: {0, 9

) — R, f(z) =1In(1 +tanx), g(z) = / In(l + tanztant) dt. Sa se studieze daca:
0

a) Ecuatia z = f(z) are o singura solutie pe [0, g)
b) Sirul (z,) definit de zy € [0, Z), Tnt1 = f(zn), n € N, este convergent.

!/
c) Exista lim () si lim nz,.
=02 — f((l’) n—00

coeoglx) T
d) Exista }31_1{%) g5 8 calculati g (4>
2. Fie fr(2) = (m —1)22 — 2ma +m, m € R\{—1} o familie de parabole.

a) S& se studieze daca parabolele y = f,,,(z) trec printr-un punct fix.
b) S& se discute natura si semnul radacinilor ecuatiei fp,(z) = 0.
c) S4 se determine m € R\{—1} astfel incat rddacinile ecuatiei f,,(z) = 0 sa satisfaca conditiile 21 < —1 si
X9 Z —1.
3. a) Teorema medianei (consideratii metodice).
b) Fie AABC un triunghi cu medianele corespunzatoare laturilor BC' si AC perpendiculare. S& se arate ca:
252
a”+b
QLA .
)
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DEFINITIVAT 2009
TASI

Consideram polinomul f = X% —mX? +2X —2 € R[X], m € R. Notam cu 21, 22, 23 radacinile lui f.

a) Gasiti valorile parametrului m pentru care 27 + 23 + 23 = 0.
b) Aratati ca pentru m > 0, polinomul f nu poate admite radacini in intervalul (—oo, 0].
c) Pentru |m| < 2, arétati cd f are cel putin o radacing in C\R.
d) Fixam m = 1. Determinati catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g = X? — X + 2. Calculati

g(z1) + g(22) + g(23).

L . 2?2 +1

Se considera functia f: R — R, f(x) =1In g
a) S4 se traseze graficul functiei f.

b) Sa& se studieze natura sirului (z,)nen definit prin zg = 1 §i 241 = f(zn), (V) n € N.

Teorema celor trei perpendiculare: aspecte metodice.
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BUCURESTI

Fie polinomul f € Q[X], grad(f) = 2. Sa se arate ca daca f(n) € Z, V n € {0,1,2}, atunci f(n) € Z,V n € Z.
Fie d € Z un numar liber de pétrate. Notam Q( \/d {z+ yVd |z,y € Q}. Sa se arate ca:

a) Operatiile uzuale de adunare si de inmultire induc pe multimea Q(v/d) o structura de corp comutativ.
b) Corpurile (Q(v/2),+,) si (Q(v/3),+,-) nu sunt izomorfe.

0, daca z € [0,2)

Fie f : [0, +00) — R dati astfel: f(z) = :
ie f:[0,400) atd astfel: f(z) {m, dacd x € [2, +00)

a) S4a se studieze derivabilitatea functiei f, precizandu-se in fiecare dintre punctele domeniului de definitie
valorile derivatelor laterale.

b) Sa se studieze monotonia functiei f.

c) Sd se arate ca f este integrabild pe intervalul [1, 3] si sa se calculeze / f(z) dx.

d) S4& se arate cd sirul definit inductiv prin z; € [0, 00) arbitrar ales si ©,+1 = f(x,), V n € N*| converge catre
0.

Fie O, G, H respectiv centrul cercului circumscris, centrul de greutate si ortocentrul triunghiului ABC, iar A’
mijlocul laturii [BC], A” punctul diametral opus lui A pe cercul circumscris triunghiului ABC.

a) S& se arate c& BHCA” este paralelogram.
— 1
b) S& se arate cd OA" = 21?].

c) Sésearatecé(ﬁ:(f‘l—i—()?—i—(ﬁ.
1

3 A + ﬁ + % s& se arate ca punctele O,

d) Stiind ca oricare ar fi punctul P se verifica egalitatea 1@

G si H sunt coliniare.

Relatii metrice intr-un triunghi dreptunghic. Sa se enunte si sa se demonstreze cel putin trei teoreme. Tratare
mctodica.



a)

b)
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CLUJ-NAPOCA

Definiti urmatoarele notiuni: functie, functie injectivd, functie surjectiva, functie bijectiva, functie in-
versabild.

Demonstrati ca o functie f : A — B este inversabila daca si numai daca este bijectiva.

Fie A o multime cu cel putin 3 elemente. Notam A4 = {f|f: A — A} si Sa = {f: A— A| f bijectiva}. Sa se
arate ca:

a)
b)

Compunerea functiilor inzestreaza multimea A4 cu o structura de monoid.

S este o parte stabild a lui A” in raport cu compunerea functiilor si operatia indusa de compunere pe Sz
inzestreaza multimea Sx cu o structura de grup.

Grupul de la punctul anterior este necomutativ.

Definiti inversiunea de pol O si putere k, k € R*.

S& se arate cd dacd A’ si B’ sunt inversele punctelor A si B prin inversiunea de pol O si putere k, atunci

||
/ I — . .
AB = AB OA-OB

Sa se demonstreze ca daca ABCD este un patrulater inscriptibil, atunci AC - BD = AB-CD + AD - BC.

Aveti de proiectat o lectie cu tema ” Teorema cresterilor finite a lui Lagrange”. In cadrul acestei lectii prezentati
numai urmatoarele activitati de invatare:

a)
b)

c)

enuntul teoremei;

formularea unui exemplu de functie care nu verifici o ipoteza a teoremei lui Lagrange, dar pentru care
concluzia ramane adevarata,

formularea unui exemplu de functie care nu verifica o ipoteza a teoremei lui Lagrange, dar pentru care
concluzia este falsa.



1.
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CONSTANTA

Fie € € C o radacina de grad 3 a unitatii. Se considera polinoamele 17y = 21 + 29 + 23, 7y = 11 + 229 + 73 si
N3 = 621‘1 +ecxg+ a3 € (C[:L’l, IQ,Ig].

(a)
(b)

Exprimati x1, x9, 23 ca polinoame in 71, 72, 73.
Fie f € Cla1, 22, 23]. Demonstrati ci f este invariant la permutarea ciclicd a nedeterminatelor x1, xa, x3
dacd si numai daca f este de forma f = E canytny?ns?, unde 2a2 + as = 0( mod 3) pentru orice

0‘:(@1 ,az,a;3)

a cu cq # 0.

. o
Se considera functiile f, : [0,1] = R, f,(z) = / bl dt, unde n € N.
g t

(a)
(b)

(c)
(d)

Sa se calculeze fo(z).

Sa se arate ca f) (z) < x, pentru orice z € [0,1], n € N, n # 0.

Sa se arate ca 0 < fi(x) < , pentru orice x € [0, 1].

“n+1

Sé se calculeze lim f,(x).
n—oo

Se considera triunghiul ABC si punctele O, G, H respectiv centrul de greutate si ortocentrul triunghiului ABC.

(a)
(b)
(c)

Sa se arate ca punctele O, G, H sunt coliniare.
—
Folosind eventual relatia 3OG = OH, sa se deduca relatia O—I][ =0A+ @ + O? .

Fie M un punct care apartine cercului circumscris triunghiului ABC, diferit de A, B, C. Se noteaza cu
H 4 ortocentrul triunghiului M BC, cu Hp ortocentrul triunghiului M AC' si cu He ortocentrul triunghiului
M AB. Folosind eventual relatia de la punctul (b), si se arate cd AHsHgHo = AABC.

Proiectati lectia cu tema Relatiile lui Viete avand in vedere identificarea clara a obiectivelor si a continuturilor
lectiei si urmarind planul:

Teorema lui Viete pentru relatiile intre radacinile si coeficientii unui polinom cu coeficienti in C.
Cazuri particulare uzuale: relatiile lui Viete pentru polinomele de grad 2, 3, 4.

Prezentati trei probleme reprezentative pentru tema propusa.
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TIMISOARA

Pe multimea G a matricelor de forma <§ 2) cu z, y € R, se considerd legea de compozitie My x My =
My - My +2(My + My + I5). Sa se arate ca:

a) 7+’ este o lege de compozitie internd asociativd, comutativa cu element unitate.

b) (G, *) nu este grup.

c) exista Gy C G astfel incat (Gy, %) este grup comutativ.

t
Fie sirul (x,,) definit prin xp41 = /6 + x5, 79 > —6 si functia f: [0,1] = R, f(x) = AT S5 se studieze:

r+1

a) Monotonia si convergenta lui (x,,), iar apoi sa se calculeze lim z,.
n—>r00

1
b) Monotonia si integrabilitatea lui f, calculan du-se si / f(x) dz.
0

a) Sa se trateze din punct de vedere metodic teorema inal{imii i concurenta inaltimilor intr-un triunghi.

b) Fie punctele A(4,0), B(0,2), C(m,2m — 3) cu m € R. Sa se determine m astfel incat simetricul centrului
de greutate al triunghiului ABC fata de origine este S(—3, —3).



Jury

Ll
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DEFINITIVAT 2010
SIBIU

Proiect de lectie la clasa a VIII-a: Conul. Trunchiul de con.

Metoda Invatarii prin descoperire.

Inele: definitie, exemple. Subinele: definitie, teorema de caracterizare.

Fie ABC un triunghi oarecare in care notam cu a, b, ¢ laturile BC', C'A, respectiv AB. Aratati ca:

b+c—a A

a) raza cercului inscris r este datd de formula r = 5 tan 5

b) daca m(<A) = 150°, atunci raza cercului circumscris R este egala cu a;

c) daca m(<A) = 90°, atunci avem inegalitatile:

(R+r)QZbc,;§\/2—1.

Sa se determine toate numerele naturale n astfel ca numerele n, n+2, n+6, n 4+ 8, n + 14 sa fie simultan prime.
Fie a, b, ¢, d € R, a # 0. Aratati ca, daca

laz® +bx? + cx +d| < |2 +22% — 2 — 2|,
oricare ar fi x € R, atunci

1
’/ (ba® + cx + d) dz| < i
—1



1.

2.

4.

a)
b)

c)
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BUCURESTI

Definiti functia injectiva.
Dati un exemplu de functe f : R — R care nu este injectiva.

Fie g : R — R, g(x) = 2% + 2 + 2. Aritati ca g este o functie injectiva.

Fie f:[0,00) = R, f(z) = /1 + /=

a)

c)

Definiti notiunea de functie derivabila intr-un punct. Verificati daca functia f este derivabila in punctul
Tro = 1.

2
Calculati / f(z) dx.
1

Se considera sirul (a,)n>o definit astfel: ap = 1, any1 = f(an), pentru orice n € N. Studiati convergenta
sirului (an)n>0-
Enuntati teorema sinusurilor.
In triunghiul ABC avem relatia
b4+a-sinC =c+b-sin A.
Aratati ca triunghiul dat este isoscel sau dreptunghic.

Sa se arate ca in orice triunghi dreptunghic, suma catetelor este egala cu suma diametrelor cercurilor inscris
si circumscris triunghiului.

Rolul exemplelor si contraexemplelor in predare si invatare. Se cer:

a)
b)

o discutie generald;

cate o situatie concreta din algebra, geometrie, respectiv analizd matematica, in care evidentierea unor
exemple si contraexemple are un rol important in intelegerea conceptelor.
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CLUJ-NAPOCA

I. a) Definiti notiunile de c.m.m.d.c si c.m.m.m.c..
b) Demonstrati existenta c.m.m.d.c. folosind algoritmul lui Euclid.
¢) Demonstrati ca pentru orice numere naturale nenule a, b are loc: (a,b) - [a,b] = ab.
d) Este adevarata egalitatea (a,b,c) - [a,b, ¢] = abe, pentru orice mumere naturale nenule a, b, ¢?

e) Rezolvati in multimea N* ecuatia:

zyz +ry+yz+zrz+x+y+ 2z =2010.

II. a) Definiti notiunea de functie integrabila Riemann. Enuntati teorema lui Leibniz-Newton.

2 2
441
b) Sa se calculeze: / ' —;L_ v dx.
1 ae+1

III. O dreapta perpendiculara pe ipotenuza BC' a triunghiului dreptunghic ABC, intalneste pe AB in M, iar pe AC
in N. Cercul circumscris triunghiului BM C' intersecteaza pe AC in @), iar cercul circumscris triunghiului BNC
intersecteaza pe AB in P. Ce fel de patrulater este M N PQ?

IV. Proiectati o lectie de dobandire de noi cunostinte cu tema ” Paralelogramul, proprietati, cazuri particulare”.
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CONSTANTA

(a) Sa se arate ca ecuatia 2% — 62* + 922 — 40 = 0 nu are solutii in numere intregi.
(b) Sa se arate ca numarul ‘\3/\/10 + 3+ Q/\/lO — 3 este irational.
Fie functia f: R — R, f(z) = x|z — a|, unde a este un parametru real.

(a) Sa se arate ca f este continua pe R pentru orice a € R.

(b) Sa se arate ca f este derivabild pe R daca si numai dacd a = 0.

(c¢) Sa se determine, in functie de a, multimea punctelor de extrem ale functiei f.

Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu AB = a, BC =bsi AA" = c¢. Se noteaza cu a, 3,
~ unghiurile pe care le formeaza A’C cu planele (ABC), (BCC") si (DCC").

(a) Exprimati tan, tan 8, tan~ in functie de a, b, c.

(b) Calculati minimul expresiei
1 1 1
2

+ +
tan’a  tan®f  tan®+y
si demonstrati ca acest minim se atinge atunci si numai atunci cand paralelipipedul este cub.
Exemplificati metoda inductiei matematice in trei tipuri de probleme.

Intocmiti o fisa de lucru pentru o lectie la alegere din urmatoarele:

— Reguli de calcul cu radicali.
— Graficul functiei de gradul al doilea (intersectii cu axele, simetrii, punct de extrem).

— Formule trigonometrice (sin(a +b), cos(a £ b), sina =+ sinb, cosa % cosb).

Enumerati trei avantaje sau dezavantaje ale utilizarii itemilor cu raspuns de completare in evaluarea elevilor.
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IASI

Se considera functia polinomiala f(z) = az?® + bz + ¢, a, b, ¢ € C, a # 0. Se noteaza cu 1, 2 solutiile ecuatiei
f(x) =0,cus=mx + 29, cup==z175 si cu A =b? — dac. Sa se determine:

(a) ssip,dacia=1,b=m, c=1 g sa se discute natura solutiilor x1, x5 in functie de parametrul m € N.
(b) a, bsic, stiind ca s =3, p=2si a, b, ¢ sunt numere ntregi prime ntre ele.
(c) a,bsic, astfel incat a, A, p, s sa fie numere intregi consecutive (in aceasta ordine).

Fie ABCD un trapez si O punctul de intersectie al diagonalelor AC' si BD. Daca notam cu S si Sy ariile
triunghiurilor AOB si COD, sa se arate ca aria trapezului este egald cu Sy + S2 4+ /5152 (AB si C'D sunt bazele
trapezului).

Teorema cosinusului (enunt si demonstratie, aplicatii la calculul lungimii medianei intr-un triunghi ABC si la

A
calculul valorii cos 5 comentariu metodic).

Elaborati un plan de lectie pentru tema ” Aplicatii ale calculului integral la determinarea ariilor”.
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DEFINITIVAT 2011
BACAU

Aveti de proiectat o lectie cu tema ” Teorema inaltimii si teorema catetei” sau cu tema ” Ecuatiile dreptei
in plan”.
a) DPrezentati continutul lectiei si precizati principalele activitati de invatare.

b) Exemplificati utilizarea noilor cunostinte prin compunerea si rezolvarea unei probleme. Explicati
cum dirijati rezolvarea problemei de catre elevi.

1 1
Fie matricea A= |0 1 ,unde € R.
z 0

a) Sa se determine valorile lui 2 pentru care A este inversabila.
b) Sa se rezolve inecuatia det(A — 2I) <0, x € R, unde I este matricea unitate de ordinul 3.

¢) DPentru z = 0 si se calculeze A™, n € N*.

w41
Fie functia f: R\{-1;1} = R, f(z) = nq2+ 10, unde a € R.
2 —

a) Sa se determine asimptotele graficului functiei pentru a = 1.

b) Sase afle a € R astfel incat x = —3 sa fie punct de extrem local al functiei.

1
2
c) Sa se arate ca / f(z)dz < 0 pentru orice a € R.
1
T2
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CLUJ-NAPOCA

1. Metoda inductei matematice (aspecte metodice: locul si rolul temei in programa scolara, obiectivele
operationale vizate; continutul notional matematic: metode. mijloace, materiale folosite; strategii didac-
tice; forme de evaluare).

2. Demonstrati ca:

a) pentru orice n € N, n > 2, are loc egalitatea
VI 4+ V2] 4+ [Vn2 =1+ 12+ 2% 4 - 4 n? =P,
b) pentru orice n € N, n > 3, are loc inegalitatea

2 6 2-3 2 -2
V +\/ +'“+\/n nt2_n-2
3 b) 2n —3 2

3. Izometrii in plan: simetrii, translatii, rotatii (definitii).
4. TFie ABC un triunghi echilateral si fie M un punct in planul sau. Sa se demonstreze ca:

a) daca M ¢ ¥ (A, B,C), atunci se poate forma un triunghi cu segmentele [M 4], [M B] si [MC];
b) daca M € € (A, B, C), atunci unul dintre segmentele [M A|, [M B], [MC] are lungimea egala cu suma
lungimilor celorlalte doua segmente.
5. Fie f: R — R functia definita prin f(z) = 23 4+ z + 1.

a) Sa se demonstreze ca pentru orice n € N, ecuatia

1

f(x)=3+n+1

are o solutie unica z,, € R.

b) Sa se demonstreze cd lim x, = 1, unde (x,) este sirul de la punctul a).
n—oo

c) Sa se determine li_>m n(z, — 1), unde (z,,) este sirul de la punctul a).
n oo
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DEFINITIVAT 2012

SUBIECTUL I
1. Se considera polinomul f = X* +2X% + X + 2 € Z3[X].
a) Aratati ca f este reductibil in Zz[X].

b) Dati un exemplu de polinom g € Z[X|, ireductibil in Zs[X] si care are aceeasi functie polinomiala cu f.
2. Un hexagon inscriptibil are trei laturi de lungime a si trei laturi de lungime b.

a) Aratati ca hexagonul are un unghi cu masura de 120°.

b) Calculati, in functie de a si b, raza cercului circumscris hexagonului.
3. Pentru fiecare n € N* se considera functia f, : R — R, f,(z) = 2™ - arctan .

a) Determinati k € N* pentru care graficul functiei fj, are asimptota spre +oo.
b) Aratati ca

1 1
1
(n+ 1)/ fo(z)de + (n — 1)/ fn—o(z)dz = g - pentru orice n € N, n > 3.
0 0

SUBIECTUL AL II-LEA

Elaborati un item de tip intrebare structurata prin care sa evaluati trei dintre competentele specifice precizate in
urmatoarea secventa a programei scolare de matematica pentru clasa a IX-a:

Competente specifice Continuturi
Functia de gradul al doilea
1. Dvifer(?,nvi;ierea, prin exemple a variatiei liniare de cea e Reprezentarea grafici a functiei
patratica f:R =R, f(zr) = azx?® + bz +c,

unde a, b, ¢c € R, a # 0, intersectia
graficului cu axele de coordonate,
ecuatia f(r) = 0, simetria fata de
3. Aplicarea unor algoritmi pentru trasarea graficului drepte de forma x = m, cu m € R

functiei de gradul al II-lea (prin puncte semnificative)

2. Completarea unor tabele de valori necesare pentru
trasarea graficului functiei de gradul al II-lea

e Relatiile lui Viete, rezolvarea sis-

r+y=s

4. Exprimarea proprietatilor unei functii prin conditii
: temelor de forma cu

algebrice sau geometrice Ty = p,

5. Utilizarea relatiilor lui Viete pentru caracterizarea s, pER
solutiilor ecuatiei de gradul al Il-lea si pentru re-

zolvarea unor sisteme de ecuatii

6. Identificarea unor metode grafice de rezolvare a
ecuatiilor sau sistemelor de ecuatii

(Programa scolarda de matematicd, OMECI nr. 5099/09.09.2009)

In elaborarea itemului se vor avea in vedere urmétoarele aspecte:

1. succesiunea subintrebarilor sa asigure cresterea treptata a gradului de dificultate;

2. fiecare subintrebare sa solicite un raspuns care nu depinde de raspunsul la subintrebarea precedenta;
3. subintrebarile sa fie in concordanta cu stimulul utilizat.

Nota. Se puncteaza si elaborarea detaliata a raspunsului asteptat, precum si corectitudinea stiintifica
a informatiei matematice.

SUBIECTUL AL III-LEA

Formele educatiei (educatia formala, educatia nonformala, educatia informald): definirea, analiza si interdependenta
conceptelor.
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DEFINITIVAT 2013

SUBIECTUL I

1. Se considerd (an)n>1 0 progresie aritmeticd de numere reale cu ratia r si (b, )n>1 0 progresie geo-
metrica de numere reale cu ratia g. Se stic cd a;p > 0, 7 > 0, a1 = by si az = ba.
a) Aritati ca ratia progresiei geometrice (by,),>1 este strict mai mare decat 1.

b) Demonstrati cd by, > ay, oricare ar fi numarul natural k£ > 3.
2. Se considerda D € (BC) piciorul bisectoarei unghiului A al triunghiului ABC.

a) In cazul in care AB = AC' = 3 si m(<«BAC) = 120°, calculati AD.
b) Dacid AB+ CD = AC + BD, aritati ci triunghiul ABC este isoscel.

e.’E

T

3. Pentru fiecare numadr natural nenul n se considera functia f, : [0;1] — R, f,,(x)

1
a) Calculapi/ (14 z)fi(z)da.
0

1
b) Aratati cd lim folz)dz =e—1.

n——+00 0

SUBIECTUL AL II-LEA

Urmitoarea secventd face parte din programa scolard de matematica pentru clasa a IX-a (3 ore).

Competente specifice Continuturi

Functia de gradul intai
1. Recunoasterea functiei de gradul intai descrisa in e Definitie; reprezentarea grafici a
moduri diferite functiei f: R — R, f(x) = ax 4,

unde a, b € R, intersectia graficu-
lui cu axele de coordonate, ecuatia

f(x)=0

e Interpretarea graficd a proprieta-
tilor algebrice ale functici: mono-
tonie, semnul functiei

2. Utilizarea unor metode algebrice sau grafice pen-
tru rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor de
ccuatii

3. Descrierea unor proprietati desprinse din reprezen-
tarea graficd a functiei de gradul intai sau din rezol-
varea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor de ecuatii

4. Exprimarea legaturii intre functia de gradul intai si ¢ Inecuatii de forma az +b < 0

reprezentarea ei geometrica (>, <, >), a, b € R studiate pe R
5. Interpretarea graficului functiei de gradul intai uti- e Pozitia relativa a doua drepte;
lizand proprietatile algebrice ale functiei ' . az + by = ¢
. . o B sisteme de tipul ,
6. Rezolvarea cu ajutorul functiilor a unci situatii- mx +ny =p

oroblema si interpretarea rezultatului
I ; I a, b, ¢, m, n, p numere reale.

(Programa scolara de matematica, OMECI nr. 5099/09.09.2009)

Elaborati trei itemi: un item de completare, un item de tip alegere multipld (cu un singur raspuns
corect) si un item de tip rezolvare de probleme, pentru a evalua trei dintre competentele specifice precizate
in seccventa de mai sus.

In elaborarea itemilor se vor avea in vedere urmatoarele aspecte:

— formatul fiecarui item elaborat in vederea evaluarii competentei/competentelor specifice alese;
— raspunsul asteptat (barcmul de evaluarce) pentru ficcare dintre itemii claborati;

— continutul stiintific al informatiei de specialitate.

SUBIECTUL AL III-LEA

Finalitatile educatici: clasificare, ideal, scop, obiective, proceduri de operationalizare.
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DEFINITIVAT 2014

SUBIECTUL I
1. Se considera functia f: R — R, f(z) = 22% — 42 + 5.
a) Aratati cd f(x) > 3 pentru orice numar real z.
b) Determinati solutiile intregi ale inecuatiei ( f o f)(z) < 35.
2. In dreptunghiul ABCD, in care BC' < AB < 2BC, se considera punctele M € (AB), N € (BC) si
P € (CD) astfel incat AM = BC' si BM = CN = DP.

a) Aratati ca triunghiurile ADP si PCN sunt congruente.
b) Dreptele AN si CM se intersecteaza in (). Aratati cd masura unghiului AQM este egala cu
45°.

In"
3. Pentru flecare numadr natural nenul n se considera functia f, : (1,400) = R, fu(z) =

T

e2
a) Calcula‘gi/ fi(z)da.

C o n'" . - 9
b) Aritati cd fn(r) < — pentru orice x € (1, +00) si orice numar natural nenul n.
e

SUBIECTUL AL II-LEA

Urmatoarea secventd face parte din programa scolari de matematica pentru clasa a IX-a (3 ore).

Competente specifice Continuturi
Siruri
1. Recunoasterea.unor coresponqenpe care sunt siruri, o Modalitati de a descrie un sir;
progresil aritmetice sau geometrice siruri particulare: progresii arit-

metice, progresii geometrice, de-
terminarea termenului general al
unei progresii; suma primilor n
3. Alegerea si utilizarea unor modalitéati adecvate de termeni ai unei progresii
calculare a elementelor unui sir

2. Calcularea valorilor unorsiruri care modeleaza
situatii practice in scopul caracterizarii acestora

e Conditia ca n numere si fie in pro-
4. Interpretarea grafica a unor relatii provenite din gresie aritmetica sau geometrica
probleme practice pentru n > 3

5. Analizarea datelor in vederea aplicarii unor formule
de recurentd sau a rationamentului de tip inductiv in
rezolvarea problemelor

6. Analizarea si adaptarea scrierii termenilor unui sir
in functie de context

(Programa scolara de matematica, OMECI nr. 5099/09.09.2009)

Pentru o evaluare curentd doud dintre competentele specifice precizate in secventa de mai sus, elaborati
doi itemi: un item de tip alegere multipld (cu un singur raspuns corect) si un item de tip rezolvare de
probleme.

In elaborarea itemilor se vor avea in vedere urmitoarele aspecte:

— formatul fiecarui item elaborat in vederea evaludrii competentei specifice alese;
— raspunsul asteptat (baremul de evaluare) pentru fiecare dintre itemii elaborati;

— continutul stiintific al informatiei de specialitate.

SUBIECTUL AL III-LEA

Invatarea: concept, conditii interne si conditii externe.
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DEFINITIVAT 2015

SUBIECTUL I

x2+y2:1

, unde m este numar real.
rTt+y=m

1. Se considerd in R x R sistemul de ecuatii {

a) Pentru m = 1, rezolvati sistemul de ecuatii.

b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul de ecuatii are solutie unica.

2. Se considera un patrat ABCD, punctul £ in interiorul patratului astfel incat triunghiul ABFE sa
fie echilateral si punctul F, intersectia dreptelor AC' si BE.

a) Aratati cd masura unghiului CDF este 30°.
b) Demonstrati ci EC? = EF - BC.

3. Se considera functia f: R = R, f(x) = .
5 .f .f( ) 1:2 + 1
a) Determinati imaginea functiei f.

1
b) Aratati ca / f(e¥) dx = arctane — %
0

SUBIECTUL AL II-LEA

Urmaétoarea secventa face parte din programa scolard de matematicad pentru clasa a VI-a.

Competente specifice Continuturi
Congruenta triunghiurilor
1. Idpntiﬁcarea triunghiurilor in configuratii geome- o Triunghi: definitie, elemente; cla-
trice date sificarea triunghiurilor; perimetrul
triunghiului

2. Stabilirea congruentei triunghiurilor oarecare

e Constructia triunghiurilor: cazu-
rile LUL, ULU, LLL. Congruenta
triunghiurilor oarecare: criterii de

3. Clasificarea triunghiurilor dupa anumite criterii
date sau alese

4. Exprimarea proprietitilor figurilor geometrice in congruentd a triunghiurilor: LUL,
limbaj matematic ULU, LLL

5. Interpretarea cazurilor de congruenta a triunghiu- e Metoda triunghiurilor congruente
rilor in corelatie cu cazurile de constructie a triun-
ghiurilor

6. Aplicarea wmetodei triunghiurilor congruente in re-
zolvarea unor probleme matematice sau practice

(Programa scolara de matematica, OMECI nr. 5097,/09.09.2009)

Pentru o evaluare, la finalul unitatii de inviatare Congruenta triunghiurilor (clasa a VI-a), a doua
dintre competentele specifice precizate in secventa de mai sus, elaborati doi itemi: un item de completare
si un item de tip rezolvare de probleme.

In elaborarea itemilor se vor avea in vedere urmitoarele aspecte:

— formatul fiecarui item elaborat in vederea evaluarii competentei specifice alese;
— raspunsul asteptat (baremul de evaluare) pentru fiecare dintre itemii elaborati;

— corectitudinea stiintificd a informatiei de specialitate.

SUBIECTUL AL III-LEA

Procesul de invatamant — analiza conceptuala si abordari interactionale intre invatare - predare -
evaluare.
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DEFINITIVAT 2016

SUBIECTUL I

1. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa zxy = 2(x —7)(y — 7) + 7.

a) Demonstrati cd 1 x2%3%...x2016 = 7.

b) Determinati numerele reale z, pentru care 7% x log, x = 7.

2. Se considera triunghiul ABC, dreptunghic in A, punctele M si NV, situate in semiplanul determinat
de dreapta BC' si punctul A, astfel incat M B L AB, MB = AB si NC L AC, NC = AC.

a) Aratati cd punctele M, A si N sunt coliniare.
b) Demonstrati ci MN = v/2(AB + AC).

T —2
z+2

3. Se considera functia f: (=2, +00) = R, f(z) =

a) Determinati imaginea functiei f.

T Y o
b) Calculati aETooE/Q f(¢t) dt.

SUBIECTUL AL II-LEA

Urmatoarea secventa face parte din programa scolard de matematica pentru clasa a VIII-a.

Competente specifice Continuturi
Numere reale

1. Identificarea in exemple, in exercitii sau in | ¢ N ¢ 7Z ¢ Q ¢ R. Reprezentarea numerelor
probleme a numerelor reale si a formulelor de reale pe axa numerelor prin aproximari. Mo-
calcul prescurtat dulul unui numar real. Intervale de numere

- . e s reale
2. Utilizarea in exercitii a definitiei intervalelor

de numere reale si reprezentarea acestora pe | Operatii cu nuwere reale; rationalizarea nu-
axa numerelor mitorului de forma av/b sau a + v/b, unde a,

. . . < be N*
3. Alegerea formei de reprezentare a unui numar €
real si utilizarea de algoritmi pentru optimi- | ¢ (alcule cu numere reale reprezentate prin li-
zarea calculului cu numere reale tere; formule de calcul prescurtat:

4. Folosirea terminologiei aferente notiunii de
numar real (semn, modul, opus, invers, parte
intreagd, parte fractionara) in contexte variate

(a £0)? = a? & 2ab + 1?

(a+0b)(a—0b)=a?—b?

(a+b+c)? =a®+b*+ c? + 2ab+ 2bc + 2ac

5. Deducerea si aplicarea formulelor de calcul
prescurtat pentru optimizarea unor calcule e Descompuneri in factori (factor comun, gru-

pare de termeni, formule de calcul)
6. Rezolvarea unor situatii-problem& utilizand

rapoarte de numere reale reprezentate prin li- | ® Rapoarte de numere reale reprezentate prin
tere; interpretarea rezultatului litere; operatii cu acestea (adunare, scadere,
inmultire, impartire, ridicare la putere)

(Programa scolara de matematica, OMECI nr. 5097/09.09.2009)

Elaborati trei itemi: un item de completare, un item de tip alegere multipld si un item de tip rezolvare
de probleme, ca parte componenta a unui test de evaluare la finalul unitatii de invatare Numere reale
(clasa a VIII-a), prin care se evalueazid formarea/dezvoltarea a trei competente specifice precizate in
secventa data din programa scolara.

In elaborarea itemilor se vor avea in vedere urmatoarele aspecte:

— formatul fiecarui item elaborat in vederea evaluarii competentei specifice alese;

— raspunsul asteptat (baremul de evaluare) pentru fiecare dintre itemii elaborati;
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— corectitudinea stiintifica a informatiei de specialitate.

SUBIECTUL AL ITI-LEA

Raspundeti la fiecare dintre urmatoarele cerinte elaborate pe baza Programei pentru examenul
national de definitivare in invatamant la disciplina pedagogie si elemente de psihologie scolara:

1. Explicati conceptele de invdtare si de predare.

2. Mentionati cate o caracteristica a educatiei informale si a educatiei formale.
3. Enumerati trei tipuri de curriculum.

4. Precizati doua functii ale evaluarii scolare.

5

. Prezentati un avantaj si un dezavantaj ale utilizarii formei de organizare frontald a clasei de elevi.
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DEFINITIVAT 2017

SUBIECTUL I
1. Se considera functia f: R — R, f(z) = (m? — 1)z% + 22 — 1, unde m este un numér real.
a) Pentru m = —1, calculati f(0) + f(1) + f(2) +--- + f(10).
b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care ecuatia f(z) = 0 are doud solutii reale distincte.

2. Se considera paralelogramul ABCD cu AD | DB, AB = 2BC si punctele M si N, mijloacele
laturilor AB, respectiv C'D.

a) Aratati cd perimetrul paralelogramului ABCD este de doud ori mai mare decat perimetrul
triunghiului AM D.

b) Demonstrati ca triunghiul M BN este echilateral.

rz y 1
3. Se considera matricea A(z, y) = |1 2 v |, unde z si y sunt numere reale.
y 1 =z

a) Demonstrati ci (A(0, 0))3 = I5.

b) Determinati numerele naturale m si n pentru care det( A(m, n)) = 0.
4. Se considera functia f: R — R, f(z) = In(z? + 1).

a) Demonstrati cd functia f are doud puncte de inflexiune.

b) Aratati ci suprafata plani delimitata de graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii z = 0
i

sixz =1 are aria egald cu ln2 — 2 + 5

SUBIECTUL AL II-LEA

Urmatoarea secventa face parte din programa scolara de matematica pentru clasa a IX-a.

Competente specifice Continuturi

Multimi si elemente de logica matema-
1. Identificarea in limbaj cotidian sau in pro- tica
bleme de matematica a unor notiuni specifice

‘ : ! ! e Multimea numerelor reale: operatii algebrice
logicii matematice si teoriei multimilor

cu numere reale, ordonarea numerelor reale,
modulul unui numaér real, aproximari prin
lipsa sau prin adaos; operatii cu intervale de
numere reale

2. Reprezentarea adecvatd a multimilor si a
operatiilor logice in scopul identificarii unor
proprietati ale acestora

3. Alegerea si utilizarea de algoritmi pentru o Propozitie, predicat, cuantificatori

efectuarca unor operatii cu numere reale, cu | ¢

Operatii  logice  elementare  (negatie,
multimi, cu propozitii/predicate

conjunctie, disjunctie, implicatie,
echivalentd) corelate cu operatiile si relatiile
cu multimi (complementara, intersectie, re-
uniune, incluziune, egalitate); rationament
prin reducere la absurd

4. Deducerea unor rezultate si verificarea aces-
tora utilizand inductia matematica sau alte
rationamente logice

5. Redactarea rezolvarii unei probleme, core-
land limbajul uzual cu cel al logicii matematice
si al teoriei multimilor

e Inductia matematica

6. Transpunerea unei situatii-problema in lim-
baj matematic, rezolvarea problemei obtinute
si interpretarea rezultatului

(Programa scolara de matematicd, OMECI nr. 5099/09.09.2009)
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Pentru o evaluare la finalul unitatii de invatare Multimi si elemente de logica matematica (clasa
a IX-a, 3 ore), a trei dintre competentele specifice precizate in secventa de mai sus, elaborati doi itemi:
un item de tip alegere multipla si un item de tip intrebare structurata (cu trei cerinte).

In elaborarea itemilor se vor avea in vedere urmétoarele aspecte:

— formatul fiecarui item elaborat in vederea evaluarii competentei specifice alese;
— raspunsul asteptat (baremul de evaluare) pentru fiecare dintre itemii elaborati;

— corectitudinea stiintifica a informatiei de specialitate.
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Ministerul Educéei, Cercelrii, Tineretuluisi Sportului
Centrul Naional de Evaluarei Examinare

EXAMENUL NATIONAL DE ACORDARE A DEFINITIVARII iN iNVATAMANT

17 lulie 2012

Proba scrisa
M atematica

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

VARIANTA 3

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul maxim

corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in

limitele punctajului indicat in barem.

e Seacordi 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin fmpar tirea punctajului total obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
1. | @) Polinomul f are #dacinal 3p
f se divide cuX +2 , deci f este reductibil in Z4[X] 2p
b) De exemplu,g= X +2 si g(()): f (O) g(i)z f (fL) g(?)z f (2) 3p
gradg = 1, deci g este ireductibil 2p
2. | @) Hexagonul are 3 laturi de lunginaesi 3 laturi de lungimeb, deci exisi un varf din care
pleac o latuéi de lungimea si o latud de lungimeb; fie B acest varf si A, C varfurile
hexagonului adiacente B pentru careAB=a BC=hb 2p
Rezulf ca arcul mic AC are ndisura de 120si deci m({ABC):lZ(Y 3p
b) Fie O centrul cercului circumscris hexagonukii R raza acestui cerc. Din teorema
cosinusului aplicat in triunghiurile AOC si ABC rezulti ci AC?=3R? i
AC?=a’+b%+ab 3p
2 12
Finalizare:R=, }Lg-'_ab 2p
3. . (%) L . :
a) Pentruk> 2 lim =+eo, deci graficul fundei f, nu are asimptatspre +oo 1p
X—4eo X
fi(x
Pentruk= 1 m= lim 1 ): lim arctgx=" si 1p
X—too X X—>+oo 2
arctg<—z
n= lim fl(x)—zx = lim x|arctgx—-= |= lm ———2 1p
X—>+oo 2 X—>+oo 2 ) Xoteo 1
X
Din teorema lui I’Hospital, cum lim >=-1, rezuli cd n=-1 si dreaptay=—x-1
Xt 14 X 2
este asimptatoblicd a graficului fundgiei f; spre+eo; f, are asimptd@tspre+e < k=1 2p
1 1 1
b) (n+1) Ifn(x)dx+(n—1) Ifn_z(x)dx= I((n+ Dx" +(n- ])x”_z) arctgdx = 1p
0 0 0
1 L (x2+1 nft
=(x”+1+x”‘1)arctg<‘ _Iﬁdx=£_x_ =£_ 4p
0 X2 +1 2 n 0 2
Pagina 1 din 2
Barem de evaluarg de notare Varianta 3

Proki scrisi la matematica
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Ministerul Educéei, Cercelrii, Tineretuluisi Sportului
Centrul Naional de Evaluarei Examinare

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
Proiectarea corezt itemului de tip intrebare structurata:
- succesiunea subintrebdrilor asiguti cresterea treptata gradului de dificultate 3p
- fiecare subintrebare solicitd un fspuns care nu depinde d&punsul la subintrebarea
precederit 3p
- subintrebdrile sunt in concordanta cu stimulul utilizat 3p
- subintrebdrile evaluea trei competete specifice, dintre cele precizate in secventa daé,
in corelatie cu tema/ catinuturile corespuritoare I

Nota. Punctajul se acorda si in situatia in care una dintre subintrebari evalueaza doui
dintre competentele specifice

- corectitudinea rezoflii sarcinilor de lucru ale itemului 6p

- corectitudineatiintifica a informadiei matematice 6p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
- Definirea conceptului de edutgaformah 4 puncte
- Definirea conceptului de eduga nonformad 4 puncte
- Definirea conceptului de eduainformak 4 puncte
- Analiza conceptului de edua formak 4 puncte
- Analiza conceptului de eduba nonformad 4 puncte
- Analiza conceptului de eduia informak 4 puncte
- Interdependea formelor edudgei 6 puncte

Pagina 2 din 2

Barem de evaluarg de notare Varianta 3

Proki scrisi la matematica
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Ministerul Educatiei Nationale
Centrul National de Evaluare si Examinare

EXAMENUL NATIONAL DE DEFINITIVARE IN INVATAMANT
18 iulie 2013
Proba scrisa
Matematica

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE |

VARIANTA 3

. [Pentru orice solutie corectid, chiar dacd este diferiti de cea din barem, se acordid punctajul maxim

corespunzator.

e Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.

e Se acordi 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impiértirea la 10 a punctajului total obtinut

pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. |da+r=a,=b=bg=ayq 3p
al(q—l)=r:>q—l=L>0:>q>l 2p
4
b) Pentru n>2, b,,,—-a,., =bq" —a,—nr=a4q" —q —nal(q—1)=al(q” —l—n(q—l)) 2p
g"=(1+q-1)"=1+C (g=1)+C?(g=1) +..+C" (g =1)" >1+C} (g -1) =1+ n(g -1) 2p
b, —a,., >0,deci b, >a, pentru orice numar natural k>3 1p
2. | a) AABC este isoscel, deci AD | BC 2p
AABD este dreptunghic in D si m(<rB) =30°= 4D = A—ZB =% 3p
b) Fie c= 4B, b= AC, a = DC si f = BD ; din teorema bisectoarei ﬁ =% =>bf=ca 1p
o
Cum c+a =b+ [, rezulta ca perechile ¢ si «r, respectiv b si f sunt solutii ale aceleiasi 5
ecuatii de gradul al doilea P
Dacd ¢= g, atunci b=a, deci BC=AB+ AC, fals 1p
Rezulta ¢ =5, deci triunghiul ABC este isoscel 1p
3. 1 1 x 1
a) J(l-i—x)ﬁ(x)dx:j(l—i-x) ¢ dx:Jexdxz 2p
1+x
0 0 0
1
X
= = e — 1
e 0 e 3p
1 1 1 Lo o L(
b) Avem jfn(x)dx—(e—l)zIfn(x)dx—Iexdxzj —e* :J. x| < 2p
0 0 0 o\ 1+x" oL 1+x"
| nx I nx 1 nl |1 1
e |dx=j = v <e[xdv=e>—| =—-—0.deci lim [f,(x)dv=e-1 3p
x| S1ex” g n+l, n+l i)

SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
- cate 3 puncte pentru corectitudinea formatului fiecirui item elaborat in vederea evaluarii 9
competentei/competentelor specifice alese (3p X 3itemi) P
- cate 3 puncte pentru corectitudinea modului de elaborare a raspunsului asteptat (a baremului de 9
evaluare) pentru fiecare dintre itemii elaborati (3p X 3itemi) P

- cate 4 puncte pentru corectitudinea stiintificd a informatiei de specialitate din fiecare item
elaborat (4px3itemi) 12p
Pagina 1 din 2
Barem de evaluare si de notare Varianta 3

Proba scrisi la matematica
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Ministerul Educatiei Nationale
Centrul National de Evaluare si Examinare

SUBIECTUL al IT1-lea

(30 de puncte)

- conceptul de finalitati ale educatiei
- clasificare

- ideal

- scop

- obiective

- proceduri de operationalizare

5 puncte (rispuns partial 3p)
5 puncte (rispuns partial 3p)
5 puncte (rdspuns partial 3p)
5 puncte (rdspuns partial 3p)
5 puncte (rdspuns partial 3p)
5 puncte (rdspuns partial 3p)

Pagina 2 din 2
Barem de evaluare si de notare
Proba scrisa la matematica

Varianta 3
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Ministerul Educéei Nagionale
Centrul Naional de Evaluarei Examinare

EXAMENUL NATIONAL DE DEFINITIVARE iN iNVATAMANT
14 iulie 2014
Proba scrisi

M atematica
Varianta 1

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

e Sepuncteazi orice modalitate de rezolvare corecti a cerintelor, in limita punctajului maxim corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la 10 a punctajului total obtinut
pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
1 |a f(x)= (x —2x+1) 2p
f(x) 2(x— 1) + 3> 3 pentru orice nugr real x 3p
(fof)(x)=2(f(x-1 + 2p
Cum xe Z si ((x—l)2 +1) < 4, soluiile intregi ale inecuatiei sunt 0, Isi 2 3p
2. a) AD=AM, AM =PC 2p
DP =CN, deci triunghiurile dreptunghicADP si PCN sunt congruente 3p
b) AADP =APCN = AP=PN si «<DAP =<CPN 1p
m(<«DPA)+ m(<«DAP) =90° = m(<DPA)+m(<CPN )= 90 = m(<APN ) = 90 1p
AAPN este dreptunghic isoscel, den{<PAN ) = 45° 1p
AMCP este paralelogras AP ||MC = m(<AQM ) = m(«PAQ) =45 2p
3 e2 2 5
In x 1 2 |€
a) { f,(x)dx = —od=in?x = 3p
3
== 2
> p
, In"* x(n—Inx)
b) f, (X):T 2p
fn'(e”):o, f,(X)>0 pentru oricexe (l, e“) si f,(x)<0 pentru oricexe(e”,+oo), deci
n" 3p
fo(x)< fn(e”): fn(x)sg pentru oricexe (1,+ <o) si orice nunar natural nenuh
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
- cate 4 puncte pentru corectitudinea formatului fiecirui item elaborat 4px2-8 puncte
- cate 4 puncte pentru corectitudinea raspunsului gteptat (barem de evaluare) pentru fiecare dingmiit
elaborai 4px8puncte

- cate 7 puncte pentru corectitudinea stiintifica a informaiei de specialitate pentru fiecare item elaborat
7px2=14 puncte

SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
- conceptul de invitare 10 puncte
- condtii interne ale invatarii 10 puncte
- condtii externe ale invatarii 10 puncte

Pentru prezentare geala a fieciruia dintre cele trei repere m@nate mai sus se acardaite 6 puncte.

Proka scrigi la matematica Varianta 1
Barem de evaluarg de notare
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EXAMENUL NATIONAL DE DEFINITIVARE iN iINVATAMANT
9iulie 2015

Proba scrisa
M atematica

BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Varianta 2

e  Sepuncteazi orice modalitate de rezolvare corecta a cerintelor, in limita punctajului maxim corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje inter mediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.

e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la 10 a punctajului total obtinut

pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
1. |a) xy=0 3p
Soluiile sistemului suntx= Q y=1si x=1, y=0 2p
2
m° -1
b) xy= 2p
2
. .. ) m2—1 . . .
Cum x si y sunt soltiile ecudiei t“ —mt+ =0, sistemul are sofie unia < A=0, 3
p
de unde otinem m=—/2 saum=+/2
2. | a) AFBC=AFDC (LUL) 3p
m(«CBF )=90°- 60 = 30, decim(<«CDF ) =30° 2p
b) m(«<ECB) =75, m(«ACB)=45"= m(<ECF)= 30, deci AEFC ~ AECB (UU ) 3p
EC _EF L EC?-EF .EB, deciEC? = EF-BC 2p
EB EC
3. 1-x?
a) f (x):(z—z, xe R 1p
X +1)
1 1 .
f(-1) ==3 f (1)=§, f este descrestare pe (—,—1], cresétoare pe[-1,1] si
2p
descresitoare pe[l,+)
. . : 11
lim f(x)=0, lim f(x)=0,deciimf=|-=,= 2p
X—>—oc0 X—>+o0 2 2
1 1 X 1 (eX)'
e
b) | f(e)dx= dx = dx = 2p
)'([ ( ) '([e2X+1 '[)ezx+1
= arctg(ex) 1 arctga—z 3p
0 4
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
Itemul de completar e elabor at
Corectitudinea formatului itemului op
Corectitudinea dspunsului gteptat (baremul de evaluare) op
Corectitudineatiintifica a informaiei de specialitate op
Proki scrisi la matematica Varianta 2

Barem de evaluarg de notare
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Itemul de tip rezolvare de probleme elaborat

Corectitudinea formatului itemului Sp

Corectitudinea aspunsului gteptat (baremul de evaluare) op

Corectitudineatiintifica a informaiei de specialitate op
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
- procesul de invatamant: delimitari conceptuale 4 puncte
- invatarea: delimiri conceptuale 4 puncte
- predarea: definirea conceptului 4 puncte
- evaluarea: delimiti conceptuale 4 puncte
- argumentarea necegit interadiunii intre cele trei procese 3 puncte

- evidernierea specificittii relatiei intre:

e invitaresi predare 2 puncte

e invitaresi evaluare 2 puncte

¢ predaresi evaluare 2 puncte
- coerefasi originalitatea argumeditii 5 puncte
Proki scrisi la matematica Varianta 2

Barem de evaluarg de notare
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EXAMENUL NATIONAL DE DEFINITIVARE iN INVATAMANT
4 august 2016

Proba scrisa 5
MATEMATICA

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 3

e Se puncteaza orice modalitate de rezolvare corecta a cerintelor, in limita punctajului maxim corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje inter mediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat in barem.

e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impértirea la 10 a punctajului total obtinut

pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1 | a xx7=7+y=7, pentrux si y numere reale 2p
1%2%3+..%2016=((* 2 8 4 B B & 8..x 2016 + *8.% 2016 7 3p
b) 2(7X—7)(Iogzx— N+ 7= 7@( 7- 7( logx— J= 0 2p
7% —7=0& x= 1si log, x— 7= 0<> x= 128 care verifid ecuaia 3p
2. | a) Triunghiurile ABM si ACN sunt dreptunghice isoscetem(<MAB)=m(«CAN)=45 | 2p
m(<«<MAN)=m(«<MAB)+m(«xBAC)+m(«<CAN)=45"+ 90+ 45 = 180, deci puncteleM , 3p
A si N sunt coliniare
b) MB= AB si AM?=AB?+MB?= AM = AB\/2 2p
NC = AC si AN?=AC?+NC?= AN = ACV/2, deciMN = AM + AN =+/2( AB + AC) 3p
Sl fr()=—2 s xe(~2,te0) 2
(x+2)
XI|_)nj2 f(x)=—c, f este cresttoare pe(—2,+e) si x”—[l f(x)=1, decilm f =(—,1) 3p
x>-2
T x—2—4|n§£g
0) im S ft=fim s »
= lim (1—§—£'I X+2)—1 2p
X—>+eo X X 4
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
Itemul de completar e elabor at
Corectitudinea formatului itemului 3p
Corectitudinea @spunsului gteptat (baremul de evaluare) 3p
Corectitudineatiintifica a informaiei de specialitate 4ap
Itemul detip alegere multipla elabor at
Corectitudinea formatului itemului 3p
Corectitudinea @spunsului gteptat (baremul de evaluare) 3p
Corectitudineatiintifica a informaiei de specialitate 4ap
Proki scrisi la matematica Varianta 3

Barem de evaluarg de notare
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Itemul de tip rezolvare de probleme elaborat

Corectitudinea formatului itemului 3p

Corectitudinea @spunsului gteptat (baremul de evaluare) 3p

Corectitudineatiintifica a informaiei de specialitate 4ap
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1. cate 3 puncte pentru explicarea fiecaruia dintre cele dauiconcepte date 2x3p=6 puncte

2. cate 2 puncte pentru mentionarea oriérei caracteristici a figreia dintre cele dduforme de edugee
2x2p=4 puncte

3. céte 2 puncte pentru enumerarea oricaror trei tipuri de curriculum 3x2p=6 puncte
4. cate 3 puncte pentru precizarea oricaror doui fundaii ale evaldrii scolare 2x3p=6 puncte
5. - cite 1 punct pentru precizarea oricarui avantajsi a oricirui dezavantaj ale utiliii formei de organizare
date 2x1p=2 puncte

- cate 3 puncte pentru prezentarea fiecdrui avantajsi dezavantaj precizat: prezentare adexvatp.;
prezentare superficial- 1p. 2x3p=6 puncte
Proki scrisi la matematica Varianta 3

Barem de evaluarg de notare
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EXAMENUL NATIONAL DE DEFINITIVARE iN INVATAMANT
20 aprilie 2017
Proba scrisa

MATEMATICA
Varianta 3

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

e  Sepuncteazi orice modalitate de rezolvare corecta a cerintelor, in limita punctajului maxim corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje inter mediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

e Se acordi 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impirtirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (60 de puncte)
1 1a) f(x)=2x-1,decif(0)+f()+...+ f(10=(20-3+(2 % J+...+( 2 18 )E 2p
=2-(0+1+..+10- 11 E 2%11— 1% 3p
=110-11= 99 2p
b) A=4+4(m2—1)=4n2 2p
2_ m? #1
f (x)=0 are dod soldii reale distincte= m-120, 3p
A>0 m? >0
Ecudia are dod soluii reale distincte pentru oricene (—eo,—1) U(=1,00U( 0,3 U ( 13o0) 3p
2. | a) AABD dreptunghic in D si, cum M este mijlocul laturiiAB, obtinem DM = AM = BM 2p
Pagcp = 2(AB+AD)=2(AM + MB+ AD) = 2p
=2(AM + DM + AD) = 2P\avp 3p
b) ABCD este dreptunghic in B si N este mijlocul laturiiCD, deci BNchD si, cum
AB 2
AB=CD, olktinem BN :7
, . AB
MBCN este paralelogram, deMN =BC si, cum AB= 2BC, oktinem MN =7 3p
. . . AB .
M este mijlocul laturiiAB, deci BM =7:> BM =MN =BN = AMBN este echilateral 3p
3. 0 01
a) A(0,0)={1 0 0 2p
010
010
(A(0,0)°=|0 0 1 2p
1 00
0 1 00 0 1 10
(A(0,0)°=|0 0 1|1 0 d=| 0 1 0=1, 3p
1 0 0)l0 1 O 00
Proli scris la matematica Varianta 3

Barem de evaluarg de notare
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m n 1
b) det(A(mn))={1 m n|=(m+n+ J)(m2+n2—mn—m—n+ ]) 3p
n 1
Cumr si n sunt numere naturalélet{ A(m,n))= 0= m* +n°—mn-m-n+ 1= 0 2p
(m—n)2+(m—l)2+(n—1)2=0, de unde ofinemm=n=1 3p
4. o2
a) f'(x)= 22X ,f"x=2—2X2,xeR 2
X +1 (x2+1)
f'(x)=0& x=-1saux=1 2p
Pentru xe (—eo,—1), f"(x)<0; pentruxe (-1,1), f"(x)>0; pentruxe (L+=), f"(x)<0, 3
deci fungia f are doé puncte de inflexiune P
1 1
b) A = [|f (x)|dx=[In(x +1)dx= 2p
0 0
1 1 1,2 4
=Ix'|n(x2+l)dx=xln(x2+l) —2%“dx= 3p
0 0 [ x°+1
1 V4
=In2-2(x—arctgx)| = In2- 2—5 3p
0
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
Itemul de tip alegere multipla elabor at
Corectitudinea formatului itemului Sp

Corectitudinea #spunsului gteptat (baremul de evaluare), inclusiv alegereaaatea distractorilor| 5P

Corectitudineatiintifica a informaiei de specialitate Sp

Itemul de tip intrebare structurati elaborat

Corectitudinea formatului itemului S5p

Corectitudinea @spunsului gteptat (baremul de evaluare) Sp

Corectitudineatiintifica a informaiei de specialitate S5p
Proki scrisi la matematica Varianta 3

Barem de evaluarg de notare
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